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一种新的基于保证定界椭球算法的非线性集员滤波器

周 波 1 钱 堃 1 马旭东 1 戴先中 1

摘 要 基于未知但有界噪声假设的集员滤波器为传统的概率化滤波方法提供了一种可行的替代选择, 然而其潜在的计算负

担和保守性考虑制约了该方法的实际应用. 本文提出一种新的基于保证定界椭球近似的改进集员滤波方法, 用于解决针对

非线性系统的状态估计问题, 在保证实时性的前提下降低了算法的保守性. 首先, 对非线性模型进行线性化处理, 采用 DC

(Difference of convex) 规划方法对线性化误差进行外包定界, 并通过椭球近似将其融合到系统噪声中; 在此基础上提出了一

种结合了椭球直和计算和基于迭代外定界椭球算法的椭球 –带交集计算所构成的经典预测 –更新步骤来估计得到状态的可行

椭球集. 与常规的非线性扩展集员滤波方法的仿真比较表明了本文所提出算法的有效性和改进性能.
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A New Nonlinear Set Membership Filter Based on Guaranteed Bounding

Ellipsoid Algorithm
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Abstract The framework of set membership filter (SMF) with unknown-but-bounded noise assumption provides an at-

tractive alternative for probabilistic filters. However, the potential computational burden and conservation consideration

may seriously limit the usage of this filter in practical applications. In this paper, based on guaranteed bounding ellipsoid

approximation, a new enhanced set membership filter with better real-time property and reduced conservation is proposed

for state estimation problem of nonlinear systems. The nonlinear model is firstly linearized and the DC programming

method is used to outer-bound the linearization error, which is incorporated to the model noise with ellipsoidal approx-

imations. A classical two-step prediction-correction procedure consisting vector sum computation between ellipsoids and

an iterative outer-bounding ellipsoid algorithm to intersect ellipsoid with strip is presented to compute the ellipsoidal

feasible set of the estimated states. Simulation results with comparisons to the nonlinear extended set membership filter

are given to demonstrate the effectiveness and improved performances of our proposed algorithm.
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传统的状态估计问题通常采用贝叶斯估计方

法来解决, 例如经典的针对线性系统的 Kalman
滤波 (Kalman filter, KF)、针对非线性系统的扩
展 Kalman 滤波 (Extended Kalman filter, EKF)
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和无迹 Kalman 滤波 (Unscented Kalman filter,
UKF)[1], 以及基于 Monte-Carlo 采样的粒子滤波
(Particle filter, PF)[2] 等. 这些方法的实质均是在
对过程误差和观测误差作概率化假设的基础上, 利
用所有可获取的测量来构造待估计状态的后验密度

分布. 然而, 在很多实际应用中, 过程噪声和传感器
噪声的先验知识往往是不充分且不能精确确定的,
从而导致其概率分布假设 (例如 Kalman 滤波需要
高斯分布假设) 很难得到满足, 尤其是噪声本身为
非高斯、非白噪声或有偏噪声的情形. 此外, 实际系
统的非线性特征会严重降低上述滤波方法的估计性

能[3]. 有鉴于此, 基于确定性噪声假设的集员 (Set
membership) 滤波方法往往被视为一种较概率化滤
波器具有更好可行性的替代方案.
与概率滤波方法相比, 集员滤波 (Set member-

ship filter, SMF)所存在的唯一假设就是过程噪声
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和观测噪声是未知但有界的 (Unknown-but-
bounded, UBB), 这一点在实际系统中通常能够得
到保证. 此外, 集员滤波框架中估计得到的是状态变
量的可行集而不是后验概率密度, 该可行解集由与
系统模型、初始状态和 UBB 噪声假设相一致的所
有状态点构成, 即可以获得估计状态的严格不确定
边界约束, 有利于与后继的控制和规划问题的结合.
集员滤波的这种保证估计特性能够大大提高整体系

统的稳定性、鲁棒性和可靠性, 从而可广泛应用于如
机器人定位与地图创建[4−6]、神经网络训练[7]、故障

诊断[8−9] 等诸多控制领域.
集员滤波方法的一个关键问题是如何描述真实

可行集的复杂形状. 一种比较常用的方法是采用例
如椭球[10−11]、区间[12]、超平行体[13−14]、全对称多

胞形[15−16] 等规则的几何集合来近似实际可行集,
以降低算法的计算复杂度. 其中, 椭球近似方法由于
其仿射变换下的不变性、包络矩阵的协方差意义以

及便于优化等特点而获得了广泛的应用[17]. 早期的
椭球集员滤波研究由 Schweppe 等[18] 和 Bertsekas
等[19] 提出, 但没有考虑椭球的优化问题. 在此基础
上, 以椭球迹或体积最小化为优化准则的椭球定界
算法研究拓展了集员滤波方法的应用领域[20−23]. 然
而, 相对于已经较为完善的线性集员滤波方法而言,
针对非线性系统的集员滤波研究由于可行集在非

线性变换下的复杂性一直没有很大的进展. 一些学
者提出了类似 EKF 的通过线性化技术扩展得到的
非线性集员滤波方法[5, 24], 但这些方法需要预先给
定线性化误差的不确定性范围, 其实用性受到限制.
其他可行的非线性处理方法包括采用区间分析计

算线性化误差边界的扩展集员滤波方法 (Extended
SMF, ESMF) 等[25], 然而与线性集员滤波方法相比
该算法的稳定性和收敛性均大大降低, 同时计算量
也大为增加.
本文提出了一种新的基于 UBB 噪声假设的非

线性集员滤波方法来解决非线性系统的状态估计和

定界问题, 通过对算法的计算复杂度和保守性的综
合考虑, 来寻求估计精度和实时性之间的平衡. 本算
法在对原系统作与上文类似的线性化处理之后, 采
用来自凸优化领域的 DC (Difference of convex) 规
划方法[26] 对线性化误差进行定界, 其优点在于在没
有增加计算量的同时获得了线性化误差的紧致边界;
在此基础上采用预测 –更新步骤来计算待估计状态
的可行集, 通过引入具有更好的优化性和计算效率
的椭球直和计算方法以及椭球 –带交集计算方法来
降低整体算法的复杂性, 使之更适合于实际应用.

1 问题描述

考虑如下形式的非线性离散时间系统:

{
xxxk = fff (xxxk−1) + wwwk

yyyk = hhh (xxxk) + vvvk

(1)

其中, xxxk ∈ Rn 和 yyyk ∈ Rm 分别是在采样时刻 k 的

状态变量和观测变量; fff(·) 和 hhh(·) 是已知的非线性
二阶可导函数; wwwk ∈ Rn 和 vvvk ∈ Rm 表示随时间变

化的过程噪声和测量噪声, 并且满足以下假设.
假设 1. 噪声项 wwwk 和 vvvk 为满足如下边界条件

的未知但有界 (UBB) 噪声:

|wk,i| ≤ εw
k,i, i = 1, 2, · · · , n

|vk,j| ≤ εv
k,j, j = 1, 2, · · · ,m

(2)

或者记为如下的范数形式:

‖wwwk‖εw
k

∞ ≤ 1, ‖vvvk‖εv
k

∞ ≤ 1 (3)

其中, wk,i (i = 1, 2, · · · , n)和 vk,j (j = 1, 2, · · · ,m)
分别是噪声 wwwk 和 vvvk 的各个分量; εw

k,i 和 εv
k,j 是已

知的正常数; n 维矢量 βββ 的 α 加权 l∞ 范数定义为
‖βββ‖α

∞ = maxi=1,2,··· ,n |βi/αi|. 注意这里定义的边界
本身是时变的. 在许多应用中, UBB 噪音假设往往
比概率化假设更切合实际, 其边界可通过综合考虑
系统模型、驱动器和传感器等实际物理因素来确定.
此外, 对系统的初始状态假设如下.
假设 2. 假定系统的初始状态 xxx0 属于一个已知

的有界集 xxx0 ∈ X0, 其中, X0 可以通过状态的先验

知识来确定.
根据上述假设, 集员滤波中计算的状态可行集

定义如下.
定义 1. 对于给定的测量序列 yyy1:k =

{yyy1, yyy2, · · · , yyyk}, 在 k 时刻状态 xxxk 的可行集 Xk

由所有可能的状态点组成, 这些状态点与所有可获
取的信息, 包括系统模型 (1)、噪声假设 (2) 和初始
状态集 X0 等相一致.

与经典的 Kalman 滤波方法类似, 集员滤波算
法可分为如下的预测和更新 (或称校正) 两个步骤.
步骤 1 (预测). k 时刻状态的预测集Xk,k−1 通

过过程模型和过程噪声假设计算得到:

Xk,k−1 = fff (Xk−1)⊕Wk =

{fff (xxxk−1) + wwwk |xxxk−1 ∈ Xk−1,wwwk ∈ Wk } (4)

其中, Xk−1 是 k− 1 时刻的状态可行集; Wk 是由假

设 2 定义的过程噪声wwwk 的不确定集.
步骤 2 (更新). 根据测量值 yyyk 可定义观测集

如下:

Sk =
{
xxx ∈ Rn

∣∣∣‖yyyk − hhh (xxx)‖εv
k

∞ ≤ 1
}

(5)

则 k 时刻的状态可行集 Xk 可计算为

Xk = Xk,k−1 ∩ Sk (6)
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如上述所言, 真实可行集的形状往往极为复杂,
有时甚至是非凸或非连通的, 而求解过程中存在的
非线性变换更加剧了算法的复杂度, 从而导致理想
的集员滤波器难以在实际中得到应用. 一种比较常
用的解决方案是采用规则集合外包来逼近真实可行

集的近似方法. 本文中将选择计算量较小的椭球集
来近似可行集.
定义 2. 一个 n 维椭球 E(aaa, P ) 的定义为

E (aaa, P ) =
{
xxx ∈ Rn

∣∣∣(xxx− aaa)T P−1 (xxx− aaa) ≤ 1
}

(7)
其中, aaa ∈ Rn为椭球的中心; P ∈ Rn×n为确定椭球

形状的包络矩阵, 且满足对称正定性. 椭球 E(aaa, P )
的几何尺寸量度通常用体积来表示, 它与 det(P ) 成
比例; 或者用半轴长度的平方和表示, 由包络矩阵 P

的迹 tr(P ) 给出.
定义 3. 一个 n 维区间矢量 (Interval vector)

或者轴对齐盒 (Axis-aligned box) 可定义为

[xxxmin,xxxmax] = {xxx ∈ Rn |xi,min ≤ xi ≤ xi,max } (8)

其中, xxxmin = (x1,min, x2,min, · · · , xn,min)T 和xxxmax =
(x1,max, x2,max, · · · , xn,max)T 分别是区间矢量的下
边界和上边界. 可将区间矢量重写为如下形式:

B (aaa,rrr) = {xxx ∈ Rn |xxx = aaa + diag {rrr}zzz, ‖zzz‖∞ ≤ 1}
(9)

其中, aaa = (xxxmin + xxxmax)/2 表示区间矢量的中心;
rrr = (xxxmax − xxxmin)/2 表示区间矢量的宽度, 它定义
了区间边界的大小.
定义 4. 一个 n 维超平行体可定义为

P (aaa, T ) = {xxx ∈ Rn |xxx = aaa + Tzzz, ‖zzz‖∞ ≤ 1}
(10)

其中, aaa = (xxxmin + xxxmax)/2 为超平行体的中心;
T ∈ Rn×n 为一个非奇异矩阵, 其各列定义了超
平行体的边界.

2 基于定界椭球的非线性集员滤波

在本节中, 针对非线性系统的状态估计问题提
出了一种新的基于定界椭球的集员滤波算法. 该算
法的主要思想类似于 EKF 算法, 首先, 对非线性模
型进行线性化, 然后, 将包含预测 –校正步骤的线性
集员滤波直接用于所得到的线性化系统. 本集员滤
波算法与 EKF 的区别在于不能简单忽略线性化误
差, 而是需要将其带来的不确定性补偿到最终的可
行集中, 保证集员滤波算法的鲁棒性本质.
非线性集员滤波算法的实现需要考虑三个问题:

1) 如何计算线性化误差的不确定性边界. 常用的方
法包括对其进行明确的假设或者采用区间分析的方

法直接计算, 其中前者在实际中难以得到满足, 而后

者会增加算法的计算复杂性和保守性, 有时甚至会
降低算法的稳定性. 本文引入DC规划方法 (详见文
献 [16, 26]) 来优化获得每个采样时刻线性化误差的
保证边界, 由于充分利用了系统的非线性结构特征,
DC 规划通常可以用较少的计算复杂度获得更为紧
致的边界估计, 从而降低了算法保守性; 2) 如何将
线性化误差和过程噪声融合到状态预测步骤. 该问
题的实质是多个椭球的直和 (即 Minkowski 和) 计
算. 本文采用了最优椭球迹准则的显式次优解, 从而
使算法的计算复杂度大为降低; 3) 在更新步骤中预
测集和观测集交集计算的最优解往往难于直接获得,
而数值计算方法则会增加算法的复杂性而不适合实

时应用. 本文由此提出了一种迭代最优定界椭球算
法, 以椭球 –带迭代求交集进行逼近的方式来完成
更新步骤. 本文所提出的非线性集员滤波算法的具
体算法步骤如下:

首先假设初始状态集合X0 为椭球描述形式, 即
xxx0 ∈ E (x̂xx0, P0), 并且假定前一步估计得到的状态
xxxk 的可行集为 E (x̂xxk−1, Pk−1).

2.1 线性化误差定界

在当前状态点 x̂xxk−1, 原系统的非线性过程模型
可以线性化为

fff (xxxk−1) = fff (x̂xxk−1) + Ak (xxxk−1 − x̂xxk−1) + eeek =

fffL (xxxk−1) + eeek (11)

其中, Ak =
(

∂
∂xxxk−1

)
fff (x̂xxk−1) 是函数 fff 的 Ja-

cobean 矩阵; eeek 是线性化误差. 这里为了推导方
便, 首先假设 fff 是一个实值函数 f : Rn → R.
对于实际为矢量形式的函数 fff : Rn → Rm,
即 fff = [f1, f2, · · · , fm]T, 其中 fi : Rn → R
(i = 1, 2, · · · ,m) 是 fff 的分量, 则需要将每个 fi

作序列化处理.
定义 5. 实值函数 f : Rn → R 为凸集 S

上的 DC 函数, 即存在两个凸函数 g1 和 g2 使

f(xxx) = g1(xxx) − g2(xxx). 这里 g1 和 g2 为集合 S

上的凸函数的含义是 ∇2gi(xxx) = ( ∂2

∂xxx2 )gi(xxx) ≥ 0
(i = 1, 2), xxx ∈ S, 其中符号 “≥” 对于 n > 1 的高维
函数 f 应理解为半正定的.
应当指出, 上述 f 的凸假设可以很容易得到

满足, 因为 f 是二阶连续可导函数, 而每一个
连续函数都可以通过 DC 函数以任意精度逼近.
此外, f 的 DC 形式总是可以得到, 如在椭球可
行集中假设 ( ∂2

∂xxx2 )f(xxx) ≥ −2αI, α ≥ 0, 选取
g1(xxx) = f(xxx) + αxxxTxxx 和 g2(xxx) = αxxxTxxx 即可构

成 DC 表示形式[26]. 关于 DC 规划更多详细内容可
以参考文献 [16, 26].
函数 g1 和 g2 在当前状态估计点 x̂xxk−1 的次梯
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度可计算为

uuu1 =
∂g1 (x̂xxk−1)

∂xxx
,uuu2 =

∂g2 (x̂xxk−1)
∂xxx

(12)

则满足下面的约束:

g1 (xxxk−1) ≥ g1 (x̂xxk−1) + uuuT
1 (xxxk−1 − x̂xxk−1) (13)

g2 (xxxk−1) ≥ g2 (x̂xxk−1) + uuuT
2 (xxxk−1 − x̂xxk−1) (14)

其中, 上面两式右边的线性函数 (分别定义为 ḡ1

和 ḡ2) 称为 g1 和 g2 的弱函数. 由此线性化误差
ek = f(xxxk−1) − fL(xxxk−1) = g1(xxxk−1) − g2(xxxk−1) −
fL(xxxk−1) 的定界问题可通过 DC 规划方法来求取近
似解. 注意根据式 (13) 和式 (14) 有 ḡ1− g2− fL 是

凹函数, g1 − ḡ2 − fL 是凸函数, 则有 ek 的取值范围

为[
min

xxxk−1∈VS

{ḡ1 (xxxk−1)− g2 (xxxk−1)− fL (xxxk−1)} ,

max
xxxk−1∈VS

{g1 (xxxk−1)− ḡ2 (xxxk−1)− fL (xxxk−1)}
]

(15)

其中, 符号 VS 表示凸集合 S 中所有顶点的集合. 上
面的等式仅代表 f 为实值函数的情形. 对向量函数
则需逐一考虑和计算 fff 的分量 fi (i = 1, 2, · · · ,m)
以获得 eeek 每个分量的区间. 此外, 对椭球可行集
E (x̂xxk−1, Pk−1), 顶点集合 VE 由它的边界点组成, 因
此, 式 (15) 的计算转化为两个半正定规划 (Semi-
definite problem, SDP) 的问题, 从而可采用内点法
等优化方法加以解决[27].
为了进一步减小计算量, 本文采用带有限个顶

点的外包盒来逼近椭球体以对式 (15) 进行计算. 需
要注意的是, 外包盒的选择并不是唯一的, 例如可
以选取轴对齐包围盒 (Axis-aligned bounding box,
AABB) B (x̂xxk−1, rrr), 其中 rrr ∈ Rn 为椭球的半长轴

矢量. 下面的定理将表明, 存在一个最小体积的椭
球外包有向包围盒 (Oriented bounding box, OBB)
可供选取近似.
定理 1. 椭球 E(aaa, P ) 的最小体积外包盒即为

一个所有边与椭球相切且同时平行于该椭球各轴的

有向包围盒.
证明. 容易验证为使最小体积 OBB 的体积尽

可能的小, 其边界应该与椭球的边界相切. 考虑椭球
可通过一个欧氏空间中的单位球仿射变换得到:

E (aaa, P ) = {xxx ∈ Rn |xxx = aaa + Hzzz, ‖zzz‖2 ≤ 1}
(16)

其中, ‖·‖2 定义为 l2 欧氏范数; H = UD1/2 为正

定对称矩阵 P 进行奇异值分解 (Sigular value de-
coposition, SVD)P = UDUT = HHT 后得到的一

个平方根, 其中, U 为单位上三角阵, D 为对角阵.
在该仿射变换下, 椭球的所有OBB 均为单位球的外

包且相切的超平行体转化得到, 而其中边平行于椭
球轴的OBB 将被视为由原单位球的外包 AABB 转
化而来. 图 1 给出 n = 2 时, 将 F1 下单位球转换为

F2 下的椭球的示例.

图 1 椭球的仿射变换

Fig. 1 Affine transformation of ellipsoid

容易推出在仿射变换下, F2 中 OBB 的体积为
F1 中相应超平行体伸缩 det(H) 倍得到. 由于在
F1 中最小体积的椭球外包超平行体为体积等于 2n

的单位 AABB, 从而在 F2 中转换得到的最小体积

OBB 应满足:

minVOBB = 2n det (H) = 2n
√

det (P ) (17)

则可以推出由 F1 中单位 AABB 转换而来的边与椭
球相切且平行于椭球轴的 OBB 为具有最小体积的
椭球外包盒. ¤

根据定理 1, 椭球 E (x̂xxk−1, Pk−1) 的最小体积
外包盒即为 B (x̂xxk−1,Hk−1), 其顶点集记为 VB, 其
中 Hk−1 为 Pk−1 的平方根. 由此式 (15) 的 DC 规
划问题可通过考虑此包围盒顶点集 VB 中 2n 个顶

点即可实现, 从而以区间矢量形式给出线性化误差
的边界为 eeek ∈ [eeek,min, eeek,max], 或者 B(aaae, rrre), 其中
aaae = (eeek,min + eeek,max)/2, rrre = (eeek,max − eeek,min)/2.
本文所采用的 DC 规划方法在精度方面可提供线性
化误差的二阶近似结果, 并可在计算复杂度与保守
性间保持良好的平衡.

2.2 状态预测

本步骤中将计算得到式 (3) 中的 k 时刻状态预

测集 Xk,k−1. 非线性过程模型 (11) 经过线性化可转
化为如下形式:

xxxk = fffL (xxxk−1) + eeek + wwwk (18)

上式表明, 状态预测集是通过三个集合的直和
计算得到的: 由线性函数 fffL 得到的 E (x̂xxk−1, Pk−1)
的仿射变换集, 线性化误差 eeek 的外包定界区间矢量

B(aaae, rrre) 和过程噪声 wwwk 的不确定集 B(000, rrrw), 其
中如式 (2) 中的假设有 rrrw = [εw

k,1, ε
w
k,2, · · · , εw

k,n]T.
这三个集合的计算分别如下.

首先, 通过仿射变换 fffL, 原椭球 E (x̂xxk−1, Pk−1)
将转换成一个新的椭球 E (fff (x̂xxk−1) , AkPk−1A

T
k ).
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而对于线性化误差和过程噪声的不确定集, 通过定
义辅助变量 wwwa

k = eeek + wwwk, 根据区间矢量的直和计
算可将两者合并为

wwwa
k ∈ B (aaae, rrre)⊕B (000, rrrw) = B (aaae, rrre + rrrw) (19)

由此集员滤波的 预测步 骤 (3) 将转化
为求椭球 E (fff (x̂xxk−1) , AkPk−1A

T
k ) 和区间矢量

B (aaae, rrre + rrrw) 的直和计算. 通常情况下, 该问题
并不存在规范的几何解集. 为了算法的可行性, 并与
本文采用的椭球近似保持一致, 可根据如下定理先
将区间矢量 B (aaae, rrre + rrrw) 采用外包椭球来逼近.
定理 2. 对中心为 aaa = [a1, a2, · · · , an]T ∈ Rn,

边界为 rrr = [r1, r2, · · · , rn]T ∈ Rn 的区间矢量 (或
轴对齐盒) B (aaa,rrr), 其最小体积外包椭球 E(ccc, P )
可以选取为

ccc = aaa, P = ndiag
{
rrrTrrr

}
(20)

证明. 由对称性易证明该区间矢量外包椭球的
中心应选择为区间矢量的中心, 即 ccc = aaa. 假设区
间矢量的外包椭球的形式为 E(aaa, P ), 且有 ccc = aaa,
P = diag{b2

1, b
2
2, · · · , b2

n}, 其中 bi > 0 表示半轴长
度. 寻找最小体积外包椭球就转化为如下的 SDP 问
题

mindet (P ) =
n∏

i=1

bi

s. t. bi > 0, rrrTP−1rrr =
n∑

i=1

b−2
i r2

i = 1
(21)

其中, det(P ) 与椭球的体积成正比; 约束条件为令
椭球包住区间矢量的边界条件. 为了解决这个带约
束的优化问题, 定义如下 Lagrange 函数:

L =
n∏

i=1

bi + λ

n∑
i=1

b−2
i r2

i (22)

并令 ∂L
∂bi

= 0 (i = 1, 2, · · · , n), 得:

bi = n
1
2 ri, i = 1, 2, · · · , n (23)

从而得到式 (20) 形式的最小体积外包椭球. ¤
根据定理 2, 区间矢量 B(aaae, rrre) 可近似为外包

椭球 E(aaaa, Pa), 其中, aaaa = aaae, Pa = ndiag{(rrre +
rrrw)T(rrre + rrrw)}, 从而将预测状态集的计算转化为两
个椭球集 E (fff (x̂xxk−1) , AkPk−1A

T
k ) 和 E(aaaa, Pa) 的

直和计算. 然而, 所得预测集仍不一定为椭球, 但可
构造一个外包椭球 E (x̂xxk,k−1, Pk,k−1) 来近似[22]:

x̂xxk,k−1 = fff (x̂xxk−1)+ aaaa, Pk,k−1 =
AkPk−1A

T
k

1− βk

+
Pa

βk

(24)

其中, 0 ≤ βk < 1 为带选择的滤波器参数, 可以通
过优化该参数以减小所得椭球尺寸, 即降低算法的
保守性. 其中, βk = 0 对应于无噪声的情况, 此时
Pk−1,k = AkPk−1A

T
k . 对于一般情况可选择最小迹

优化准则来计算 βk, 从而可得到封闭形式的解, 降
低算法的计算量, 并使其具有更好的鲁棒性. 相应的
最优 βk 为

βk =

√
tr (Pa)√

tr (AkPk−1AT
k ) +

√
tr (Pa)

(25)

通过定理 2 中所描述的椭球来近似区间矢量,
预测集的计算转化为两个椭球的直和计算. 由此可
得到外包椭球近似的显式形式, 从而使得算法计算
复杂度大大降低, 且能够与本文所采用的椭球可行
集形式保持一致.

2.3 测量更新

测 量 更 新 步 骤 是 通 过 求 预 测 椭 球 集

E(x̂xxk,k−1, Pk,k−1) 和式 (4) 中根据测量值得到的观
测集 Sk 的交集来计算 k 时刻状态Xk 的可行集. 然
而, 由于非线性变换 hhh 下 Sk 的形状通常比较复杂,
且不能用规则的几何集来表示. 从而使得两者的交
集难以直接计算. 本文提出了一种迭代外定界椭球
算法, 对观测集采用带进行近似, 并与序列更新策略
相结合, 从而使得算法可行且计算量较小. 为了实现
该算法, 首先需要以类似于状态预测的方式将线性
化和 DC 规划过程应用到观测模型. 观测方程 hhh 在

预测状态 x̂xxk,k−1 处线性化得到:

hhh (xxxk) = hhh (x̂xxk,k−1) + Ck (xxxk − x̂xxk,k−1) + oook (26)

其中, Ck =
(

∂
∂xxxk

)
hhh (x̂xxk,k−1) 为 hhh 的 Jacobean 矩

阵; oook 为线性化误差. 通过 DC 规划和定理 1 可推
得外包线性化误差 oook 的区间矢量 B(aaao, rrro), 然后,
定义辅助变量 vvva

k = oook + vvvk, 计算 oook 和测量噪声 vvvk

这两个区间矢量的直和以将它们合并:

vvva
k ∈ B (aaao, rrro)⊕B (000, rrrv) = B (aaao, rrro + rrrv) (27)

其中, rrrv = [εv
k,1, ε

v
k,2, · · · , εv

k,m]T 为式 (2) 中所假设
的测量噪声边界.
根据上述步骤, 式 (5) 中观测集 Sk 可重写为{

xxx
∣∣∣‖yyyk − hhh (x̂xxk,k−1) + Ck(x̂xxk,k−1 − xxx)‖rrro+rrrw

∞ ≤ 1
}

(28)
上式可以视为 n 个独立的带 (Strip) 的交集:
m⋂

i=1

Sk,i =
m⋂

i=1

{
xxx

∣∣∣∣ya
k,i −CCCk,ixxx

∣∣ ≤ ra
i

}
(29)

其中, ya
k,i 和 ra

i (i = 1, 2, · · · ,m) 分别为 yyya
k =

yyyk − hhh (x̂xxk,k−1) + Ckx̂xxk,k−1 和 rrro + rrrk 的分量;
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CCCk,i (i = 1, 2, · · · ,m) 为 Ck 的行向量. 从而可
推得可行集 Xk 为

Xk = E (x̂xxk,k−1, Pk,k−1) ∩ (∩n
i=1Sk,i) (30)

注意观测集 Sk 通常是一个多面体, 因此难以直
接计算式 (30) 的交集. 一种替代方法是采用序列更
新的方法将式 (30) 进行迭代处理, 转化为 m 次椭

球和带的交集计算. 文献 [20] 中给出了一种针对标
量观测的椭球和带交集计算的最小体积外定界椭球

算法 (Out-bounding ellipsoid, OBE). 本文中通过
序列更新方法将其扩展到矢量化观测情形, 给出了
一种迭代化 OBE 算法, 具体描述如下.
迭代初始化为

x̂xx0
k = x̂xxk,k−1, P 0

k = Pk,k−1 (31)

且每一步的中间椭球定义如下:

E
(
x̂xxi

k, P
i
k

)
⊇

(
E

(
x̂xxi−1

k , P i−1
k

)
∩ Sk,i

)
(32)

对于 i = 1, 2, · · · ,m, 从中心 x̂xxi−1
k 到每个超平

面的归一化距离计算如下:

α+
k,i =

ya
k,i −CCCk,ix̂xx

i−1
k + ra

i√
CCCk,iP

i−1
k CCCT

k,i

(33)

α−k,i =
ya

k,i −CCCk,ix̂xx
i−1
k − ra

i√
CCCk,iP

i−1
k CCCT

k,i

(34)

如果 α+
k,i < −1 或 α−k,i > 1, 则可以推出当前中

间椭球 E(x̂xxi−1
k , P i−1

k ) 与 Sk,i 并没有交集, 这表示可
行集 Xk 是空集. 此时当前迭代结束, 预测椭球作为
本时刻的估计可行集, 即

x̂xxk = x̂xxk,k−1, Pk = Pk,k−1 (35)

如果 α+
k,i > −1 且 α−k,i < 1, 则椭球与带之间的

交集不为空. 此时应当进行超平面收缩处理以保证
其与椭球相交, 从而减小所得交集椭球的体积:

α+
k,i = min

(
α+

k,i, 1
)
, α−k,i = max

(
α−k,i,−1

)
(36)

如果 α+
k,iα

−
k,i ≤ −1/n, 则有 x̂xxi

k = x̂xxi−1
k , P i

k =
P i−1

k . 否则:

x̂xxi
k = x̂xxi−1

k + λi

Si
kCCC

T
k,iei

d2
i

(37)

P i
k =

(
1 + λi − λie

2
i

d2
i + λigi

)
Si

k (38)

其中

Si
k = P i−1

k − λi

d2
i + λigi

P i−1
k CCCT

k,iCCCk,iP
i−1
k (39)

参数 ei、di、gi 的计算如下:

ei =
√

gi

(
α+

k,i + α−k,i

2

)
(40)

di =
√

gi

(
α+

k,i − α−k,i

2

)
(41)

gi = CCCk,iP
i−1
k CCCT

k,i (42)

其中, λk 取下式的正根以使得到的椭球体积最小:

(n− 1) g2
i λ

2
i +

(
(2n− 1) d2

i − gi + e2
i

)
giλi+(

n
(
d2

i − e2
i

)− gi

)
d2

i = 0 (43)

最终有

x̂xxk = x̂xxm
k , Pk = P m

k (44)

需要注意的是, 迭代交集的计算过程和中间椭
球的近似操作表明本文提出的算法不是最优而是次

优的. 然而, 相对于直接计算式 (5), 本文所提出的
算法简单可行, 且能够极大地改进算法的实时性.

相较现有方法, 本文提出的非线性集员滤波方
法从三个方面来有效地解决了实时性和保守性之间

的平衡问题, 使之更适合于实时应用: 首先, 引入优
化领域的 DC 规划方法取代广泛使用的区间分析方
法来确定非线性方程余子项的不确定性边界, 从而
在提高实时性的同时仍能保持甚至降低算法的保守

性, 如文献 [16, 26] 所述; 其次, 通过计算两个包围
盒的直和将线性化误差合并到噪声中, 然后, 由外包
定界椭球进行近似, 从而将状态估计问题转化为椭
球直和问题, 定理 1 和定理 2 表明这种处理手段能
够很大程度地降低了算法的保守性; 最后, 通过提出
一种迭代的外包定界椭球 (OBE) 算法来计算外包
椭球 –带的交集的最小体积椭球, 这种次优处理相
对于直接计算式 (5) 能大大减少计算负担.

此外, 其他的一些改进措施也能够结合到本文
所提出的算法之中, 以进一步提高滤波器的性能. 例
如, 包络矩阵采用其方根或 UD 分解形式进行迭代
计算可以改善算法的稳定性, 采用选择更新策略可
用于改善算法的实时性等[28].

2.4 算法总结

本文提出的非线性集员滤波算法可总结如下:
步骤 1. 如式 (11) 和式 (26) 所示, 在当前状态

估计点对系统模型进行线性化, 采用 DC 规划方法
并结合定理 1, 用如式 (15) 所示的区间矢量确定线
性化误差边界;
步骤 2. 通过计算两个区间矢量的直和, 将线性

化误差融合到系统噪声中, 如式 (19) 和式 (27) 所
示;
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步骤 3. 应用定理 2 计算步骤 2 中得到的过程
模型误差所对应区间矢量的外包椭球, 然后, 根据式
(24) 计算两椭球的直和得到预测状态集;
步骤 4. 采用迭代外包定界椭球 (OBE) 算法对

矢量观测进行序列化处理, 每一步迭代过程中需要
计算椭球 –带的交集, 从而最终得到本时刻的状态
可行集估计, 如式 (31)∼式 (44) 所示.

3 仿真验证

本节给出一个非线性估计实例以证明本文所提

出算法的有效性. 所采用的非线性模型为式 (45) 所
示的 Duffing 方程的离散时间状态空间形式[25].

xxxk =

[
x1,k

x2,k

]
=




x1,k−1+∆Tx2,k−1

x2,k−1+∆T
(−k0x1,k−1

(
1+kdx

2
1,k−1

)−
cx2,k−1)


+wwwk

(45)

上述非线性模型能描述一些非常典型的物理过

程, 例如非线性电路以及Mass-spring 等. 需要注意
的是该系统的非线性只依赖于 x1,k.
观测方程假设为

yyyk =
[

1 0
]
xxxk + vk (46)

模型中参数选择如下: ∆T = 0.1 s; k0 = 1.5;
kd = 3; c = 1.24; 总仿真时间为 7 s; 真实的
初始状态设为 xxx0 = [0.2, 0.3]T, 同时设初始状
态可行集为 E (x̂xx0, P0), 其中, x̂xx0 = [0.2, 0.3]T,
P0 = diag {0.01, 0.01}; 过程噪声 wwwk 与观测噪声

vk 分别假设为边界为 |wk,i| ≤ 0.002 (i = 1, 2) 和
|vk| ≤ 0.001 的均匀噪声. 仿真中将把本文提出的算
法与文献 [25] 中提出的针对在线应用的 ESMF 算
法进行比较. 在 ESMF 算法中线性化误差由区间计
算确定边界, 并且预测 –更新步骤中椭球和与交集
中的参数最优化采用的数值算法近似. 单次仿真结
果如图 2∼图 6 中所示. 此外, 表 1 中列出了两种
算法超过 20 次仿真的平均结果的比较. 为了避免受
初始条件的影响, 所有计算中排除了 k ≤ 10 时的结
果.
图 2 给出了两种算法的状态轨迹估计结果, 从

图 2 中可以看出这两种滤波器都能很好地跟踪真实
轨迹值. 图 3 和图 4 比较了两种滤波的状态点和边
界估计结果, 注意这里采用可行集的中心来表示状
态的点估计结果. 从图 3 中看出, 两种滤波方法的点
估计结果均能跟踪真实值, 并且性能相似. 而对于边
界估计, 从图 4 中看出两个滤波算法得到的状态边

界均能包含真实值, 然而与 ESMF 算法相比, 本文
提出的新算法能够获得更为紧凑的边界, 尤其对状
态 x2, 新算法的边界位于 ESMF 边界的内部. 这一
结论也能从图 5 和图 6 中得到验证, 这两幅图中给
出了椭球可行集和对应的体积的比较结果, 并且图 5
中将 k = 15 时的估计结果进行放大以便于观察, 可
以看出本算法中的椭球估计集相比 ESMF 体积更
小, 从而与图 4 中边界估计结果相一致. 此外, 图 6
表明了本算法得到的椭球可行集体积总是比 ESMF
中的小, 这再一次表明本算法的保守性的改进. 需要
注意的是, 仿真中并不能保证在所有的迭代步骤中,
新算法的估计状态边界都能够处于 ESMF 边界之
内 (如图 4 中, 对状态 x1 新算法的边界更窄, 但并
没有被 ESMF 的边界包围), 但是在平均意义下, 新
算法能够保证保守性的改进, 其定量分析结果如表 1
所示.

图 2 状态轨迹

Fig. 2 State trajectories

图 3 状态估计

Fig. 3 State estimations

表 1 给出了超过 20 次迭代运行的状态均方差、
椭球可行集体积, 以及单步迭代 CPU 时间平均值
的定量比较结果. 从表 1 中可以看出, 两种滤波方
法得到的状态均方差平均值十分接近, 注意尽管新
算法在平均意义下比 ESMF 有所提高, 但并不能保
证在所有运行中都能如此, 实际仿真中可以观察到
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ESMF 有可能在某个单次运行中更好. 而从体积和
CPU 运行时间的比较可以看出, 新算法的主要优点
在于在实时性和保守性方面均有了较大的改进, 这
主要是由于本算法采用 DC 规划方法替代区间算法
进行线性化误差定界, 以及采用了更好的中间集近
似方法以及相应的迭代更新算法.

表 1 ESMF 和新 SMF 性能比较

Table 1 Performance comparison of ESMF and

new SMF

x1 MSE x2 MSE 体积 CPU 时间 (ms)

ESMF 0.0005967 0.004139 0.0005575 3.061

New SMF 0.0005582 0.003393 0.0002760 2.569

图 4 状态的保证边界

Fig. 4 Guaranteed bounds of states

图 5 椭球可行集

Fig. 5 Ellipsoidal feasible set

4 结论

本文提出了一种新的集员滤波方法用于解决系

统噪声未知但有界的非线性系统的保证状态估计问

题. 首先, 对非线性系统进行了类似 EKF 的线性化
处理, 同时考虑了由线性化误差引起的不确定性, 并
通过 DC 规划方法确定其边界; 在此基础上通过预
测 –更新两步过程来计算与测量和噪声边界近似相
一致的待估计状态的可行集. 其中, 预测步骤通过计

算椭球的矢量和来完成, 而更新步骤则通过序列化
观测更新方法迭代计算椭球和带的交集来实现. 本
文所提出的算法在计算复杂度和保守性之间达到一

个很好的平衡, 相比现有方法而言更适合于实时应
用, 扩展了集员滤波方法的适用范围. 未来的研究工
作主要包括探索更好的高性能定界方法, 以及对所
提出算法进行实验验证等.

图 6 椭球的体积变化

Fig. 6 Volume evolution of ellipsoids
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