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基于广义模糊双曲模型的自适应动态规划最优控制设计

张吉烈 1 张化光 1, 2 罗艳红 1 梁洪晶 1

摘 要 为连续非线性系统提出了一种有效的最优控制设计方法. 广义模糊双曲模型 (Generalized fuzzy hyperbolic model,

GFHM) 首次作为逼近器用来估计 HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman) 方程的解 (值函数, 即它是状态与代价函数之间的映射),

然后, 利用该近似解获得最优控制. 本文方法只需要一个 GFHM 估计值函数. 首先, 阐述了对于连线非线性系统最优控制的

设计过程; 然后, 证明了逼近误差是一致最终有界的 (Uniformly ultimately bounded, UUB); 最后, 一个数值例子验证了本文

方法的有效性. 另一个例子通过与神经网络自适应动态规划的方法作比较, 演示了本文方法的优点.
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Nearly Optimal Control Scheme Using Adaptive Dynamic Programming Based on

Generalized Fuzzy Hyperbolic Model

ZHANG Ji-Lie1 ZHANG Hua-Guang1, 2 LUO Yan-Hong1 LIANG Hong-Jing1

Abstract An effective scheme is presented to design the nearly optimal control for continuous-time (C-T) nonlinear

systems. The generalized fuzzy hyperbolic model (GFHM) is used to approximate the solution of the Hamilton-Jacobi-

Bellman (HJB) equation (i.e., the value function) for the first time. Further, the approximate solution is utilized to obtain

the nearly optimal control. The value function is estimated by only using single GFHM, which captures the mapping

between the state and value function. First, we illustrate the design process for the nearly optimal control involving

nonlinear systems. Then stability conditions and conservatism analysis are given, and the approximate errors are proven

to be uniformly ultimately bounded (UUB). Finally, a numerical example illustrates the effectiveness of our method and an

example compared with the adaptive method based on dual neural-network models is used to demonstrate the advantages

of our method.
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近十年来,自适应动态规划 (Adaptive dynamic
programming, ADP) 在求解 HJB (Hamilton-
Jacobi-Bellman) 方程方面起着重要的作用[1−9]. 文
献 [10−12] 概述了自适应动态规划技术的发展历史.
最近, 连续时间系统的近似最优控制设计问题吸引
了很多科研工作者的关注[13−17]. 设计中的主要问题
是如何求解 HJB 方程[11, 18]. 如今, 针对这个问题
有三种主流的解决方法: Galerkin 逐次逼近法、基
于增强学习[12, 19−20] 的策略迭代 (Policy iteration,
PI)[19] 法和基于神经网络的自适应方法.
如何求解 HJB 方程是一直困扰着科研工作者

的问题. Beard 在文献 [21−22] 中提出了一种获得
近似解的方法. 该方法中, HJB 方程分两步逼近求
解, 首先, 将 HJB 方程的非线性偏微分形式化简成
线性偏微分方程, 然后, 利用 Galerkin 谱方法逼近
GHJB 方程. 这种逐次逼近法不断地改进控制率,
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使其逼近理想的最优控制. 但是, 这种方法的计算是
离线形式的.

为此, Vrabie 等结合了最小二乘和增强学习方
法提出了一种对于系统部分未知的 PI 迭代在线算
法[13−14]. 该方法以一个容许控制策略作为初始值估
计值函数, 然后更新控制策略使其比之前策略得到
一个更小的值函数. 控制策略反复地被更新直到不
再变化为止. 这意味着策略迭代收敛到了最优控制.
通过加权残量法可以得到参数权值的最小二乘解,
即 HJB 方程的近似解. Abu-Khalaf 等也利用这种
方法对约束非线性系统设计了近似最优控制器[23].
但是, 这种方法需要离散化 HJB 方程, 并且利用采
样数据计算权值.
最近发表的文章中利用两个神经网络模型 (执

行网和评价网, 这里称之为双网) 设计近似最优控
制器比较流行. 文献 [15−16, 24] 将自适应控制技术
用在求解双网的参数上. 2008 年, Al-Tamimi 等利
用这种方法求解了关于离散非线性系统的 HJB 方
程[25]. 该方法引入了Weierstrass 逼近定理[26], 即
存在一组完备相互独立的基可以逼近 HJB 方程解.
理论上, 对于 N 个完备基 (N 趋近于无穷大),

Weierstrass 逼近定理是收敛的. 但是对于有限的N

来说, 这个定理对选择的完备基是敏感的. 如果一个
光滑的函数不能被有限个完备基函数张成, 那么神
经网络模型就不能严格地逼近它. 我们的目标是找
到这样一组基, 尽可能地使 N 小, 并且能够捕获函
数的主要特征. 但是, 选取一组合适的基函数并不是
一件容易的事. 选择不好会导致精度的下降, 甚至
不能逼近该函数. 这激发我们寻找一个新的估计器
克服这些缺点. 我们使用了具有这样功能的广义模
糊双曲模型 (Generalized fuzzy hyperbolic model,
GFHM) 作为估计器解决这些问题. 因为广义模糊
双曲模型是强非线性模型, 基函数是相互独立的, 又
有万能逼近性[27] (在完备集中, 可以逼近任意非线
性函数). 同时, 因为广义模糊双曲模型 GFHM 可

以视为神经网络模型, 所以模型权值可以通过有效
的学习方法进行优化. 另一方面, GFHM 仅仅使用
了与输入变量相同数量的权值参数. 与传统的双神
经网络 (双网) 相比, 很大程度上减少了计算量. 当
处理高维系统时, 本文方法仅需要一个 GFHM (权
值数量与输入变量数相同). 最重要的一点是因为双
曲正切函数导数的范数小于 1, 所以本文方法对于稳
定条件有更小的保守性. 证明将在文中给出.
本文提出了一个利用 GFHM 设计近似最优控

制的新方法. 只使用一个 GFHM 估计值函数, 所以
与双网[16] 相比至少减少了一半的存储空间. 之后,
得到连续时间系统 HJB 方程的近似误差. 为了使误
差达到最小, 利用梯度下降法搜索最优值. 本文也给
出了我们方法的稳定条件, 并且证明了参数权值误

差、最优控制输入误差和状态误差是一致最终有界

的 (Uniformly ultimately bounded, UUB).
本文方法的主要贡献包括:
1) 使用 GFHM 逼近值函数, 只需要更新 n 个

权值;
2) 这种简单的方法仅仅需要一个 GFHM 足以

设计近似最优控制, 不需要双网 (包括执行网和评价
网), 从而至少减少了一半的存储空间;

3) 由于双曲正切函数导数的范数小于 1, 所以
该方法的稳定条件有更小的保守性.
本文安排如下: 第 1 节介绍了一些基本定义和

概念; 第 2 节和第 3 节给出了近似最优控制的设
计过程; 在第 4 节中, 对该方法进行了稳定性和保
守性分析, 并且证明了逼近误差是最终一致有界的
(UUB); 最后, 一个数值例子证明了本文方法的有效
性, 也通过与双神经网络自适应方法比较的例子给
出该方法的优点.

1 预备知识

定义 1. 已知一个MISO 系统的 n 个输入变量

组成的向量为 xxx = [x1(t), · · · , xn(t)]T, 输出变量为
y. 如果用来描述此系统的模糊规则基满足以下条
件, 则称这组模糊规则基为双曲正切模糊规则基.

1) 输出变量 y 与以下模糊规则一一对应:

规则: IF x1 is Fx1and x2 is Fx2 , · · · , and xn is Fxn

THEN y = θ±Fx1
+ θ±Fx2

+ · · ·+ θ±Fxn

其中, Fxi
(i = 1, · · · , n) 是 xi 的模糊子集, 其中包

括 Pxi
(正) 和 Nxi

(负), 并且 θ±Fxi
(i = 1, · · · , n) 有

2n 个实常数与 Fxi
相对应.

2) THEN中常数项 θ±Fxi
与 IF中 Fxi

一一对应,
即如果 IF 中 Fxi

的语言值是正值 Pxi
, 那么 THEN

中一定是 θ+
Fxi

; 如果 IF 中 Fxi
的语言值是负值Nxi

,
那么 THEN 中一定是 θ−Fxi

; 但是, 如果 IF 中没有
Fxi

, 那么 THEN 中与之对应的 θ±Fxi
是 0.

3) 规则基中存在 2n 个模糊规则; 即在 IF 中对
于所有的 Pxi

和 Nxi
存在 2n 个组合方式.

引理 1. 已知一组双曲正切型模糊规则基, 若定
义 Pxi

和 Nxi
(xi 为输入变量) 的隶属度函数为

µPxi
(xi) = e−

1
2 (xi−φi)

2

µNxi
(xi) = e−

1
2 (xi+φi)

2

其中, i = 1, · · · , n 且 φi 是正常数. θPxi
和 θNxi

分

别表示 θ+
Fxi
和 θ−Fxi

, 利用单点模糊化, 乘积推理和
重心去模糊化方法可以推出:

y = θθθT tanh(Φxxx) + ζ
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其中, θθθ = [θ1 · · · θn]T 是最优的权值向量;
tanh(Φxxx) = [tanh(φ1x1) · · · tanh(φnxn)]T, 并
且 Φ = diag{φi} (i = 1 · · ·n); ζ 是一个常数标量.
它被称作广义模糊双曲模型 (GFHM).
引理 2[28]. 紧集 U ⊂ Rn 上已知实连续函数

f(xxx), 有任意的 δ > 0, 存在一个 h(xxx) ∈ F (F 是所
有模糊基函数的集合) 满足:

sup
xxx∈U

|f(xxx)− h(xxx)| < δ

注 1. 引理 2 意味着 GFHM 是个万能逼近器.
定义 2[29]. 矩阵 A ∈ Rn×n 的 Frobenius 范数

定义为 ‖A‖2
F = tr(ATA) =

∑
a2

ij, 其中, tr(ATA)
表示矩阵 ATA 的迹. 则有以下不等式成立:

‖Axxx‖ ≤ ‖A‖F‖xxx‖

2 最优控制设计

考虑下面连续非线性系统:

ẋxx = f(xxx) + g(xxx)uuu (1)

xxx ∈ Rn 是状态向量, uuu ∈ Rp 是控制输入向量, 并且
f(xxx) ∈ Rn, g(xxx) ∈ Rn×p, f(xxx)+ g(xxx)uuu 在Ω ⊆ Rn

上是 Lipschitz 连续非线性函数向量 (f(0) = 0, Ω
包含原点).

假设 1. 系统 (1) 在 Ω 上是可镇定的 (即存在
一个连续控制函数 uuu 使该系统在 Ω 上是渐近稳定
的).
定义性能指标为

J(x0x0x0) =
∫ ∞

0

r(xxx,uuu)dt (2)

其中, r(xxx,uuu) = xxxTQxxx + uuuTRuuu, Q = QT > 0 并且
R = RT > 0.

定义 3 (容许控制)[15]. 如果一个控制策略µµµ(xxx)
不仅能够在 Ω 上使系统稳定, 而且也能使其性能指
标积分有界的, 那么我们称之为容许控制.
定义 4 (一致最终有界(UUB))[30]. 已知系统

(1) 的平衡点是 xxxe = 0, 若紧集 S ⊂ Rn, xxx0 ∈ S,
则存在有界的 B 和时间 T (B,xxx0) 使得对于所有
t ≥ t0 + T 满足 ‖xxx(t)− xxxe‖ ≤ B, 那么称该平衡点
为一致最终有界 (UUB).

问题 1. 如何找到一个容许控制 uuu 使系统 (1)
稳定, 并且最小化性能指标 (2) 是我们要解决的问
题.
对于任意容许控制 µµµ, 如果相应的性能指标:

V µµµ(x0x0x0) =
∫ ∞

t0

r(xxx,µµµ)dt (3)

属于 C1, 那么它的极小形式称作非线性 Lyapunov
方程:

0 = r(xxx,µµµ) + (V µµµ
xxx )T(f(xxx) + g(xxx)µµµ) (4)

其中, V µµµ
xxx 是 V µµµ(xxx) 关于 xxx 的偏导数 (V µµµ(xxx) 不显含

t). 式 (4) 是非线性系统在容许控制 µµµ(xxx) 下的一个
Lyapunov 方程. 控制可以通过先获得与非线性系
统相关的值函数 V µµµ(xxx) 得到. 已知容许控制 µµµ(xxx),
如果 V µµµ(xxx) 满足式 (4), 并且 r(xxx,µµµ) > 0 , 那么
V µµµ(xxx) 是系统 (1) 在控制 µµµ(xxx) 下的一个 Lyapunov
函数.
定义问题的 Hamiltonian 函数是:

H(xxx,µµµ, Vxxx) = r(xxx,µµµ) + (Vxxx)T(f(xxx) + g(xxx)µµµ)

那么最优值函数 V ∗(xxx) 满足以下的 HJB 方程:

0 = min
uuu∈Ψ(Ω)

H(xxx,uuu, V ∗
xxx ) =

r(xxx,uuu∗) + (V ∗
xxx )T(f(xxx) + g(xxx)uuu∗) (5)

假设方程 (5) 的右边的最小值存在且唯一, 那
么最优控制为

uuu∗ = −1
2
R−1g(xxx)TV ∗

xxx (6)

为找到问题的最优解, 依据假设 1 只要求解
HJB 方程 (5) 获得 V ∗(xxx), 然后将其代入式 (6) 中,
就可以得到最优控制 uuu∗. 但在实际中, 求解 HJB 方
程是相当困难的, 甚至是不可能的. 神经网络现在广
泛地被用作估计器求解近似解[15−16, 23]. 而我们利
用广义模糊双曲模型作为估计器, 提出了一种求解
HJB 方程 (5) 的新方法. 下节中, 将详细给出本文
的方法.

3 广义模糊双曲模型近似逼近 HJB方程的

解

根据引理 1 和引理 2, 我们首次利用 GFHM 估
计值函数 V (xxx), 并称之为广义模糊双曲评价估计
器 (Generalized fuzzy hyperbolic critic estimator,
GFHCE), 如下:

V (xxx) = θθθTtanh(Φxxx) + ζ + ε

其中, θθθ = [θ1, · · · , θn]T ∈ Rn 是未知的理想权值向

量, Φ = diag{φi} ∈ Rn×n (i = 1, · · · , n) 是未知的
理想权值矩阵, ζ 一个常标量, 并且 ε 是GFHCE 逼
近误差.

V (xxx) 关于 xxx 的导数是

Vxxx = Λ(Φxxx)ΦTθθθ + ∆εεε (7)

其中, Λ(Φxxx) = [∂tanh(Φxxx)

∂Φxxx
]T, ∆εεε = ∂ε

∂xxx
.
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令 θ̂θθ, Φ̂ 和 ζ̂ 分别为 θθθ, Φ 和 ζ 的估计量, 那么
可以得到 V (xxx) 和 Vxxx 的估计如下:

V̂ (xxx) = θ̂θθ
T
tanh(Φ̂xxx) + ζ̂ (8)

V̂xxx = Λ̂(Φxxx)Φ̂Tθ̂θθ (9)

其中, Λ̂(Φxxx) = [∂tanh(Φ̂xxx)

∂Φ̂xxx
]T. 进而得到近似的

Hamiltonian 函数如下:

e = H(xxx,uuu, θ̂θθ, Φ̂) =

V̂ T
xxx (f(xxx) + g(xxx)uuu) + xxxTQxxx + uuuTRuuu =

ϕ̂(θ̂θθ, Φ̂) + r(xxx,uuu)

其中, ϕ̂(θ̂θθ, Φ̂) = ( ˆΛ(Φxxx)Φ̂Tθ̂)T(f(xxx) + g(xxx)uuu).
已知任意容许控制 uuu, 选择权值 θ̂θθ 和 Φ̂ 最小化

下式:

E(θ̂θθ, Φ̂) =
1
2
eTe

θ̂θθ 的权值更新率可以通过梯度下降法[31] 得到,
如下:

˙̂
θθθ = −a1σσσ(σσσTθ̂θθ + r(xxx,uuu)) (10)

其中, a1 > 0 是 θ̂θθ 的自适应增益. σσσ = h(Φ̂)(f(xxx) +
g(xxx)uuu), 其中, h(Φ̂) = Φ̂[Λ(Φ̂xxx)]T.

Φ̂ 的权值更新率也可由梯度下降法得到, 如下:

˙̂Φ = −a2(f(xxx) + g(xxx)uuu)θ̂θθ
T

[
∂(h(Φ̂))

∂Φ̂

]
e (11)

其中, a2 > 0 是 Φ̂ 的自适应增益.
由于 e 不显含 ζ̂, 即 ζ̂ 不影响 e, ζ̂ 的权值更新

率是:

˙̂
ζ = 0 (12)

其中, a3 > 0 是 ζ̂ 的自适应增益.
注 2. 因为 ζ̂ 不影响误差 e, 那么式 (12) 成立,

所以 ζ̂ 可以任意选择一个常数. 当 ζ̂ 选为 0, 则我
们完全可以称之为模糊双曲模型 (Fuzzy hyperbolic
model, FHM), 进而取代 GFHM.
注 3. 为了使 θ̂θθ 和 Φ̂ 收敛, 必须加入持续激励,

所以控制输入混合了噪声和控制输入信号.
将式 (9) 插入式 (6) 中, 得到最优控制:

uuu = −1
2
R−1g(xxx)T ˆΛ(Φxxx)Φ̂Tθ̂θθ (13)

该控制能够最小化性能指标 (2) (θ̂θθ 和 Φ̂ 的自适
应控制率分别是式 (10) 和式 (11)).

注 4. 因为 Φ̂ 是一个非线性参数 (Nonlinear in
the parameters, NLIP), 所以在实际应用中参数的
调整和 UUB 分析是相当困难的. 庆幸的是 GFHM
可以视为两层神经网络模型[27, 31−32], 而激励函数
是 tanh(·). 如果权值 Φ̂ 固定, 那么 GFHM 就是一
个关于 θθθ 线性参数模型 (Linear in the parameters,
LIP).
根据注 4, 令 Φ̂ = I, 可以得到简单的最优控制:

uuu = −1
2
R−1g(xxx)TΛ(xxx)θ̂θθ (14)

该控制使性能指标 (2) 最小化, 而 θ̂θθ 的自适应

率是

˙̂
θθθ = −aσσσ(σσσTθ̂θθ + xxxTQxxx + uuuTRuuu) (15)

其中, σσσ = [∂tanh(xxx)

∂xxx
](f(xxx) + g(xxx)uuu) , 并且 a 是 θ̂θθ 的

自适应增益.

4 性能分析

本节对本文方法给出了稳定性和保守性分析.

4.1 稳定性分析

本节对本文提出的方法进行了稳定性分析. 以
下假设贯穿于本节:

假设 2.
1) ‖f(xxx)‖ ≤ κ 和 ‖g(xxx)‖F ≤ β̄, κ 和 β̄ 都是正

常数;
2) 持续激励条件能够使得 σσσ 和 θθθ 满足 σm <

‖σσσ‖ < σM 和 ‖θθθ‖ < θM , σm, σM 和 θM 也都是正

常数;
3) ‖∆εεε‖ < ε∆M , ε∆M 是一个正常数;
4) HJB 方程的误差 εHJB 有上界, 满足

‖εHJB‖ < ε̄, ε̄ 是一个正常数.
将式 (7) 插入式 (4), Hamiltonian 函数是

H(xxx,uuu,θθθ) = r(xxx,uuu) + θθθTΛT(xxx)(f(xxx) + g(xxx)uuu)+

∆εεεT(f(xxx) + g(xxx)uuu)

此时, 式 (5) 可以写为

r(xxx,uuu) + θθθTσσσ = εHJB (16)

其中, εHJB = −∆εεεT(f(xxx) + g(xxx)uuu), εHJB 是由

GFHM 逼近值函数产生的剩余误差.
定义值函数的权值估计误差为 θ̃θθ = θ̂θθ − θθθ. 由式

(10) 和式 (16) 得到:

˙̃
θθθ = −aσσσ(σσσTθ̃θθ + εHJB) (17)

定理 1. 在控制 (14) 和 θ̂θθ 的更新率 (15) 作用
下, 考虑系统 (1). 若式 (19) 和式 (20) 成立, 则状态



146 自 动 化 学 报 39卷

xxx 和权值估计误差 θ̃ 是一致最终有界. 并且, 控制
输入 uuu 近似于最优控制 uuu∗; 即对于任意 εu > 0, 有
‖uuu− uuu∗‖ ≤ εu (t →∞).
证明. 选择 Lyapunov 函数如下:

L = L1 + L2 + L3 (18)

其中, L1 = tr(θ̃θθ
T
θ̃θθ)/2a, L2 = xxxTxxx + 2ΓV (xxx) (Γ >

0), 并且 L3 = tr(ζ̃Tζ̃)/2.
根据假设 2 和式 (14), Lyapunov 函数 (18) 沿

着系统 (1) 轨迹的时间导数存在下面不等式:

L̇1 =
1
a
tr(θ̃θθ

T ˙̃
θθθ) =

1
a
(θ̃θθ

T
(−aσσσ(σσσTθ̃θθ + εHJB))) ≤

(
1
a
σ2

M − σ2
m

)
‖θ̃θθ‖2 +

a

4
ε̄2

L̇2 = 2xxxTẋxx + 2ΓV̇ (xxx) =

2xxxT(f(xxx) + g(xxx)uuu) + 2Γ(−xxxTQxxx− uuuTRuuu) ≤
(1 + β̄2 − 2Γλmin(Q))‖xxx‖2+

‖uuu‖2 − 2Γλmin(R)‖uuu‖2 + κ2

由式 (14), 得到以下不等式:

0 ≤‖uuu‖2 = uuuTuuu
1
4
‖R−1g(xxx)TVxxx‖2 ≤

1
4
‖R−1‖2

F‖g(xxx)‖2
F‖Λ(xxx)‖2

F (‖θ̃θθ‖+ ‖θθθ‖)2 ≤ U2
M

其中, U2
M = 1

4
D(‖θ̃θθ‖2 + 2θM‖θ̃θθ‖ + θ2

M), 而 D =
‖R−1‖2

F β̄2. 那么有:

L̇ =L̇1 + L̇2 + L̇3 ≤((
1
a
σ2

M − σ2
m +

1
4
D

)
‖θ̃θθ‖+

1
2
θMD

)
‖θ̃θθ‖+

(1 + β̄2 − 2Γλmin(Q))‖xxx‖2 + DM

其中, DM = a
4
ε̄2 + κ2 + 1

4
Dθ2

M .

若 a 和 Γ 选择满足下面不等式:

a >
σ2

M

σ2
m − 1

4
D

, Γ >
1 + β̄2

2λmin(Q)

并且式 (19) 和式 (20) 两个不等式也成立:

‖θ̃θθ‖ >

1
2
θMD

σ2
m −

1
a
σ2

M − 1
4
D

:= bθ̃ (19)

‖xxx‖ >

√
DM

2Γλmin(Q)− 1− β̄2
:= bx (20)

那么 L̇ < 0. 因此, 通过 Lyapunov 理论[33] 可以

得出系统状态和权值估计误差是一致最终有界的

(UUB).
下面证明当 t →∞ 时, ‖ûuu− uuu∗‖ ≤ εu. 回顾一

下 uuu∗ 的表达式 (6), 得到:

ûuu− uuu∗ = −1
2
R−1g(xxx)TΛ(θ̃θθ −∆εεε) (21)

当 t →∞, 式 (21) 的上界是

‖ûuu− uuu∗‖ ≤
1
2
‖R−1‖F‖g(xxx)‖F‖Λ‖F

√
(θ̃θθ

T −∆εεεT)(θ̃θθ −∆ε∆ε∆ε) ≤
1
2
‖R−1‖F β̄

√
2‖θ̃θθ‖2 + 2‖∆εεε‖2 ≤ εu

其中, εu = 1
2
‖R−1‖F β̄

√
2(b2

θ̃
+ ε2

∆M). ¤

4.2 保守性分析

这里我们通过与神经网络模型的稳定性条件

作比较, 对保守性进行了分析. 如果激励函数选作
φ(xxx), 且 ‖∆φ(xxx)‖F < φM , 例如在文献 [15−16] 中
选为 φ(xxx) = [x2

1 x1x2 x2
2 · · · ]T, 那么有:

‖θ̃θθ‖ >

1
2
θMD′

σ2
m −

1
a
σ2

M − 1
4
D′

:= b′
θ̃

(22)

‖xxx‖ >

√
D′

M

2Γλmin(Q)− 1− β̄2
:= b′x (23)

其中, D′
M = a

4
ε̄2 + κ2 + 1

4
D′θ2

M , 而 D′ =
‖R−1‖2

F β̄2φ2
M .

对于系统, 若

1 ≤φM (24)

那么 DM < D′
M , bθ̃ < b′

θ̃
并且 bx < b′x.

下面可以得到 ‖ûuu− uuu∗‖ < ε′u, 其中

ε′u =
1
2
‖R−1‖F β̄

√
2(b2

θ̃
φ2

M + ε2
∆M)

如果式 (24) 成立, 则 εu < ε′u. 这意味着本文方
法使得 θ̂θθ, x̂xx 和 ûuu 更能接近 θθθ∗,xxx∗ 和 uuu∗.
由于 ‖Λ(xxx)‖F < 1 < φM , 所以在上一节的推

导中去掉了 ‖Λ(xxx)‖F 的上界表达 (因为上界是 1).
这样对于稳定性条件就会存在一个小的下界, 则系
统就更容易被镇定, 权值估计 θ̂θθ 也更接近最优值

θθθ∗. 因此如果式 (24) 成立, 我们提出的方法比文献
[15−16] 中方法有更小的保守性.
注 5. 神经网络中的激励函数导数的上界 φM

由系统的性质决定的. 但无论对于什么系统, 双曲正
切函数导数的上界都是 1.
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5 仿真与对比

考虑以下非线性系统 (1):

f(xxx) =

[
−x5

1 + tanh3(x2)
−0.5x1 − 0.5x2(1− (cos(2x1) + 2)2)

]

g(xxx) =

[
−2 sin(x1)

0

]
, 并且在式 (2) 中 Q = R =

I.
我们要达到的控制目的是使 xxx 收敛到 0, 并且

最小化性能指标 (2).
首先, 通过这个数值例子阐述该方法的有效性,

且为系统 (1) 设计了近似最优控制.
由式 (14), 利用 LIP-θ̂θθ GFHM 设计了以下最优

控制:

uuu∗ = −1
2

[
−2 sin(x1) 0

]
× (25)

[
sech2(x1) 0

0 sech2(x2)

]
θ̂θθ (26)

从图 1 中可以看到 θ̂θθ 的变化曲线. 125 s 后, θ̂θθ

收敛到理想 (最优) 值. 图 2 描述了系统在控制 (25)
下的状态曲线. 125 s 后, 状态趋近平衡点 xxx = 0.
下面用双网方法[15−16] 对同样系统进行仿真.
图 3 描述了状态变化曲线. 从图 4 和图 5 中, 我

们看到 1 850 s 后, 可调权值收敛到了理想 (最优)
值.
通过仿真对比, 得到以下结论:
1) 显而易见, 本文方法的状态和可调权值收敛

速度比双神经网络方法快很多;
2) 本例是针对 2 阶系统的仿真, 仅仅需要 2 个

可调权值, 而双网的方法需要 6 个. 若对于高阶系统
来说, 本文方法不但减少了存储空间, 而且很大程度
上降低了计算负担.

图 1 参数 θ̂θθ 的收敛轨迹

Fig. 1 Convergence trajectory of parameter θ̂θθ

图 2 系统状态轨迹

Fig. 2 State trajectories of the system

图 3 系统状态轨迹 (双网方法)

Fig. 3 State trajectories of the system

(dual-neural-network method)

图 4 评价网参数收敛轨迹

Fig. 4 Convergence trajectories of the critic neural

network parameter Wc
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6 结论

本文提出了一种连续系统近似最优控制器的设

计方法. 本文方法的主要思路是利用广义模糊双曲
模型逼近 HJB 方程的解. 最后通过该逼近解获得最
优控制. 一个数值例子证明了本文方法的有效性.

图 5 执行网参数收敛轨迹

Fig. 5 Convergence trajectories of the action neural

network parameter Wa
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