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受损多智能体系统的信息一致性

严卫生 1 李俊兵 1 王银涛 1

摘 要 针对受损多智能体系统的信息一致性问题, 基于代数图论提出

了联合 r 连通概念, 给出了当系统中的部分成员受损或离开后不能继续

原有工作时, 其余成员仍可实现一致性的充要条件. 研究结果表明, 在此

条件下系统可失去成员的数量取决于系统的通信能力. 仿真实例验证了

理论分析结果的正确性和有效性.
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Abstract In this paper, a theoretical framework for informa-
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ing topology. Based on the algebraic graph theory, a new concept

of jointly r-connected for digraph was proposed, and a sufficient

and necessary condition for the consensus problem was estab-
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demonstrate the effectiveness and correctness of the theoretical
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近年来, 由于智能体的信息一致性研究在地面移动机器

人、自动高速公路系统、卫星的集群控制等方面的越来越多

的应用, 受到了国内外众多学者的广泛关注[1−11]. 多智能体

系统常用于完成危险环境中的任务, 如高电压、矿山深井作

业等, 这些环境极易对智能体造成损害; 尤其是在军事领域,

智能体更容易遭到攻击致使无法继续群体工作. 因此, 如何

在上述情况下确保受损系统的信息一致性是亟待研究的课

题.

Vicsek 等[1] 提出了一种离散多智能体模型, 并通过大

量的模拟实验结果表明, 在各智能体具有不同的初始方向角,

以及可以通信的成员数量随时间改变的条件下, 所有智能体

可利用最近邻居协议实现朝同一方向移动. 文献 [2] 基于无
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向图理论对 Vicsek 的模型提供了理论解释, 但其中要求各智

能体之间能够进行双向通信. 文献 [3] 分三种情况详细研究

了固定和时变通信结构网络系统的一致性问题, 即: 1) 固定

通信结构的有向网络系统; 2) 时变通信结构的有向网络系统;

3) 具有通信时延的固定通信结构无向网络系统, 给出了相应

的通信协议和收敛性分析, 得到了收敛速度和网络通信图代

数连通性的直接关系. Ren 等[4] 把该结果扩展到了更为一

般的单向通信情形, 针对离散和连续的时间通信协议, 得到

了实现多智能体一致性更加宽泛的条件, 即在各个通信区间

内, 只需系统的动态通信结构图包含一棵生成树, 则可以实

现信息一致性. 此外, 作者进一步研究了仅有部分成员可进

行局部通信情况下的一致性追踪问题[5]. 文献 [6] 考虑了线

性离散系统的信息一致性问题, 利用独立于其他时刻的有向

图来描述系统的通信结构, 通过简单遍历思想得到了实现一

致性的充要条件, 并且计算了一致性收敛的平均值和随机方

差[7]. 对于单向和双向通信情况, 文献 [8] 给出了有效的分布

式算法, 并研究了有限时间状态的一致性问题. Sun 等[9] 基

于树形变换思想, 研究了具有非一致有界时延时变拓扑和间

歇通信以及允许数据丢包等情况下的多智能体系统一致性问

题. 对于连续时间系统的异步一致性问题, 文献 [10] 利用不

连续思想, 通过给出可以克服信道不稳定的一致性算法, 解

决了具有有界通信时延动态连续系统的异步一致性问题. 文

献 [11] 基于通信拓扑 Laplacian 矩阵特征值, 给出了多智能

体系统一致性的 Nyquist 稳定性判据. 高维离散系统和具有

输入限制的一致性问题参见文献 [12−13].

总的来说, 上述研究工作对多智能体系统的信息一致性

做了有益的理论和实践探索, 但是还有一些问题需要考虑,

如系统的部分成员受损后致使通信结构发生变化的情况下,

如何确保信息的一致性; 亦或由于任务的分配而形成多个子

系统时, 各子系统的信息一致性问题等.

针对上述问题, 本文基于代数图论知识, 通过研究有向

图的联合 r 连通性质, 证明了当多智能体系统失去 r − 1 个

成员后, 在系统通信结构图的联合中, 当且仅当任意两个顶

点之间含有 r 条互不相交的有向路时, 系统仍可实现一致性,

并利用数值仿真验证了理论分析结果的正确性.

本文组织如下: 第 1 节介绍了用于表示多智能体系统通

信结构以及信息传递的图论和矩阵论知识, 并对系统的信息

一致性问题进行了描述; 第 2 节是本文的主要工作, 给出了

多智能体系统在失去若干成员后仍可实现信息一致性的充要

条件; 第 3 节给出了相应的仿真结果; 第 4 节是本文的结论,

得出了在系统可以保持一致性的前提下, 允许失去成员的数

量取决于系统的通信能力.

1 预备知识以及问题描述

1.1 图论和矩阵论相关知识

用有向赋权图 G 表示多智能体系统的通信结构. G =

(V, E, D)表示一个有向赋权图, 其中, V = {vi : i ∈ I}为
顶点集合, I = {1, 2, · · · , n}, n ≥ 2, E ⊆ V × V 为边的集

合, eij = (vi, vj) 为 G 中的有向边, D = [dij ] 中与之对应

的元素非零, 即 dij > 0 当且仅当 eij ∈ E, 否则 dij = 0;

此外, 对所有 i ∈ I, 有 dii > 0. 顶点 vi 的邻居集合表示

为 Ni = {vj ∈ V : (vj , vi) ∈ E}. 若 (vi, vj) 是 G 的一个
有向边, 则 vi 称作 vj 的父节点, vj 称作 vi 的子节点. 一

个有向树是有向图, 其中除了唯一的根节点没有父节点以
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外, 其余的顶点都有唯一的父节点, 并且根节点可以通过有

向路径与其余任何顶点相连. 生成树是由有向图得到的可

以连接所有顶点有向树. 若对 G 中任意两个顶点 x和 y, 存

在一个互不相交的有向路 (x, y), 则称 G 是强连通的. 令 G
是至少含有 k + 1 个顶点的有向图, 若对每一个顶点集 S,

|S| ≤ k − 1, 使得子图 G − S 是强连通的, 则称 G 是 k-连通

的. 时间区间 [ti, ti+1), i = 1, 2, · · · 上时变有向图 G(t′) 的
联合是一个有向图 G(t), 其顶点和 G(t′) 相同, 边的集合为

E(G(t)) =
⋃

t′∈[ti,ti+1) E(G(t′)).

引理 1[14]. 令 G 是一个有向图, x, y 是 G 中 V (G)两个

不相同的顶点, 且 xy /∈ E(G). 两两内部不相交的 (x, y)有向

路的最大条数等于删去它们就会破坏 G 中所有 (x, y)有向路

的顶点的最少个数.

引理 2. 令 G 是有向图, 则 G 是 k-连通的, 当且仅当

V (G)中任意两个不同的顶点 x和 y 之间存在 k 条互不相交

的有向路 (x, y).

证明. 首先证明充分性.

令 G 是一个有向图, V (G)中任意两个顶点 x和 y 之间

存在 k条互不相交的有向路 (x, y). 设 x′ 和 y′ 是 V (G)中的

两个不同的顶点. 由于存在 k 条互不相交的有向路 (x′, y′),
记为 P1, P2, · · · , Pk, 易见最多存在长度为 1 的通路 Pi. 在

其余的有向路中选择一个内部顶点, 得到 k − 1个不同的顶

点, 与顶点 x′, y′ 一起, 就可以得到在 G 中至少含有 k + 1

个顶点. 设 S 是一个至多含有 k − 1 个顶点的集合, 并且

x′, y′ ∈ V (G − S). 由于存在 k条互不相交的有向路 (x′, y′),
移除 S 最多破坏 k + 1条 (x′, y′)通路. 则在 G − S 中含有
一条 (x′, y′)有向路, 这意味着 G − S 是强连通的, 因此 G 是
k-连通的.

下面证明必要性.

令 G 是 k-连通的有向图, x, y ∈ V (G).

1) 当 xy /∈ E(G) 时, 设 k′ 是可以破坏 G 中所有 (x, y)

有向路的最少顶点数. 由 G 的 k-连通性, 对于任意的顶点集

合 S, |S| ≤ k − 1, 则 G − S 是强连通的并且至少包含一个
(x, y)有向路, 从而 k′ ≥ k. 则由引理 1, G 中存在 k 条互不

相交的有向路 (x, y).

2) 当 xy ∈ E(G)时, 若 k = 1, 可以选择 xy 作为 (x, y)

有向路来完成证明. 现在假定 k ≥ 2.

易见 G − xy 是 (k − 1)-连通的. 因此类似 1), 可得在

G − xy 中存在 k − 1条 (x, y)有向路, 与 xy 本身, 可知在 G
中存在 k条互不相交的 (x, y)有向路. ¤
非负矩阵指所有元素均大于或等于零的矩阵, 行和为+1

的非负方阵称为随机矩阵. 一个随机矩阵是 SIA (Indecom-

posable and aperiodic)矩阵[15−16], 是指存在一个常数列向

量 ννν, 使得 limk→∞Mk = 111νννT. 后文中还将要用到由 Ren[4]

以及Wolfowitz[17] 给出的下列结果:

引理 3[4]. 一个随机矩阵 λ = 1的特征值代数重数为 1

的充要条件是, 其所对应的有向图含有一棵生成树. 另外, 若

随机矩阵的对角元素均为正数, 则其不为 1 的特征值均有

| λ |< 1.

引理 4[4]. 令 A = [aij ] ∈ Mn(R)是一个随机矩阵, 若 A

有一个代数重数为 1的特征值 λ = 1, 其余的特征值均满足

| λ |< 1, 则 A 是 SIA矩阵, 即 limm→∞Am = 111ννν, 其中 ννν 非

负, 且满足 ATννν = ννν, 111Tννν = 1.

引理 5[17]. 令M1, M2, · · · , Mk表示一列有限 SIA矩阵,

其有限个Mi1 , Mi2 , · · · , Mij 的乘积Mij Mij−1 , · · · , Mi1 仍

然是 SIA矩阵. 则对于每个无限序列Mi1 , Mi2 , · · · , 存在一
个列向量 yyy, 使得:

lim
j→∞

Mij , Mij−1 , · · · , Mi1 = 111yyyT

1.2 问题描述以及通信协议

不失一般性, 假定系统由 n + r − 1个智能体组成, 标号

由 1到 n + r − 1. 具有顶点 {v1, v2, · · · , vn, · · · , vn+r−1}的
有向图 Gn+r−1(t)用来表示系统的通信结构图, 顶点 vi 表示

第 i个智能体. 顶点 vi 和 vj 之间的有向边表示第 i和第 j 个

智能体之间可以发送或者接收彼此信息. 系统的通信结构是

时变的, 令 Ḡ = {G(1),G(2), · · · ,G(M), M ∈ N} 表示所有
可能的通信结构, 则显然通信结构图 Ḡ 是有限的.

在多智能体系统中, 由于通信开销较大, 智能体之间很

难保持连续通信, 因而离散系统比连续系统更符合实际, 故

本文仅考虑离散系统. 下面给出本文所要用到的通信协议.

在文献 [2]中, Jadbabaie 等研究了下面形式的协议:

xi(t + 1) =
1

1 + ni(t)


xi(t) +

∑

j∈Ni(t)

xj(t)


 (1)

其中, t ∈ {0, 1, 2, · · · }是离散的时间集合, ni(t) 表示第 i个

智能体在 t时刻的邻居个数. 在式 (1)中, 智能体之间的通信

权重假定为常值 1, 后来该权值被扩展至时变情形[4]:

xi[k + 1] =
1

n∑
j=1

αij [k]δij [t]

n∑
j=1

αij [k]δij [k]xi[k] (2)

其中, 权值 αij [k] ∈ ᾱ是时变的, ᾱ是一个任意有界正数集

合, δii[k] = 1. 在 [tk, tk+1) 时间段内, 当第 j 个智能体可

以收到第 i 个智能体的信息时, δij [k] = 1, 否则 δij [k] = 0,

∀j 6= i. 令Mn+r−1(R)表示所有的 (n + r− 1)× (n + r− 1)

实矩阵集合, 则式 (2)可以写成如下矩阵形式:

xxxn+r−1[k + 1] = Dn+r−1[k]xxxn+r−1[k] (3)

其中, xxxn+r−1 = [x1, · · · , xn, xn+1, · · · , xn+r−1]
T, Dn+r−1[k]

= [dij ] ∈ Mn+r−1(R), (i, j) ∈ I, dij =
αij [k]δij [k]∑n

j=1 αij [k]δij [k]
,

Dn+r−1[k]是系统通信结构图 G(k)的邻接矩阵.

2 主要结果

当多智能体系统的结构图固定, 即各智能体可通信的邻

居不变的情况下, 文献 [4]中给出了一个结果, 即系统的通信

结构图含有一棵生成树时可实现一致性. 但由于各智能体在

运行过程中, 其位置不断发生变化, 加之环境、任务等条件的

影响, 上述固定通信结构很难实现. 因此, 固定通信结构模式

在本文中不再予以考虑. 当系统的结构图含有一棵生成树时,

协议 (3)中的每一个Dn+r−1[k]是随机矩阵且对角元素为正.

由引理 3, 每个 Dn+r−1[k]仅含有一个代数重数为 1的最大

特征值 λ = 1, 并且其余的所有特征值均满足 | λ |< 1, 再结

合引理 4可知, 每个 Dn+r−1[k] 是 SIA矩阵.

定理 1. 令 G(k) ∈ Ḡ 是系统的时变通信结构图. 使用

通信协议 (2), 具有 n + r − 1个智能体的系统可以渐近地实

现一致性, 当且仅当存在一个一致有界、不重叠的无限时间

序列 [tk, tk+1), k = 1, 2, · · · , t1 = 0, 使得系统的通信结构
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图在每个时间区间 [tk, tk+1)内含有一棵生成树. 进一步, 若

系统在 t = t′k∗ (tk∗ < t′k∗ < tk∗+1)时刻失去 r − 1个成员,

余下的 n个成员可以继续实现一致性的充要条件是在时间段

[tk∗ , t
′
k∗)内, 系统的通信结构图 Gn+r−1[k

∗]中任意两个顶点
u和 v之间存在 r条互不相交的有向路.

注 1. 当 t < tk∗ 时, 实现信息一致性的必要条件是系统

的通信结构图含有一棵生成树. 若无此条件, 则任意智能体

可能和系统的成员失去联系而被孤立, 其信息一致性无法得

到保证, 相关结果参见文献 [4], 故定理 1前一部分的证明略

去.

证明. 假定系统失去成员是瞬时的. 则当 t = tk∗ 时, 由

式 (3)有:

xxxn+r−1[k
∗] = Dn+r−1[k

∗ − 1], · · · , Dn+r−1[1]xxxn+r−1[0]

(4)

由于 tk∗ < ∞, 故乘积 Dn+r−1[k
∗ − 1], · · · , Dn+r−1[1] 有

限, 因而系统各成员之值 xxxn+r−1[k
∗] 亦有限. 在时间区间

[tk∗ , t
′
k∗)内, 系统的通信结构图 Gn+r−1[k

∗]中任意两个顶点
u和 v之间存在 r条互不相交的有向路, 由引理 2可知, 有向

图 Gn+r−1[k
∗]是 r 连通的. 当失去 r − 1个成员后, 在区间

(t′k∗ , tk∗+1)内, 通信结构图 Gn+r−1[k
∗]中移除 r − 1个顶点

及其对应的有向边, 新系统的通信图 Gn[k∗]是强连通的, 因

此至少含有一棵生成树, 从而保证在每个时间区间 [tj , tj+1),

j = k∗, k∗ + 1, · · · 上, 系统的通信结构图 Gn[j]中含有一棵

生成树. 对含有 n个成员的新系统, 重新标记为 1, · · · , n, 且

系统各成员的初值 xxxn[k∗]和 xxxn+r−1[k
∗]中剩余成员的值保

持一致. 由引理 3 和引理 4 可知, 每个 Dn[j]矩阵是 SIA矩

阵. 进一步, 由式 (3)可得:

xxxn[j + i] = Dn[j + i− 1], · · · , Dn[j]xxxn[k∗] (5)

令 {Dn[j], Dn[j + 1], · · · , Dn[j + i]}表示对应于 Ḡn 的所有

SIA 矩阵集合. 由 {Dn[j], Dn[j + 1], · · · , Dn[j + i]}的有限
性和引理 5知, 必存在一个常数列向量 yyy使得:

lim
i→∞

Dn[j + i]Dn[j + i− 1], · · · , Dn[j] = 111yyyT

从而

lim
i→∞

xxxn[j + i] = 111yyyTxxxn[k∗] (6)

由于 k∗ 固定, 111yyyTxxxn[k∗]为常数, 则系统在失去 r− 1个成员

后仍可实现一致性. ¤
系统的初值从 t = tk∗ 开始,最终的平衡点与xxxn+r−1[k

∗]
有关, 即 111yyyTxxxn[k∗]和 xxxn+r−1[0]相关. 定理 1要求在时间区

间 [tk∗ , t
′
k∗)内是 r连通的. 考虑到各成员的相对位置变化以

及通信开销等因素, 保持 r连通通常难以实现. 为此, 下面寻

求比保持 r连通更为一般的条件, 首先给出联合连通的概念:

定 义 1. 一 列 顶 点 相 同 的 简 单 有 向 图

{G(1),G(2), · · · ,G(l)} (l > 1) 的并集是一个简单

图 G, 其 顶 点 和 G(i) (i = 1, · · · , l) 相 同, 边 为

{G(1),G(2), · · · ,G (l)} (l > 1) 中边的并集, 即 E(G) =

E(G(1))∪E(G(2))∪ · · ·∪E(G(l)). 则当 G为强连通图时, 称

有向图列 {G(1),G(2), · · · ,G(l)} (l > 1)是联合连通的.

利用上述概念, 多智能体系统在固定通信结构情形的研

究结果可进一步扩展至时变拓扑[4]. 为此, 本文提出下列关

于有向图联合 r连通的概念:

定义 2. 当有向图 G 是 r 连通的, 则称有向图列

{G(1),G(2), · · · ,G(l)} (l > 1)联合 r连通.

显然, 若集合 {G(1),G(2), · · · ,G(l)} (l > 1)中有一个图

是 r连通的, 则它们并集一定联合 r连通. 然而, 即使集合中

的每个图都不是 r连通的, 甚至是不连通的, 它们的并仍可以

是联合 r 连通的, 其中最差的情况是每个图仅含有一条有向

边. 接下来证明, 联合 r连通的图在移除 r − 1个顶点和相关

的边之后, 相应图列的并集是联合连通的.

引理 6. 一列含有 n + r− 1个顶点联合 r连通的有向图

列移除 r − 1个顶点及其相关的边之后, 所得子图的并集是

联合连通的.

证明. 令 {G(1),G(2), · · · ,G(l)} 表示具有 n+r−1个顶

点的联合 r连通有向图的集合,即 G = G(1)∪G(2)∪· · ·∪G(l),

其中 l是一个正整数. 令 G′(i) (i = 1, 2, · · · , l) 和 G′ 分别表
示 G(i)和 G 删除 r 个顶点和相关的边之后的子图. 由于 G
是 r连通的, 故 G′ 强连通. 注意到:

G′ = G′(1) ∪ G′(2) ∪ · · · ∪ G′(l)

所以 {G′(1),G′(2), · · · ,G′(l)}是联合连通的. ¤
为了证明多智能体系统失去部分成员后, 系统仍可实现

信息一致性的充要条件, 需要用到下列引理.

引理 7[4]. 如果一列有向图 {G(k1),G(k2), · · · ,G(kp)}
的联合含有一棵生成树, 则矩阵乘积 D[kp] · · ·D[k2]D[k1]是

SIA矩阵, 其中D[kj ]是式 (3)中对应于有向图 G(kj)的随机

矩阵.

定理 2. 令 G(k) ∈ Ḡ 是系统的时变通信结构图, 则具有

n + r − 1个成员的多智能体系统使用通信协议 (2)时, 可渐

近实现一致性的充要条件是, 存在无限的、互不相交且一致

有界的时间序列 [tk, tk+1), k = 1, 2, · · · , 使得系统结构图在
每个区间 [tk, tk+1)上的联合含有一棵生成树. 进一步, 若系

统在 t = t′k∗ (tk∗ < t′k∗ < tk∗+1)时刻失去 r − 1个成员, 余

下的 n个成员可继续实现一致性的的充要条件是, 在时间段

[tk∗ , t
′
k∗)内, 系统通信结构图的联合 Gn+r−1[k

∗]中任意两个
顶点之间含有 r条互不相交的有向路.

证明. 类似定理 1 的证明, 在 t = tk∗ 时刻, 可以得到

重新标记为从 1到 n的新系统及其有限初值 xxxn[tk∗ ]. 由引

理 2可知, 在时间区间 [tk∗ , t
′
k∗)内, 系统通信结构图的联合

Gn+r−1(k
∗)是联合 r连通的. 在 t = tk∗ 时刻,系统失去 r−1

个成员, 则在 Gn+r−1(k
∗)移除 r − 1个顶点和其相应边, 由

引理 6可得, 通信结构子图的联合 Gn(k∗)是联合连通的, 从

而 Gn(k∗)含有一棵生成树.

令 Gn(i) 是 时 间 区 间 [ti, ti+1) 内 通 信 结 构 图

Gn(i1),Gn(i2), · · · ,Gn(ij)的联合, 即:

Gn(i) = Gn(i1) ∪ Gn(i2) ∪ · · · ∪ Gn(ij)

其中, i = k∗, k∗ + 1, · · · . 令 {Dn[i1], Dn[i2], · · · , Dn[ij ]}
是对应于 Ḡn(i) 中的随机矩阵集合, 则由引理 7, 矩阵乘积

Dn[ij ] · · ·Dn[i2]Dn[i1], j = k∗, k∗ + 1, · · · 是 SIA矩阵.

进一步, 由式 (3)可得:

xxxn[ij ] = Dn[ij ] · · ·Dn[i2]Dn[i1] · · ·Dn[k∗j ] · · ·
Dn[k∗2 ]Dn[k∗1 ]xxxn[k∗]

由 D̄n 的有限性和引理 5可知, 必定存在一个常数列向量 yyy
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使得:

lim
i→∞

Dn[ij ] · · ·Dn[i2]Dn[i1] · · ·Dn[k∗j ] · · ·

Dn[k∗2 ]Dn[k∗1 ] = 111yyyT (7)

即

lim
i→∞

xxxn[ij ] = 111yyyTxxxn[k∗] (8)

由于 k∗ 固定, 故 111yyyTxxxn[k∗]为常值, 因此系统可以实现

信息一致性. ¤
定理 1比定理 2的条件更为严格, 其中定理 1要求系统

的结构图在每个时间区间内保持 r 连通, 而定理 2只要求其

结构图的联合保持 r连通. 由此可见, 在任意时刻系统的通信

结构图都可以不是 r 连通的, 甚至可以是不连通的, 从而能

够有效减少系统的通信开销. 这意味着系统各成员之间无需

实时保持通信, 如在 ti 时刻, v1 与 v2 通信, 在 ti+1 时刻, v2

与 v3 通信, 无需 v1 和 v3 保持通信, 能够实现 v1 和 v3 的间

接通信.

值得注意的是, 在子图保持强连通的条件下, 可从原图

中移除顶点的个数取决于图的连通性. 一个完全图可以在移

除任意的 r (r < n) 个顶点后, 子图仍保持强连通, 这意味

着系统无论失去多少成员之后, 剩余成员之间仍可任意通信.

另一种极端情况是, 通信结构图本身是一棵树, 如图 1所示,

这意味着任意一个顶点被移除之后, 子图未必含有生成树.

因此, 若 vi 被移除, 则 vi1 , · · · , vik 将被孤立, 系统不再能实

现一致性. 此外, 若 vi1 , · · · , vik 中的任意一个被移除, 则系

统仍可实现一致性. 综上可知, 可以失去成员的数量依赖于

系统的通信能力, 即各智能体可以通信的邻居数量. 换言之,

每个成员可进行通信的邻居个数越多, 则系统可以失去的成

员数目也越多, 即 r − 1越大; 特别地, 若 n = 1, 则此时系统

只剩下一个成员, 而单个智能体显然可以实现一致性.

图 1 树形结构通信图

Fig. 1 The communication topology of a tree type

在工程实际中, 由于危险或攻击等因素的可感知性, 此

时可通过增加系统的通信强度来应对上述事件. 一般情况下,

系统无需保持很高的通信密度, 从而能够较大程度地减少

通信开销. 此外, 对于任务过程中可能遇到的多个危险时刻

k∗1 , k∗2 , · · · , k∗q , q ∈ N, 定理 2中的结果也可以相应地做进一

步的推广.

定理 3. 含有 n +
∑q

j=1(rj − 1)个成员的多智能体系统,

在定理 2中时变拓扑能够实现信息一致性的条件下, 若系统

分别在 tj = t′k∗j , tk∗j < t′k∗j < tk∗j +1, j = 1, 2, · · · , q,时刻失

去 rj − 1个成员, 则余下的 n +
∑q

p=j+1(rp − 1)个成员可以

继续实现一致性的的充要条件是: 在时间段 [tk∗j , t′k∗j )内, 系

统通信结构图的联合 Gn+
∑q

p=j(rp−1)(k
∗
j )中任意两个顶点之

间含有 rj 条互不相交的有向路.

证明. 在时间区间 [tk∗j , t′k∗j )上, 由于系统通信结构图的

联合 Gn+
∑q

p=j(rp−1)(k
∗
j )中任意两个顶点之间含有 rj 条互不

相交的有向路, 故 Gn+
∑q

p=j(rp−1)(k
∗
j )是联合 rj 连通的. 在

tj = t′k∗j 时刻, 系统失去 rj − 1个成员, 则在通信结构图的联

合 Gn+
∑q

p=j(rp−1)(k
∗
j )中移除 rj − 1个顶点和对应边, 由引

理 6可知, 在时间区间 (tk∗j , tk∗j+1
]上, 通信结构子图的联合

Gn+
∑q

p=j+1(rp−1)(k
∗
j )是联合连通的, 故含有一棵生成树, 由

定理 2可知, 系统可以实现一致性. ¤

3 仿真结果

为了验证多智能体系统在失去部分成员后仍可实现一

致性, 进行仿真实验研究. 此仿真实验含有 10个智能体, 使

用通信协议 (2), 其初始值分别为 [10, 8, 6, 4, 2, −2, −4, −6,

−8, −10], 通信步长为 0.1秒. 采用 4个对角元均为正数 (大

于零小于 1) 的随机矩阵表示智能体之间的信息传递, 通过生

成随机数对 4取余数来决定下一时刻所使用的传递矩阵, 用

于表示系统通信结构图的时变性.

对于未受损多智能体系统, 如图 2 (a) 所示, 系统约在

T = 5 s 时, 各智能体成员达到相同值, 从而实现了信息一致

性. 图 2 (b) 表示系统在 T = 2 s 时失去 4 个智能体之后, 剩

余的 6 个智能体约在 T = 4 s时仍然可以实现一致性, 其中

图 2 (c) 是图 2 (b) 的局部放大图. 可以看到, 当系统成员未

发生变化时, 系统可以较快实现信息一致性; 当系统的部分

成员离开系统后, 在剩余智能体可通信成员数目减少的情况

下, 系统仍可实现信息一致性. 此外, 对比图 2 (a) 和图 2 (b)

的结果可知, 由于系统成员的总体数量变少, 新系统能够更

快地实现信息一致性.

4 结论

本文研究了当多智能体系统失去部分成员后, 剩余成员

如何保持信息一致性的问题. 基于有向 r连通图, 提出了联合

r连通概念, 证明了联合 r连通的有向图在移除 r − 1个顶点

及其相关边之后, 子图是联合连通的, 进而给出受损系统可

实现信息一致性的充要条件. 结果表明, 在系统能够保持一

致性的前提下, 允许失去成员的数量取决于系统中各智能体

能够进行通信的邻居数目. 最后, 数值仿真实验验证了文中

理论分析结果的正确性.

(a) 10 个智能体实现一致性

(a) The consensus for multi-agent system with ten agents
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(b) 失去 4 个智能体后剩余 6 个智能体实现一致性

(b) The consensus for remained six agents after four

agents were lost

(c) 图 2 (b) 的分解图

(c) The divided process of Fig.2 (b)

图 2 部分智能体离开系统后的一致性

Fig. 2 The consensus for parts of the agents when they are

out the system

References
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