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粒子群算法的交互性与随机性分析

刘建华 1 刘国买 2 杨荣华 1 胡文瑜 1

摘 要 在现有分析结论的基础上, 分别采用优化的凸性理论和概率收敛理论, 分析了粒子群 (Particle swarm optimization,

PSO) 算法的交互性和随机性对算法的影响. 分析得出, 在不考虑随机性的条件下, 当 PSO 算法优化单峰函数时, 交互性使粒

子最终收敛于全局最优粒子位置; 当 PSO 算法优化多峰函数时, 交互性未必使粒子最终收敛于全局最优位置. 但如果考虑随

机性, 算法优化的目标函数无论是单峰函数还是多峰函数, 粒子都会依概率收敛于最优位置. 通过基准函数的实验验证了分析

的结论.
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Abstract Based on the existing theoretical results, this paper analyzes the influence on convergence of particle swarm

optimization (PSO) exerted by interactivity of PSO using the conver optimization theory, then analyzes the randomness

of PSO using the probability convergence theory. It is concluded that when PSO is used to optimize the unimodal function

without consideration of randomness of particle movement, the trajectory of particle will eventually converge to the global

optimal location; when PSO is used to optimize the multimodal function particles, the trajectory of particle may not

necessarily converge to the global optimal location. However, if the randomness of particle movement is considered for

analysis of PSO, particles will all converge to the optimal location in probabilities no matter the objectives function is

unimodal or multimodal. Experiments are conducted on beckmark function to test these conclusions.
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粒子群算法 (Particle swarm optimization,
PSO) 是 Eberhart 和 Kennedy 于 1995 年开发的
一种进化计算技术[1−2], 源于对鸟群捕食的行为研
究. Shi 等[3] 在 PSO 算法中引入惯性权重 w, 更好
地控制算法的收敛 (Convergence) 和探索 (Explo-
ration),形成了标准 PSO算法. PSO算法的提出只
有十几年, 其研究主要集中在算法效率的改进及其
应用上, 而算法分析相对偏少, 尤其对算法的收敛性
分析目前并不完善[4−8]. PSO 算法分析一直是 PSO
算法研究的难点, 因为 PSO 算法具有随机性并且粒
子之间相互作用, 其粒子运行轨迹很复杂, 使得很多
常规数学方法手段对其无效. 目前, PSO 算法的分
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析方法基本上是在简化 PSO 算法模型的条件下进
行的, 将 PSO 算法的随机性去掉、使粒子群的最优
位置固定不变、并且在一维空间上分析, 不考虑粒子
间的相互作用.
早期, Ozcan 等假定最优位置 pi 和 pg 为常数

且两者相等, 随机数 c1 和 c2 固定不变, 并对不同
区域进行了轨迹分析[9], 得出粒子轨迹是随时间变
化的波形, 随后对简化模型稍作扩展, 进一步分析
参数对轨迹的影响[10]. Clerc 等在文献 [11] 中分析
了 PSO 算法迭代公式的参数, 先将随机变量固定
为常量, 再用状态转移矩阵研究一个粒子的运动轨
迹, 从而得到算法的单个粒子轨迹收敛的参数约束
条件. 尽管 Clerc 的分析只给出 PSO 算法的参数约
束条件, 但对 PSO 算法的应用起到指导作用. 由于
Solis 等对随机优化算法提出了其全局收敛须满足的
条件[12], Van den Bergh 在此基础上, 对 PSO 算法
收敛性做了进一步的分析[13], 证明了原始 PSO 算
法是无法保证局部收敛的. Van den Bergh 在文献
[13] 中分析得出, 粒子群是一个离散线性系统, 如果
特征根的值小于 1, 则粒子将收敛于平衡点. 因为系
统的特征值是系统参数的函数, 这种模型能建议如
何设置参数可以保证算法收敛, 并且 Van de Bergh
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等在文献 [14] 中分析出, PSO 算法不能保持收敛于
问题的局部最优点, 并由提出一种全局收敛的 PSO
改进算法. 在类似的简化模型上, Blackwell 分析了
粒子的空间聚集度与时间的变化关系[15], 其分析的
结论得出, 在没有交互性情况下, 粒子空间聚集度与
时间是呈指数级的降低. 这种分析考察了 PSO 算法
的多样性问题. Trelea 对简化 PSO 模型的动态行为
和收敛性进行了分析[16], 应用离散动态系统理论推
导出对参数选择的参考准则. 最近, 对非全局性拓扑
结构的 PSO 算法也展开了分析研究, 并分析了算法
的局部随机性质[17]. 文献 [18] 对线性和离散 PSO
算法作了随机稳定性分析.

国内有不少文献分析了 PSO 算法的参数选择
问题, 提出参数选择的依据[19−20]. 文献 [21] 通过
建立标准粒子群优化算法的三种典型模型, 分析了
三种模型的粒子群动态特性, 结果表明粒子群算法
的搜索空间是非常有限的, 并且很容易陷入停滞点.
文献 [22] 建立算法的随机过程模型, 分析群体的随
机性收敛, 利用随机过程理论进行分析[22−23]. 文献
[24] 也用随机过程对 PSO 算法分析, 但分析中还
是采用数学理论的差分方程. 任子晖等采用随机过
程的马尔科夫链的方法对 PSO 算法分析, 但由于
PSO 算法一般计算的连续性问题, 所以必须对问题
离散处理[25], 申元霞等对 PSO 算法的概率特性进
行简单分析, 只是为了提出改进 PSO 算法多样性问
题[26], 而文献 [27] 对离散 PSO 算法进行了分析.
由于现有 PSO 算法的分析方法是在简化模型

的基础上进行, 即孤立单个个体、固定群体的最优
位置和个体的最优位置不变并且去掉算法的随机性.
因此, 最后分析的数学模型是近似的, 没有考虑粒子
间的交互性和算法的随机性, 并且需要通过试验验
证. 这样的方法存在下列缺点[4]: 1) 没有考虑粒子
间的相互影响, 没有考虑 PSO 算法的 “群体性” 和
“交互性”, 缺少了最优位置的动态变化性; 2) 忽视
了算法中随机性的作用, 粒子群算法引入了随机因
素, 这种人工噪声的干扰对算法一定有正面的作用.
所以, 目前 PSO 算法的理论分析成果是不完善, 没
有真正反映算法的运行机制及真正的收敛性.
本文在现有的 PSO 算法分析结论[13−14] 的基

础上, 通过考虑算法随机性及粒子间交互性, 采用优
化的凸性理论, 对 PSO 算法作进一步地深入分析.
首先证明, 算法的交互性能使算法在计算单峰函数
时, 粒子的位置最终收敛于群体最优位置. 然后证
明, 算法的随机性能使算法计算多峰函数时, 粒子的
位置依概率收敛于群体最优位置, 并通过实验验证
分析的结论. 本文主要是针对标准 PSO 算法进行分
析, 内容具体安排如下: 第 1 节介绍相关的工作; 第
2 节分析 PSO 算法的交互性对粒子轨迹的影响; 第
3 节分析 PSO 算法的随机性对粒子轨迹的影响; 第

4 节分析介绍粒子运动轨迹与算法收敛的关系; 第 5
节是本文的结论.

1 相关的工作

1.1 粒子运动轨迹分析

假设对目标函数 f(x) 的优化为求其最小值, 即
min f(x). 目标函数 f(x) 的搜索空间 S 是有限的,
并且函数 f(x) 在搜索空间 S 中存在最优解.

标准 PSO 算法描述如下, 假设搜索空间 S 是
D 维的, 粒子群中第 i 个粒子的位置用 xi = (xi1,
xi2, · · · , xiD) 表示, 第 i 个粒子的速度表示为 vi =
(vi1, vi2, · · · , viD). 第 i个粒子迄今为止搜索的最好
位置记为 pi = (pi1, pi2, · · · , piD), 整个粒子迄今为
止搜索到的最好位置记为 pg = (pg1, pg2, · · · , pgD).
对于每一个粒子, 其第 d 维 (1 ≤ d ≤ D) 根据如下
等式变化:

vid = ω × vid + c1 × rand(·)× (pid − xid)+

c2 × rand(·)× (pgd − xid) (1)

xid = xid + vid (2)

其中, rand(·) 是在区间 [0, 1] 之间均匀采样的随机
数.
两个基本式主要用于 D 维空间 n 个粒子的表

达. 因简化算法的条件, 粒子轨迹的分析对不同粒
子、在不同维中是一样的, 所以不考虑粒子下标 i 和
维下标 d, 把两个下标 i 和 d 去掉, 而粒子的轨迹将
在离散时间中考虑, 所以 vid 和 xid 可以表示为 v(t)
和 x(t), 其分别表示粒子在时间步 t 时刻的速度与
位置, 并且标准 PSO 算法还有下列更新公式:

If f(x(t)) < f(p), then p = x(t)

If f(p) < f(pg), then pg = p
(3)

在简化模型中, 文献 [13] 利用线性系统理论分
析了粒子的收敛性, 并且得出, 粒子收敛到一个固定
点, 即群体最优点与个体最优点的加权和. 其分析的
过程简单叙述如下:
令 φ1 = c1 × rand(·), φ2 = c2 × rand(·), φ =

φ1 + φ2. 假定 p, pg, φ1 和 φ2 保持固定的值, 群体
最优值 pg 和个体最优值 p 也保持不变, 则由式 (1)
和式 (2) 消去速度相关项, 经过求解并可以推得[13]:

x(t) = k1 + k2α
t + k3β

t (4)

这里 k1, k2 和 k3 是常数, 由系统的初始条件决定.
进一步可推得:

k1 =
φ1p + φ2pg

φ1 + φ2

(5)
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根据式 (4), 如果 x(t) 要收敛, 那么 max(‖α‖,
‖β‖) < 1. 当不考虑随机性, 且个体最优点和群体最
优点为常数时, 文献 [13] 根据 max(‖α‖, ‖β‖) < 1
推得, PSO 算法收敛条件是参数 ω, φ1, φ2 需要满

足下列关系:




0 < ω < 1
0 < φ < 4

ω >
1
2
φ− 1

(6)

而根据式 (4) 和式 (5), 粒子的位置 x(t) 按下式
收敛:

lim
t→∞

x(t) = (1− a)p + apg, a ∈ [0, 1] (7)

结论式 (6) 及式 (7) 是在一些假定条件下成立
的, 其假定去掉 PSO 算法的随机性且粒子运动过程
中个体最优位置 p 和群体最优位置 pg 固定不变. 这
些假定条件约束粒子的运动, 与 PSO 算法真实运行
条件有差距. 因此, 当 PSO 算法存在随机性且个体
最优位置与群体最优位置动态变化时, 需要进一步
分析其运行轨迹.

1.2 凸集与凸函数

PSO 算法是智能优化算法, 而优化算法的理论
常用到的基本概念是凸集与凸函数, 它对于优化算
法的收敛性分析有非常重要作用. 本节简要介绍凸
集和凸函数[28].
定义 1. 设 S 为 n 维欧氏空间 En 中的一个集

合. 若对任意 x1, x2 ∈ S 都有 λx1 + (1− λ)x2 ∈ S,
λ ∈ [0, 1], 则称 S 为凸集.
定义 1 说明, 若对 S 中的任意两点, 它们的连

线仍然属于 S.
凸函数通常也叫做单峰函数, 其定义如下:
定义 2. 设 f(x) 是在闭凸集 S 上定义的实函

数, f(x) 在闭凸集 S 上的极小点是 x0, 并且对任意
的 x1, x2 ∈ S, x1 < x2, 有:

当 x2 ≤ x0 时, f(x1) > f(x2);

当 x0 ≤ x1 时, f(x2) > f(x1)

则称函数 f(x) 是在闭凸集 S 上的凸函数, 即单峰函
数.
不满足上述定义的函数叫非凸函数, 即多峰

函数. 根据定义, 单峰函数 f(x) 的全局最小值是
f(x0), 并且不存在其他的局部最小值. 因此, 单峰函
数有下列性质:
引理 1. 若 f(x) 是在闭凸集 S 上的一个单峰

函数, 则对任意 x1, x2 ∈ S, 有下式成立:

f((1− α)x1 + αx2) < max(f(x1), f(x2))

其中 a ∈ [0, 1].
根据定义, 单峰函数在 S 上的局部极小点是在

S 上的全局最小点, 并且多峰函数是由若干个单峰
函数组成.

2 PSO算法的交互性对粒子轨迹的影响

粒子个体最优位置与群体最优位置分别是 p 和
pg, PSO 算法粒子之间相互协作、相互交互是通过
这两个位置的变化实现. 分析 PSO 算法的交互性
对粒子轨迹的影响需要分析, p 和 pg 的动态变化如

何影响 PSO 算法的粒子轨迹. 因 p 和 pg 随迭代时

间 t 变化, 可以分别表示为 p(t) 和 pg(t). 为了分析
简单, 这里假定算法去掉随机性. 根据 PSO 算法,
p(t), pg(t) 分别按下列两式变化:

p(t + 1) =

{
p(t), if f(x(t + 1)) ≥ f(p(t))
x(t + 1), if f(x(t + 1)) < f(p(t))

(8)

pg(t + 1) =

{
pg(t), if f(p(t + 1)) ≥ f(pg(t))
p(t + 1), if f(p(t + 1)) < f(pg(t))

(9)

其中, f(x) 是优化问题的目标函数. 这两个式子反
映 PSO 算法粒子间的交互性.

2.1 最优位置的收敛性

本节先证明 limt→∞ p(t), limt→∞ pg(t)存在,然
后再证明粒子位置的收敛.
定义 3. 若 S 为优化目标函数 f(x) 的搜索空

间, 则集合 Sv = {x|f(x) = v, x ∈ S} 为函数 f(x)
的同 v 值区.
显然, 若 v∗ 是函数 f(x) 的最小值, 则 Sv∗ 是函

数 f(x) 的最小值区.
引理 2. 若 PSO算法去掉随机性, 且具有式 (8)

和式 (9) 的交互性, 则 limt→∞ p(t), limt→∞ pg(t) 存
在.
证明. 假定目标函数 f(x) 的搜索空间 S 是有

限的, 并且目标函数 f(x) 在搜索空间 S 中存在全
局最优值, 则根据 p(t), pg(t) ∈ S (t = 1, 2, · · · ,∞),
数列 {f(p(t)), t = 1, 2, · · · ,∞} 与 {f(pg(t)), t =
1, 2, · · · , ∞} 一定存在下界.
再根据式 (8) 和式 (9), 数列 {f(p(t)), t = 1, 2,

· · · , ∞} 及数列 {f(pg(t)), t = 1, 2, · · · ,∞} 是一个
单调非递增数列.
因此, 数列 {f(p(t)), t = 1, 2, · · · ,∞} 和

数列 {f(pg(t)), t = 1, 2, · · · ,∞} 是单调有界的
数列, 一定存在极限. 令 limt→∞ f(p(t)) = f∗p ,
limt→∞ f(pg(t)) = f∗g ;
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假设 Sf∗p = {x|f(x) = f∗p , x ∈ S} 和 Sf∗g = {x|
f(x) = f∗g , x ∈ S}, 则有:

lim
t→∞

p(t) ∈ Sf∗p = {x|f(x) = f∗p , x ∈ S}

lim
t→∞

pg(t) ∈ Sf∗g = {x|f(x) = f∗g , x ∈ S}

根 据 式 (8) 和 式 (9), limt→∞ p(t) 和

limt→∞ pg(t) 的值不能分别在以上两集合内变化,
必定为集合某一固定值.
所以, limt→∞ p(t), limt→∞ pg(t) 存在. ¤
如果 limt→∞ p(t), limt→∞ pg(t) 存在, 那么

limt→∞((1 − α)p(t) + αpg(t)) 也一定存在. 随着
算法迭代运行, 数列 {f(p(t)), t = 1, 2, · · · , ∞}
与 {f(pg(t)), t = 1, 2, · · · ,∞} 将逐步趋于某值, 而
p(t) 和 pg(t) 也将趋于稳定或停止, 一定会有下式成
立.

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

((1− α)p(t) + αpg(t)) =

(1− α)p∗ + αp∗g (10)

这里, p∗ = limt→∞ p(t), p∗g = limt→∞ pg(t).
引理 3. 若 PSO算法去掉随机性, 但具有式 (8)

和式 (9) 的交互性, 则 limt→∞ x(t) = (1 − a)p∗ +
ap∗g.
证明. 根据引理 2, 对任意的正数 ε, 存在时间

T1, 当 t > T1 时, |p(t) − p∗| < ε/2, |pg(t) − p∗g| <
ε/2. 若此时 p(t) 不变, 令其为 p, 则有 |p − p∗| <
ε/2; 同样, 此时 pg(t) 不变, 令其为 pg, 则有 |pg −
p∗g| < ε/2.
此时, 符合式 (7) 条件, 则有 limt→∞ x(t) = (1

− a)p + apg, 所以, 也存在 T2, 当 t > T2 时, |x(t)
− (1− a)p + apg| < ε/2. 而 |(1− a)p + apg − [(1−
a)p∗ + ap∗g]| ≤ (1− a)|p− p∗|+ a|pg − p∗g| < ε/2.
所以, 存在 T = max {T1, T2}, 当 t > T 时, 有:

|x(t)− [(1− a)p∗ + ap∗g]| < |x(t) −
[(1− a)p + apg]|+ |(1− a)p + apg−
[(1− a)p∗ + ap∗g]| <

ε

2
+

ε

2
= ε

所以, limt→∞ x(t) = (1− a)p∗ + ap∗g. ¤
引理 2 表明, PSO 算法的最优位置是收敛的;

而引理 3 说明, 当 PSO 算法去掉随机性, 但算法具
有交互性时, 粒子位置 x(t) 的轨迹按式 (10) 收敛.

2.2 收敛定理

根据式 (8), 个体最优位置 p(t) 的轨迹在不断
变化. 当 PSO 算法的目标函数 f(x) 是单峰函数时,
个体最优位置 p(t) 具有下列性质:

定理 1. 当 PSO 算法优化的目标函数 f(x)
是单峰函数时, 假定 PSO 算法的随机性被去掉且

pg(t) 保持固定值 pg, 而 p(t) 保持动态变化, 即满足
式 (8); 则 limt→∞ p(t) = pg.
证明. 由于 f(p(t)) ≥ f(pg), 又由式 (9) 可得

f(p(t)) ≥ f(p(t + 1)), 因此数列 {f(p(t)), t = 1,
2, · · · , ∞} 是一个单调非递增数列且有界, 数列
{f(p(t)), t = 1, 2, · · · ,∞} 一定存在极限.
令 limt→∞ f(p(t)) = f∗, Sf∗ = {x|f(x) = f∗,

x ∈ S} (即 Sf∗ 为函数 f(x) 同 f∗ 值区), 则根据
引理 2, 数列 {p(t), t = 1, 2, · · · ,∞} 存在极限. 令
limt→∞ p(t) = p∗.
接下来利用反证法:
1) 当 f∗ 6= f(pg) 时, 显然 limt→∞ p(t) 6= pg.

又 limt→∞ p(t) = p∗, 则 p∗ 6= pg.
根据引理 3, 有:

lim
t→∞

x(t) = (1− a)p∗ + apg, a ∈ (0, 1)

由算法的条件可知, f(p∗) > f(pg), 且函数
f(x) 是单峰函数, 因此根据引理 1 可得 f((1− a)p∗

+ apg) ≤ f(p∗). 再根据 p(t) 的更新公式 (8), p(t)
要发生变化, 即 p(t) = (1 − a)p∗ + apg. 因此,
数列 {p(t), t = 1, 2, · · · ,∞} 的极限不为 p∗, 这与
limt→∞ p(t) = p∗ 矛盾. 所以 f∗ 6= f(pg) 不成立.
因此 f∗ = f(pg).
2) 当 f∗ = f(pg) 时, 若 limt→∞ p(t) 6= pg, 令

limt→∞ p(t) = p∗, 则 p∗ 6= pg.
根据引理 3, 有:

lim
t→∞

x(t) = (1− a)p∗ + apg, a ∈ (0, 1)

由于函数 f(x) 是单峰函数且 f(p∗) < f(pg),
根据引理 1, 可得 f((1 − a)p∗ + apg) ≤ f(p∗). 由
于 p(t) 要发生变化, 存在 p(t) = (1 − a)p∗ + apg.
因此, 数列 {p(t), t = 1, 2, · · · ,∞} 的极限不可能为
p∗, 这与前面条件矛盾.
综合 1) 和 2), 可知 limt→∞ p(t) = pg 成立. ¤
对于定理 1 成立的条件说明如下:
1) 目标函数 f(x) 是单峰函数, 其搜索空间 S

有界且为凸集. 目标函数 f(x) 在其搜索空间 S 满
足引理 1 的性质, 即对任意 x1, x2 ∈ S, 有 f((1 −
α)x1 + αx2) < max(f(x1), f(x2)).

2) 条件 f(pg) ≤ f(p(t)) 始终满足. 根据 PSO
算法的 pg 与 p(t) 含义, 条件 f(pg) ≤ f(p(t)) 能够
始终满足.
结合式 (7) 及定理 1 的结论, 可以得到

limt→∞ x(t) = pg. 因此有下列结论:
定理 2. 当 PSO 算法优化的目标函数 f(x) 是

单峰函数时, 如果去掉 PSO 算法的随机性, 且 pg(t)
保持不变, 即为固定值 pg; 但 p(t) 动态变化, 即满足
式 (8), 则 PSO 算法有 limt→∞ x(t) = pg.



9期 刘建华等: 粒子群算法的交互性与随机性分析 1475

证明. 根据引理 3, 有:

lim
t→∞

x(t) = (1− a)p(t) + apg, a ∈ (0, 1)

而根据定理 1, 有 limt→∞ p(t) = pg, 所以, 有
limt→∞ x(t) = pg. ¤
定理 1 和定理 2 说明, 当 PSO 算法去掉随机性

且具有交互性, 并且求解的目标函数 f(x) 是单峰函
数时, 一定有 limt→∞ x(t) = pg, 即粒子的轨迹一定
会收敛群体最优位置. 这个定理说明, 交互性使算法
在求解单峰函数时, 粒子的轨迹收敛于群体最优粒
子 pg.

2.3 仿真验证与分析

本节将通过仿真实验验证定理 1 和定理 2 的正
确性. 为了更好地设计实验, 首先说明两个定理成立
的条件, 列出如下:

1) 参数 ω, φ1, φ2, pg 是固定不变的常数, 且满
足关系式 (6);

2) 目标函数 f(x) 是单峰函数, 即满足引理 1;
3) p(t) 按式 (8) 变化, 即如果 f(x(t + 1)) <

f(p(t)), 则 p(t + 1) = x(t + 1), 但 f(pg) ≤ f(p(t))
始终满足.

2.3.1 实验设计

这里选择八个基准函数做试验, 一类是单峰函
数, 另一类是多峰函数, 各为四个函数, 列出如下:
第一类是单峰函数:
1) 单峰函数 f1 是 Spherical 函数:

f1(x) =
n∑

i=1

x2
i , −100 < xi < 100

2) 单峰函数 f2 是 Quadric 函数:

f2(x) =
n∑

i=1

(
i∑

j=1

xj)2, −100 < xi < 100

3) 单峰函数 f3 是 Quartic 函数:

f3(x) =
n∑

i=1

ix4
i , −1.28 < xi < 1.28

4) 单峰函数 f4 是 Step 函数:

f4(x) =
n∑

i=1

(|xi + 0.5|)2, −100 < xi < 100

第二类是多峰函数:
5) 多峰函数 f5 是 Schaffer 函数:

f5(x) =
sin2

√
n∑

i=1

x2
i − 0.5

(1 + 0.001 ∗ (
n∑

i=1

x2
i ))2

+ 0.5,

− 5.12 < xi < 5.12

6) 多峰函数 f6 是 Griewank 函数:

f6(x) =
1

4 000

n∑
i=1

x2
i −

n∏
i=1

cos(
xi√

i
) + 1,

− 100 < xi < 100

7) 多峰函数 f7 是 Rastrigin 函数:

f7(x) =
n∑

i=1

[x2
i − 10 cos(2πxi) + 10],

− 5.12 < xi < 5.12

8) 多峰函数 f8 是 Schwefel 函数:

f8(x) = 418.9829n−
n∑

i=1

(x
i
sin

√
|xi|),

− 500 < xi < 500

八个函数中, 前七个函数的全局最优点为 (0,
· · · , 0), 全局最优值为 0. 最后一个函数的全局最优
点为 (420.9687, · · · , 420.9687), 全局最优值为 0.

为了更好地理解实验结果, 做了两种实验. 第
一种实验在八个函数的一维里进行的, 通过演示函
数的轨迹在一维空间随时间步数 t 的动态变化情况,
来判断粒子轨迹是否符合定理 1 和定理 2 的结论.
图 1∼图 8分别是 PSO算法在计算函数 f1 到 f8 时

粒子在一维空间的轨迹图, 粒子轨迹是在满足定理 1
和定理 2 的条件下所获得的, 也就是在算法去掉随
机性的条件下计算得到的. 参数设置是 ω = 0.9, φ1

= 1.4, φ2 = 1.4,这些参数取值满足条件式 (6),可保
证粒子的轨迹收敛. 实验时 pg 的值都设置为函数各

自的最优值, 保持不变的值, 可以使 f(pg) < f(p(t))
始终满足. p(t) 的值按式 (8) 更新, 初始值设置如
下: 速度 v(0) 为 x(0) 的一半, 粒子轨迹初始位置
x(0) 和个体最优初始位置 p(0) 为相同, 但它们的初
始值对应不同轨迹图 (见图 1∼图 8). 单峰函数 f1

∼ f4 粒子轨迹如图 1∼图 4, 而多峰函数 f5∼ f8 的

轨迹如图 5∼图 8. 八个图形中, 粒子轨迹位置 x(0)
和个体最优位置 p(0) 的初始值设置三对值, 其分别
对应各图中不同的演示线.
第二类实验选择两个单峰函数 f1 和 f3, 两个

多峰函数 f6 和 f7. 实验方法是在 10 维和 20 维空
间中, 分别计算四个函数的 PSO 算法粒子离最优
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点的距离随算法迭代步数的变化, 其实验结果见图
9∼图 16. 每个图形分别演示四种不同初始值的变
化情况.

2.3.2 实验结果分析

观察第一类实验, 图 1∼图 4 显示的粒子轨迹
图表明: 无论初始值 x(0) 取什么值, 计算单峰函
数 f1∼ f4 的粒子轨迹都收敛到群体最优点 pg, 即
limt→∞ x(t) = pg. 而图 5∼图 8 显示的粒子轨迹图
表明: 计算多峰函数的粒子轨迹不一定收敛于群体
最优点 pg, 例如, 图 5 在 x(0) = π + 1 时的轨迹变
化图、图 6 在 x(0) = 50 时的轨迹变化图、图 7 在
x(0) = 3.12时的轨迹变化图及图 8在 x(0) = −300
时的轨迹变化图, 粒子轨迹都没有到收敛到最优点
pg (见图 5∼图 8), 而四个图中计算的目标函数都是
多峰函数. 因此,当PSO算法计算多峰函数 f(x)时,

图 1 粒子在 PSO 计算单峰函数 Spherical 时的轨迹

Fig. 1 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal function Spherical

图 2 粒子在 PSO 计算单峰函数 Quadric 时的轨迹

Fig. 2 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal function Quadric

图 3 粒子在 PSO 计算单峰函数 Quartic 时的轨迹

Fig. 3 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal function Quartic

图 4 粒子在 PSO 计算单峰函数 Step 时的轨迹

Fig. 4 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal function Step

图 5 粒子在 PSO 计算多峰函数 Schaffer 时的轨迹

Fig. 5 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal function Schaffer
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图 6 粒子在 PSO 计算多峰函数 Griewank 时的轨迹

Fig. 6 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal function Griewank

图 7 粒子在 PSO 计算多峰函数 Rastrigin 时的轨迹

Fig. 7 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal function Rastrigin

图 8 粒子在 PSO 计算多峰函数 Schwefel 时的轨迹

Fig. 8 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal fuction Schwefel

图 9 粒子在计算单峰函数 Spherical 的 10 维空间时的轨迹

Fig. 9 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal fuction Spherical in 10 dimension

图 10 粒子在计算单峰函数 Spherical 的 20 维空间时的轨迹

Fig. 10 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal fuction Spherical in 20 dimension

图 11 粒子在计算单峰函数 Quartic 的 10 维空间时的轨迹

Fig. 11 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal fuction Quartic in 10 dimension
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图 12 粒子在计算单峰函数 Quartic 的 20 维空间时的轨迹

Fig. 12 Trajectories of particle while PSO optimizing

unimodal fuction Quartil in 20 dimension

粒子轨迹 x(t) 可能收敛于 pg (如图 5, x(0) = π 和
x(0) = 2; 如图 6, x(0) = 30 和 x(0) = 10; 如图 7,
x(0) = 5.12 和 x(0) = 1.12; 如图 8, x(0) = 300);
也可能不收敛于 pg (如图 5, x(0) = π + 1; 如图 6,
x(0) = 50; 如图 7, x(0) = 3.12; 如图 8, x(0) =
−300 和 x(0) = 0), 这取决于初始位置 x(0) 的值.

观察第二类实验, 图 9 ∼图 12 是 PSO 算法计
算单峰函数 f1 和 f3 在 10 维和 20 维时, 其粒子位
置离最优位置的距离随迭代步数 t 的变化轨迹. 观
察四个图形, 粒子轨迹在几种初值的情况下, 距离最
终都会为零, 这说明粒子的轨迹都会收敛于最优位
置点. 而图 13∼图 16 是 PSO 算法计算多维函数
f6 和 f7 在 10 维和 20 维粒子位置离最优位置的距
离随迭代步数的变化轨迹. 根据这四个图, 粒子轨迹
在有的初始条件下, 不会收敛于最优点, 例如, 函数
f6 的初值为 x(0) = 100 或 x(0) = 20 时, 函数 f7

的初值为 x(0) = 5 或 x(0) = 4 时. 这个实验进一
步验证定理 2 的结论, 算法在去掉随机性且计算单
峰函数时, 粒子的轨迹最终会收敛全局最优位置, 而
计算多峰函数时, 未必会收敛全局最优位置.
针对单峰函数, 图 1∼图 4 的结果验证定理 2

的结论. 对于多峰函数, 定理 2 的结论并不一定成
立, 粒子的轨迹并不一定收敛于 pg. 但是, 根据图 5
∼图 8, PSO算法优化多峰函数时, 粒子的轨迹也可
能收敛于 pg. 因为在定理 2 成立的条件下, 当 p 不
变且 p 6= pg 时, f((1−α)p+αpg) 有可能小于 f(p)
也有可能大于 f(p), 这由 p 坐标值来决定. 当算法
去掉随机性时, α 值固定不变, (1− α)p + αpg 也是

不变的. 此时, 如果 f((1−α)p+αpg) > f(p) 满足,
则 p 不变. 由于 f((1 − α)p + αpg) > f(p) 始终满
足, p也就永远不变,这时 limt→∞ x(t) = pg 不成立,
如果 p 不变时, 不会出现 f((1−α)p+αpg) > f(p),
则 limt→∞ x(t) = pg一定会成立, 这是图 1∼图 8中

图 13 粒子在计算多峰函数 Griewank 的 10 维空间时的轨迹

Fig. 13 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal fuction Griewank in 10 dimension

图 14 粒子在计算多峰函数 Griewank 的 20 维空间时的轨迹

Fig. 14 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal fuction Griewank in 20 dimension

图 15 粒子在计算多峰函数 Rastringin 的 10 维空间时的轨迹

Fig. 15 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal fuction Rastringin in 10 dimension
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图 16 粒子在计算多峰函数 Rastringin 的

20 维空间时的轨迹

Fig. 16 Trajectories of particle while PSO optimizing

multimodal fuction Rastringin in 20 dimension

轨迹图显示结论的直观分析.

3 PSO算法的随机性对粒子轨迹的影响

3.1 随机性对粒子轨迹结论

PSO 算法是一种带有随机性的启发式算法, 正
是因为随机性使算法具有了全局的探索性. 定理 2
成立的条件是去掉了算法的随机性, 但如果把算法
的随机性也考虑进去, 则定理 2 的 α 值是随机的.
由于 α = φ1/(φ1 + φ2) , 其中 φ1 = c1× rand(·), φ2

= c2 × rand(·), 所以 φ1, φ2 是一个随机数, α 也是
一个随机数, 并且在 [0, 1] 之间均匀采样的随机数.
当算法具有随机性时, 粒子轨迹会发生什么变化？下
面证明, 当目标函数 f(x) 无论是单峰函数还是多峰
态函数时, 粒子轨迹都会依概率收敛于群体全局最
优位置 pg.
定理 3. 当 PSO 算法具有随机性, 且 pg(t) 保

持不变, 为固定值 pg; 但 p(t) 动态变化, 满足式 (8);
则对任意的目标函数 f , 当 t →∞ 时, x(t) p−→ pg.
证明. 当 PSO 算法运行时, 若 p(t) 变化, 而

pg(t) 不变且 p(t) 6= pg(t), 则此时令 pg(t) 为 pg, t
为 t0, 所以 p(t0) 6= pg.

由于 α 在区间 [0, 1] 之间任意随机取值, 所以
(1 − α)p(t0) + αpg 在点 p(t0) 与 pg 之间的线段随

机采样; 令 l(t0) 表示 pg 与 p(t0) 之间的线段; 则 (1
− α)p(t0) + αpg 在 l(t0) 上随机均匀采样.
由于 f(pg) < f(p(t0)), 所以存在 pg 的邻域

N(pg), 使 x ∈ l0 = l(t0) ∩ N(pg), 有 f(x) <
f(p(t0)).
对任意 ε > 0, 在线段 l(t0)上从 pg 端取线段 l1,

使 |l1| = min{ε, |l0|}, 这里 |l1| 和 |l0| 分别表线段 l1
和 l0 的长度. 因此, 当 x ∈ l1 时, |x− pg| < ε 成立.

根据 PSO 算法的更新式 (3), 当 t > t0 时, p(t)
不落入 l1 的概率为

P (p(t) /∈ l1) =
(

1− |l1|
|l(t0)|

)t−t0

所以, 当 t > t0 时, p(t) 落入 l1 的概率为

P (p(t) ∈ l1) = 1−
(

1− |l1|
|l(t0)|

)t−t0

因为 0 < 1− l1
l(t0)

< 1, 所以

lim
t→∞

P (p(t) ∈ l1) = lim
t→∞

(1−( 1− |l1|
|l(t0)|

)
t−t0

)
= 1

因为 p(t) ∈ l1 推得 |p(t) − pg| < ε, 所以
limt→∞ P (|p(t) − pg| < ε) = 1. 因此, p(t) 依概
率收敛于 pg.
再根据式 (10), limt→∞ x(t) = limt→∞(1 −

a)p(t) + apg, 所以一定会存在某个迭代步 T , 当
t > T 时, 有 x(t) ∈ l1, 此时 |x(t) − pg| < ε, 所以
limt→∞ P (|x(t) − pg| < ε) = 1. 此时, x(t) 依概率
收敛于 pg.
因此,在随机条件下, PSO算法的粒子位置 x(t)

一定依概率收敛于全局最优点 pg. ¤
3.2 随机性实验验证

本节通过仿真实验来验证定理 3 的结论, 与第
2.3 节实验类似, 采用两种实验来分析. 但是, 为了
能够体现随机性效果, 本节每个实验的轨迹都是在
运行 100 次的平均值. 第一种实验与第 2.3 节的第
一种实验类似, 在实验中, 粒子速度的更新式子添加
了随机性, 其 α 值为随机量, 与标准 PSO 算法一致.
其他设置与第 2.3节的第一种实验相同.实验选择的
函数也是相同的八个函数, 其中四个为单峰函数, 另
四个为多峰函数. 粒子位置 x(t) 的初始值与第 2.3
节的第一种实验取值相同. 实验演示: 当算法的初始
值为不同值时, 粒子位置 x(t) 的轨迹变化状态, 实
验结果如图 17∼图 24.

第二种实验方法与第 2.3 节的第二种实验类似.
同样, 粒子速度的更新式子添加了随机性, 其 α 值为
随机量, 与标准 PSO 算法一致. 实验选择函数 f1、

函数 f3、函数 f6 和函数 f7, 实验方法是在 10 维和
20 维空间中, 其实验结果见图 25∼图 32.

对比图 1∼图 16 和图 17∼图 32, 在这两组实
验图形中, 前一组去掉随机性, 后一组保持了随机
性. 在前一组图中轨迹不收敛的初始条件在后一组
图中变成收敛了 (例如, 图 5∼图 8 和图 21∼ 24, 图
13∼ 图 16 和图 29∼图 32). 这说明增加随机性给
算法带来收敛的效果, 而原来收敛轨迹图, 现在同样
还保持收敛.
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图 17 PSO 带随机性计算单峰函数 Spherical 时的粒子轨迹

Fig. 17 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing unimodal function Spherical

图 18 PSO 带随机性计算单峰函数 Quadric 时的粒子轨迹

Fig. 18 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing unimodal function Quadric

图 19 粒子在 PSO 带随机性计算单峰函数 Quartic 时的轨迹

Fig. 19 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing unimodal function Quartic

图 20 粒子在 PSO 带随机性计算单峰函数 Step 时的轨迹

Fig. 20 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing unimodal function Step

图 21 粒子在 PSO 带随机性计算多峰函数 Schaffel 时的轨迹

Fig. 21 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing multimodal function Schaffel

图 22 粒子在 PSO 带随机性计算多峰函数

Griewank 时的轨迹

Fig. 22 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing multimodal function Griewank
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图 23 粒子在 PSO 带随机性计算多峰函数

Rastrigin 时的轨迹

Fig. 23 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing multimodal function Rastrigin

图 24 粒子在 PSO 带随机性计算多峰函数

Schwefel 时的轨迹

Fig. 24 Trajectories of particle while PSO with random

optimizing multimodal function Schwefel

图 25 计算函数 Spherical 在 10 维空间的平均距离的轨迹

Fig. 25 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Spherical in 10 dimension

图 26 计算函数 Spherical 在 20 维空间的平均距离的轨迹

Fig. 26 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Spherical in 20 dimension

图 27 计算函数 Quartic 在 10 维空间的平均距离的轨迹

Fig. 27 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Quartic in 10 dimension

图 28 计算函数 Quartic 在 20 维空间的平均距离的轨迹

Fig. 28 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Quartic in 20 dimension
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图 29 计算函数 Griewank 在 10 维空间的平均距离的轨迹

Fig. 29 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Griewank in 10 dimension

图 30 计算函数 Griewank 在 20 维空间的平均距离的轨迹

Fig. 30 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Griewank in 20 dimension

图 31 计算函数 Rastrigin 在 10 维空间的平均距离轨迹

Fig. 31 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Rastrigin in 10 dimension

图 32 计算函数 Rastrigin 在 20 维空间的平均距离轨迹

Fig. 32 Trajectories of average distance to optimum

location for particle while optimizing function

Rastrigin in 20 dimension

实验说明, 当 α 为随机量时, 算法具有了随机
性, 原来不收敛的初始条件却收敛了; 而原来收敛的
初始条件仍然收敛, 粒子位置 x(t) 的轨迹总是收敛
于粒子群全体最优位置 pg. 这验证了定理 3 的结论,
说明了随机性能使 PSO 算法无论求解多峰函数还
是单峰函数, 都能使算法的粒子位置收敛于群体最
优位置.

4 粒子运动轨迹与算法探索性及开拓性的关

系

定理 3 的结论不仅说明 PSO 算法的每一个粒
子最终会聚集到同一点 pg. 同样, 定理 2 和定理 3
也能说明 PSO 算法的探索性及开拓性. 所谓探索性
指算法的局部搜索能力, 而开拓性指算法的全局搜
索能力. 当 PSO 算法参数满足收敛条件时, 算法的
粒子初始随机地在空间搜索, 这时粒子全局搜索最
优点, 这是算法的开拓性. 而随着算法迭代运行到后
期, 随机性使算法靠近群体最优位置 pg 附近, 交互
性使算法只能在 pg 附近探索最好点, 这时体现了算
法探索性.
由定理 3 的收敛性可知, 存在某个 T 值, 当迭

代步数 t > T 时, xi(t) ∈ { pg 的邻域 }. 当 t > T
时, 粒子轨迹 xi(t) 在 pg 的邻域探索, 找 pg 邻域中

最优点, 此时, PSO 算法在行使局部搜索能力. 定
理 2 和定理 3 说明粒子轨迹 xi(t) 只是收敛于群体
最优位置 pg, 不能说明收敛群体最优位置 pg 附近的

局部最优点, 更不能收敛于全局最优点. 这里注意
的是, pg 只是算法目前找到的最优点位置, 不是搜
索区域的局部最优点, 更不是全局最优点. 因此, 文
献 [13] 的反例说明, PSO 算法并不能保证收敛到 pg

邻域的局部最优点, 即 PSO 算法并不能保证局部收
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敛, 这正与本文分析结论一致.
这里作一个直观分析, 当 PSO 算法运行到迭代

步数 T 以后, 某粒子轨迹 x(t) 处于图 33 所示的位
置, 此时可以认为粒子群算法正在对单峰函数搜索.
根据速度迭代公式 (2), 若速度 v(t) < pg − x(t), 则
轨迹 x(t) 不会改变全局最优点 pg. 如果这个条件在
随后迭代步数 t 都能得到满足, 则轨迹 x(t) 只是会
收敛 pg, 但不会改变 pg 的值. 如果随后粒子群中的
每一个粒子在迭代步 T 以后都满足这种情况, 则 pg

不会收敛到局部最优点, 这就是 PSO 算法不一定能
保证局部收敛的原因.

图 33 局部搜索时的粒子轨迹特点

Fig. 33 Trajectories of particle while searching in

local field

当 t < T , 且目标函数是多峰函数时, pg 在不同

的凹区域动态跳动变化. pg 的动态跳动变化其实在

寻找更好的局部区域, 而此时就是算法在进行全局
开拓.

5 结论

本文在分别考虑算法的交互性和随机性的条件

下, 进一步分析了 PSO 算法收敛性. 根据优化理
论, 在不考虑随机性且计算单峰函数时, PSO 算法
的粒子轨迹最终会收敛全局最优粒子位置 pg; 而当
计算多峰函数时, 粒子最终未必收敛全局最优位置
pg. 但如果增加随机性, 算法计算的函数无论是单
峰函数还是多峰函数, 粒子都会收敛于最优位置 pg.
本文的分析结果能说明 PSO 算法的随机性及交互
性给算法带来的影响, 进一步说明了 PSO 算法如何
体现开拓性和探索性, 揭示算法本质性. 与现有的分
析方法相比, 本文考虑了算法的随机性和粒子间的
交互性, 更进一步考虑了 PSO 算法的因素.
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