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二进神经网络中汉明球突的判定及其逻辑意义

杨 娟 1 陆 阳 1 俞 磊 1 方 欢 1

摘 要 在布尔空间中, 汉明球突表达了一类结构清晰的布尔函数, 由于其特殊的几何特性, 存在线性可分与线性不可分两种

空间结构. 剖析汉明球突的逻辑意义对二进神经网络的规则提取十分重要, 然而, 从线性可分的汉明球突中提取具有清晰逻辑

意义的规则, 以及如何判定非线性可分的汉明球突, 并得到其逻辑意义, 仍然是二进神经网络研究中尚未很好解决的问题. 为

此, 本文首先根据汉明球突在汉明图上的几何特性, 采用真节点加权高度排序的方法, 提出对于任意布尔函数是否为汉明球突

的判定算法; 然后, 在此基础上利用已知结构的逻辑意义, 将汉明球突分解为若干个已知结构的并集, 从而得到汉明球突的逻

辑意义; 最后, 通过实例说明判定任意布尔函数是否为汉明球突的过程, 并相应得到汉明球突的逻辑表达.
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The Judgment for Hamming Sphere Dimple in Binary Neural Networks and

Its Logical Meaning

YANG Juan1 LU Yang1 YU Lei1 FANG Huan1

Abstract In boolean space, Hamming sphere dimple is able to express a kind of boolean function with clear structure.

Hamming sphere dimple contains linearly separable and nonlinearly separable structures because of its special geometric

characteristic. It is very important to analyze the logical meaning of Hamming sphere dimple for extracting rules from

binary neural networks. However, how to extract the rules with explicit logical meaning of the linearly separable and

nonlinearly separable Hamming sphere dimples and how to judge whether a nonlinearly separable boolean function is a

Hamming sphere dimple have not yet been settled. To solve these problems, we firstly analyze the features of Hamming

sphere dimple with Hamming-graph, and then propose an algorithm for judging whether a boolean function is linearly

or nonlinearly separable Hamming sphere dimple by sorting the weighted height of the true nodes. Furthermore, we

decompose Hamming sphere dimple into two known structures to obtain the logical meaning of Hamming sphere dimple

by using the logical meaning of the known structures. Finally, we explain whether an arbitrary boolean function is a

Hamming sphere dimple through examples, and obtain the logical meaning of the corresponding Hamming sphere dimple.
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在模式分类问题中, 二进神经网络一般侧重于
神经网络表达的高效性和简洁性, 主要体现在减少
隐元数目以优化网络结构; 在机器学习和知识发现
问题中, 二进神经网络注重于神经网络内在知识的
可表达性, 主要是神经网络的规则提取问题[1].
从神经网络的结构与权值提取出较为精简的规

则目前仍是研究难点[2−3], 研究方法大致分为两大
类[4]: 基于功能分析的方法和基于结构分析的方法.
基于功能分析方法即是将网络视为一个黑盒, 不考
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虑网络结构及其内部连接权, 提取的规则反映了输
入数据与输出数据间的关系, 用一组规则代替原来
的网络. 近年来, 文献 [5] 提出一种统计的神经网络
规则提取方法, 提取出可理解性好、简洁、紧凑、保
真度高的符号规则, 但该方法的复杂性高, 在使用过
程中需要进行人为干涉, 难以实现规则的自动提取;
文献 [6] 通过引入粗糙集理论及数据挖掘中的相关
方法, 以期利用神经网络的泛化能力提取出高精度
的规则, 但该方法在提取规则时采用分层穷举的方
法, 因而随着网络维数的增大, 算法复杂度呈指数级
增长. 基于结构分析方法的主要思想是将网络分解,
直接分析每个节点在网络中所起功能[7]. 近年来, 文
献 [8] 借助允许剪枝的搜索树存储中间结果, 提出
CoOp 算法, 提取出 “if-then” 形式的规则; 文献 [9]



1460 自 动 化 学 报 38卷

扩展文献 [8], 借助二元判定图 (Binary decision di-
agram, BDD) 存储中间结果, 提取出更为简洁的规
则. “M -of-N” 形式是 “if-then” 规则前件的一种特
殊形式, 对于提取出前件为 “M -of-N” 形式的规则,
大部分算法都采用预处理、聚类、剪枝、训练网络

后再进行规则提取等步骤[10], 文献 [11] 不采用预处
理, 而采用启发式算法剪枝以减少搜索空间, 提取出
前件为 “M -of-N” 形式的规则, 减少了提取出的规
则数目. 但从上述文献来看, 各种规则提取算法都没
有和二进制空间线性可分结构系密切相连, 特别是
对于多种线性可分结构系在二进神经网络学习结果

中同时存在的情况, 没有建立合理的规则提取方法,
故导致提取出的规则数目较多. 由于任何一个二进
神经元都对应于一个线性可分函数, 某些线性可分
函数具有相似的逻辑结构和知识内涵, 组成一类线
性可分结构系, 因此, 如果能从线性可分结构系中挖
掘出其本质的逻辑内涵, 并且对于任意学习算法生
成的二进神经元都能判定属于何种线性可分结构系,
则从二进神经网络中提取出逻辑规则将变得较为容

易.
目前对于某些线性可分结构系已有与二进神经

元等价判别法, 如各类超立方体[12]、SP 函数[13]、汉

明球[1]、笛卡尔球[14]、线性可分的汉明球突[15], 其
中, 各类超立方体、SP 函数、汉明球、笛卡尔球均具
有清晰的逻辑意义, 而线性可分的汉明球突其逻辑
意义尚不清楚. 本文立足于机器学习和规则提取, 研
究了布尔空间中汉明球突的判定及逻辑规则的提取:
首先, 根据汉明球突在结构上的特点, 以及存在线性
可分的汉明球突与线性不可分的汉明球突两种类型,
完善了文献 [15] 中仅提出线性可分的汉明球突的判
别法, 建立了对于任意布尔函数是否为汉明球突的
判定算法; 其次, 利用已有的具有清晰逻辑意义的两
类线性可分结构系: 汉明球与笛卡尔球, 将汉明球突
分解为其并集, 进而得到汉明球突的逻辑意义, 并指
出其表达形式的简洁性; 最后, 通过实例给出了判定
汉明球突的过程, 并相应得到其逻辑表达. 通过本文
的研究, 给出了线性可分的汉明球突的逻辑意义, 并
且得到了一类非线性可分函数的判定方法及逻辑意

义, 为二进神经网络的规则提取增加了新的理论基
础.

1 相关概念

B2 表示 {0, 1} 二元域, F 是 Bn
2 → B2 的任意

映射, 称 F 为 n元布尔函数, Bn
2 构成了 n维布尔函

数样本空间. 对于所有 X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn
2 ,

以 F (x1, x2, · · · , xn) 表示 F 在 X 处的取值, 简记
为 F (X), 称 X 为 Bn

2 中的样本, F (X) 为样本值,

F (X) ∈ B2 .
首先, 对汉明球及汉明球突进行说明.
定义 1. 集合 F−1(1) = {X ∈ Bn

2 | F (X) =
1}, F−1(0) = {X ∈ Bn

2 | F (X) = 0}.
定义 2. 在 Bn

2 中, 对于样本 Xc = (xc
1,

xc
2, · · · , xc

n), 如果存在集合 U(d) = {X =
(x1, x2, · · · , xn) ∈ F−1(1) | dH(Xc, X) ≤ d}, 使
得 U(d) = F−1(1), U(d) = F−1(0), 其中, d 是位

于区间 [0, n] 中的整数, 则 U(d) 称为以Xc 为中心,
半径为 d 的汉明球, dH(Xc, X) 为 Xc 与 X 之间的

汉明距离.
定义 3. 在 Bn

2 中, 对于样本 Xc = (xc
1,

xc
2, · · · , xc

n), 如果存在集合 U(d) = {X =
(x1, x2, · · · , xn) ∈ F−1(1) | dH(Xc, X) ≤ d}, 及
K(d + 1) = {X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ F−1(1) |
dH(Xc, X) = d + 1}, 使得 U(d) ∪ K(d + 1) =
F−1(1), U(d) ∪K(d + 1) = F−1(0), 其中, d 是位

于区间 [0, n] 中的整数, card(K(d + 1)) = m, 其中,
card(K(d + 1)) = m 表示集合 K(d + 1) 中元素个
数为m 个, 则M(d,m) = U(d) ∪K(d + 1) 称为以
Xc 为中心, 半径为 d 的 m 阶汉明球突, K(d + 1)
为突点集.
下面介绍汉明图, 后续定理的证明均是建立在

汉明图的几何意义上进行证明的.
定义 4. n 维汉明图 HG = 〈V, E〉 是表

示 n 维汉明几何空间的一个 n 次正则图. 其

节点集 V 有 2n 个节点, 每个节点对应 n 元

布尔函数 F (x1, x2, · · · , xn) 的一个样本 X =
(x1, x2, · · · , xn), 即相当于 n 维超立方体的一

个顶点. 若 F (x1, x2, · · · , xn) = 1, 称 X =
(x1, x2, · · · , xn) 为真节点; 若 F (x1, x2, · · · , xn) =
0, 称 X = (x1, x2, · · · , xn) 为伪节点. HG 的边集

E 有 2n+1 条边, 每条边邻接两节点间的汉明距离均
为 1.

汉明图在核心节点未确定之前是无向图, 确定
之后是有向图. 并规定核心节点为第 0 层. 图 1 是
n = 4, 核心节点为 (0, 0, 0, 0) 的汉明图. 将图中节
点编码与所要求的不同核心节点的二进码作按位相

加, 即可得到任意核心节点的有向汉明图.
对于中心为 Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), 半径为 d

的汉明球 U(d), 其对应的汉明图即为核心节点为
Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), 从第 0 层一直到第 d 层节点

都为真节点, 其余节点均为伪节点.
对于中心为Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n),半径为 d的

汉明球突 M(d,m), 其对应的汉明图即为核心节点
为 Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), 从第 0 层一直到第 d 层

节点都为真节点, 第 d + 1 层有m 个节点为真节点,
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其余的节点均为伪节点.
图 2 为中心在 (0, 0, 0, 0), 半径为 2 的汉明球

U(2); 图 3 为中心在 (0, 0, 0, 0), 半径为 1 的汉明球
突 M(1, 3), 其中, 黑色节点为真节点, 灰色节点为
伪节点.

图 1 n = 4, 核心节点为 (0, 0, 0, 0) 的汉明图

Fig. 1 The Hamming-graph with the center node

(0, 0, 0, 0), n = 4

图 2 中心在 (0, 0, 0, 0) 的汉明球 U(2)

Fig. 2 Hamming sphere U(2) with the center

node (0, 0, 0, 0)

图 3 中心在 (0, 0, 0, 0) 的汉明球突M(1, 3)

Fig. 3 Hamming sphere dimple M(1, 3) with the

center node (0, 0, 0, 0)

定义 5. 设确定核心节点的 n 维汉明图 HG =
〈V, E〉 中有 C0 个真节点, 取 Ci =

∑C0

m=1 xm
i , 取

权系数 wi = 2Ci − C0, i = 1, 2, · · · , n, 则称
H(Xk) =

∑n

i=1 wix
k
i 为节点Xk = (xk

1 , x
k
2 , · · · , xk

n)
的加权高度.

2 任意汉明球突的判定

引理 1. 对于确定核心节点的 n 维汉明图

HG = 〈V, E〉 中有 C0 个真节点, 按照定义 5 计
算得到权值W = {w1, w2, · · · , wn}, 在此基础上增
加一个真节点 X = (x1, x2, · · · , xn), 若 xp = 1, 则
权系数变为 wnew

p = wp + 1; 若 xp = 0, 则权系数变
为 wnew

p = wp − 1.
证明. 对于未增加节点的汉明图 HG = 〈V, E〉,

按照定义 5,权系数wp = 2Cp−C0, Cp =
∑C0

m=1 xm
p ,

当增加真节点 X = (x1, x2, · · · , xn) 时, 若 xp = 1,
则:

Cnew
p =

C0+1∑
m=1

xm
p =

C0∑
m=1

xm
p + xp =

C0∑
m=1

xm
p + 1 = Cp + 1

又由于 Cnew
0 = C0 + 1 , 则:

wnew
p = 2Cnew

p − Cnew
0 = 2 (Cp + 1)− (C0 + 1) =

2Cp − C0 + 1 = wp + 1

同理, 若 xp = 0 , 则:

Cnew
p =

C0+1∑
m=1

xm
p =

C0∑
m=1

xm
p + xp =

C0∑
m=1

xm
p + 0 = Cp + 0 = Cp

又由于 Cnew
0 = C0 + 1 , 则:

wnew
p = 2Cnew

p − Cnew
0 = 2Cp − (C0 + 1) =

2Cp − C0 − 1 = wp − 1

¤
定理 1. 对于汉明球突M(d, k), 若其中心节点

Xc = (xc
1, x

c
2, · · · , xc

n) 中 xc
p = 1, 则由定义 5 计算

得权系数 wp ≥ 0; 若其中心节点 Xc 中 xc
p = 0, 则

权系数 wp ≤ 0.
证明. 对于汉明球突M(d, k), 设其中心节点为

Xc = (xc
1, x

c
2, · · · , xc

n).
情况 1. 若 xc

p = 1.
当仅一个节点时, 由定义 5 计算得 wp = 1.
当 d = 0 时, 逐渐增加第一层节点 X1 =

(x1
1, x

1
2, · · · , x1

n), 若 x1
p = 0, 由引理 1 可得 wnew

p =
wp − 1 = 1 − 1 = 0; 若 x1

p = 1, 由引理 1 可得
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wnew
p = wp + 1 = 1 + 1 = 2. 从引理 1 可以推出, 增
加第 p 位为 0 的节点, 使得权系数 wp 减少 1, 增加
第 p 位为 1 的节点, 使得权系数 wp 增加 1, 而第一
层最多只能增加一个第 p 位为 0 的节点, 故 wp ≥ 0.
当 d = 1 时, 即第一层所有节点都为真节点, 对于汉
明球U(1),计算得wp = n−1,当逐渐增加第二层节
点X2 = (x2

1, x
2
2, · · · , x2

n) 时, 若 x2
p = 0, 则由引理 1

可得 wnew
p = wp − 1 = (n− 1)− 1 > 0; 若 x2

p = 1,
则由引理 1 可得 wnew

p = wp + 1 = (n− 1) + 1 > 0.
而对于第二层最多可以增加 C1

n−1 个第 p 位为 0
的节点, 故权系数最小为 wnew

p = wp − (n − 1) =
(n− 1)− (n− 1) = 0, 故 wp ≥ 0.

对于 2 ≤ d ≤ n 时, M(d, k) 中前 d 层中所有

节点均为真节点, 则对于汉明球 U(d) 中, 由定义 5
计算权系数, 根据汉明图的结构, 可得:

Cp = 1 + C1
n−1 + C2

n−1 + · · ·+ Cd
n−1

C0 = 1 + C1
n + C2

n + · · ·+ Cd
n

wp = 2Cp − C0 =

2
(
1 + C1

n−1 + · · ·+ Cd
n−1

)−(
1 + C1

n + C2
n + · · ·+ Cd

n

)
=

1 + 2
(
C1

n−1 + · · ·+ Cd
n−1

)−(
C1

n + C2
n + · · ·+ Cd

n

)
(1)

由组合数的性质, 对于任意的 n, k, 0 ≤ k ≤ n, 有
Ck

n = Ck
n−1 + Ck−1

n−1, 则式 (1) 可化简为

wp = 2Cp − C0 =

1 + 2(C1
n−1 + · · ·+ Cd

n−1)−
(C1

n + C2
n + · · ·+ Cd

n) =

1 + 2(C1
n−1 + · · ·+ Cd

n−1)−
(C1

n−1 + C0
n−1 + C2

n−1+

C1
n−1 + · · ·+ Cd

n−1 + Cd−1
n−1) =

1 + 2(C1
n−1 + · · ·+ Cd

n−1)−
(C1

n−1 + C2
n−1 + · · ·+ Cd

n−1+

C0
n−1 + C1

n−1 + · · ·+ Cd−1
n−1) =

1 + (C1
n−1 + · · ·+ Cd

n−1)−
(C0

n−1 + C1
n−1 + · · ·+ Cd−1

n−1) = Cd
n−1

而对于第 d + 1 层最多可以增加 Cd
n−1 个第 p 位为

0 的节点, 故权系数最小为 wnew
p = wp − Cd

n−1 =
Cd

n−1 − Cd
n−1 = 0, 故 wp ≥ 0.

故对于任意 d, 若其中心节点 Xc 的第 p 位为 1
时, 则权系数 wp ≥ 0.
情况 2. 若 xc

p = 0.
当仅一个节点时, 由定义 5 计算得 wp = −1.

当 d = 0 时, 逐渐增加第一层节点 X1 =
(x1

1, x
1
2, · · · , x1

n), 若 x1
p = 0, 由引理 1 可得 wnew

p =
wp − 1 = −1 − 1 = −2 < 0; 若 x1

p = 1, 由引理 1
可得 wnew

p = wp + 1 = −1 + 1 = 0. 从引理 1 可以
推出, 增加第 p 位为 0 的节点, 使得权系数 wp 减少

1, 增加第 p 位为 1 的节点, 使得权系数 wp 增加 1,
而第一层最多只能增加一个第 p 位为 1 的节点, 故
wp ≤ 0.

当 d = 1 时, 即第一层所有节点都为真节点, 对
于汉明球 U(1), 计算得 wp = −(n− 1), 当逐渐增加
第二层节点X2 = (x2

1, x
2
2, · · · , x2

n)时,若 x2
p = 0,则

由引理 1 可得 wnew
p = wp − 1 = −(n− 1)− 1 < 0;

若 x2
p = 1, 则由引理 1 可得 wnew

p = wp + 1 =
−(n − 1) + 1 = −n + 2 < 0. 而对于第二层最多可
以增加 C1

n−1 个第 p 位为 1 的节点, 故权系数最大
为 wnew

p = wp + (n− 1) = −(n− 1) + (n− 1) = 0,
故 wp ≤ 0.

同理可证 2 ≤ d ≤ n 时, wp ≤ 0.
综合情况 1 和情况 2, 该定理得证. ¤
由定理 1 的证明过程可得推论 1.
推论 1. 对于汉明球突 M(d, k), 当且仅当第

d + 1 层有 Cd
n−1 个突点, 且突点的第 p 位与其中心

节点 Xc 的第 p 位不同时, 权系数 wp = 0.
定理 2. 对于汉明球突M(d, k), 则由定义 5 计

算权值, W = {w1, w2, · · · , wn}, 至多只能有一个权
系数 wi 为 0, i = 1, 2, · · · , n.
证明(反证法).
假设权值 W = {w1, w2, · · · , wn} 中有两个权

系数为 0,设为wp = wq = 0,并设汉明球突M(d, k)
的中心节点为 Xc.
由于 wp = 0, 则由推论 1 可知, 第 d + 1 层中只

能有 Cd
n−1 个节点, 且其第 p 位与中心节点Xc 的第

p 位不同; 又由于 wq = 0, 并且由于第 d + 1 层只有
Cd

n−1 个节点, 则该 Cd
n−1 个节点的第 q 位与 Xc 的

第 q 位不同, 故第 d + 1 层的 Cd
n−1 个节点满足以下

两个条件:

1) Xd+1 =
(· · · , xc

p, · · · , xc
q, · · ·

)
;

2) dH

(
Xd+1, Xc

)
= d + 1;

但满足上述要求的节点共有 Cd−1
n−2 节点, 又由于

Cd
n−1 = Cd

n−2 + Cd−1
n−2, 且 Cd

n−2 > 0, 故 Cd−1
n−2 <

Cd
n−1, 与第 d + 1 层只有 Cd

n−1 个节点矛盾, 故至多
只能有一个权系数为 0. ¤

定理 3. 对于汉明球突M(d, k), 则加权高度最
大的节点一定位于中心节点.
证明. 对于汉明球突 M(d, k), 设其中心节点

为 Xc = (xc
1, x

c
2, · · · , xc

n), 由定义 5 计算得权值
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为W = {w1, w2, · · · , wn}, 对于任意的非中心节点
X = (x1, x2, · · · , xn),

H (Xc)−H (X) =
n∑

i=1

wix
c
i −

n∑
i=1

wixi =
n∑

i=1

wi (xc
i − xi)

(2)

1) 若 xc
i = xi = 1, 则 wi (xc

i − xi) = 0;
2) 若 xc

i = 1, xi = 0, 则 wi (xc
i − xi) = wi, 又

由定理 1, 当 xc
i = 1 时, wi ≥ 0, 故 wi (xc

i − xi) =
|wi|;

3) 若 xc
i = 0, xi = 1, 则 wi (xc

i − xi) = −wi,
又由定理 1, 当 xc

i = 0时, wi ≤ 0, 故wi (xc
i − xi) =

|wi|;
4) 若 xc

i = xi = 0, 则 wi (xc
i − xi) = 0.

综合上述 4 种情况, 设 dH (Xc, X) = s,
1 ≤ s ≤ n, 设 X 与 Xc 不同码元的角标集合为

J = {j1, j2, · · · , js}, 则式 (2) 为

H (Xc)−H (X) =
∑
i∈J

|wi| ≥
min {|w1| , |w2| , · · · , |wn|}

由定理 2, 权值W = {w1, w2, · · · , wn} 中至多有一
个权系数为 0, 故若 dH (Xc, X) = s, 2 ≤ s ≤ n 时,
H (Xc) − H (X) > 0; 若 dH (Xc, X) = 1, 在集合
S = {X |dH (Xc, X) = 1} 中至多有 1 个 X

′ ∈ S,
使得 H (Xc)−H

(
X

′)
= 0.

而对于汉明球突 M (d, k), 若 H (Xc) =
H

(
X

′)
, 则从汉明图的几何结构上 Xc 与第一层

节点X
′
都可作为中心节点, 故汉明球突中加权高度

最大的节点一定位于中心节点. ¤
对于任意 n 维布尔函数, 其中, 有 m 个为真节

点, 其余 2n −m 个为伪节点, 由于汉明球突中其加
权高度最大的节点即为中心节点, 故可建立是否为
汉明球突的判别算法.
具体算法步骤如下:
1) 若 m ∈ (C0

n + C1
n + · · · + Cd

n, C0
n + C1

n +
· · ·+ Cd

n + Cd+1
n ), 则其空间逻辑结构可能为汉明球

突M(d, k), 其中, k = m− (
C0

n + C1
n + · · ·+ Cd

n

)
;

2) 计算m 个真样本的加权高度 H (X);
3) 将真样本的加权高度 H (X) 排序, 最大的

H (X) 所对应的节点 Xc 即为中心节点;
4) s = 0;
5) 若集合 {X |dH (X, Xc) = s} 中的所有节点

都为真节点, 则进行步骤 6), 否则进行步骤 7);
6) s = s + 1, 若 s ≤ d, 则转回步骤 5), 否则进

行步骤 8);
7) 则该布尔函数逻辑上不是汉明球突, 结束判

别;
8) 若集合 {X |dH (X, Xc) = s} 中恰好有 k =

m − (
C0

n + C1
n + · · ·+ Cd

n

)
个节点为真节点, 则该

布尔函数在逻辑上是汉明球突M(d, k), 否则不是汉
明球突, 结束判别.

对于任意布尔函数, 文献 [16] 可以判别是否为
线性可分函数. 若是线性可分函数, 采用文献 [15]
中判别法即可以判别是否为线性可分的汉明球突,
若是非线性可分函数, 目前无法判别其结构; 但通过
上述算法, 对于任意布尔函数, 根据汉明球突在几何
上的特点, 不论该函数是否线性可分, 上述算法均可
以判定其结构是否为汉明球突, 为进一步提取布尔
函数的逻辑意义作为基础.

3 汉明球突的逻辑意义

在二进神经网络中, 二进神经元的知识内涵和
其对应的空间结构有很强的内在关系, 这种知识内
涵往往通过空间结构的逻辑意义予以表达, 因此, 研
究二进神经网络中各类空间结构的逻辑意义具有重

要的意义. 汉明球突是二进神经网络中一类重要的
空间结构, 接下来介绍如何从汉明球突中提取其逻
辑意义.
定义 6. 对于中心节点为 Xc 的汉明球突

M(0, k), 其突点为与 Xc 之间汉明距离为 1 的 k

个样本, 称此时的汉明球突M(0, k) 为笛卡尔球, 记
为 C(Xc, k).
文献 [15] 指出对于任意的汉明球突M(d, k) 随

着其半径、突点个数及位置的不同, 有些是线性可分
的, 有些是线性不可分的; 但对于 d = 0 时的汉明球
突M(0, k) 即笛卡尔球, 文献 [16] 证明其是线性可
分的, 文献 [14] 又给出该结构的逻辑意义.

引理 2[14]. 设笛卡尔球 C (Xc, k) 的中心节点
为Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), 其 k 个突点与Xc 分别在

集合 S = {s1, s2, · · · , sk} 位码元相异, 则该笛卡尔

球 C (Xc, k)的逻辑意义可表达为
(

n∧
i=1,i/∈S

xc
i

)
∧U ,

其中, U 为 Bk
2 中 d = 1 的汉明球, ∧ 为逻辑与.

从汉明球突的定义可知, 半径为 0 的汉明球突
即为笛卡尔球, 即笛卡尔球为汉明球突的一个特例,
故由引理 2 可以得到汉明球突 M(0, k) 逻辑意义;
而对于半径大于 0 的汉明球突, 从其在汉明图上的
结构特点发现, 汉明球突可以分解为一个汉明球与
若干个笛卡尔球间并集, 借助汉明球与笛卡尔球的
逻辑意义, 即得定理 4.

定理 4. 对于中心节点为Xc = (xc
1, x

c
2, · · · , xc

n)
的 汉 明 球 突 M (d, k), 设 其 k 个 突 点 为

X1, X2, · · · , Xk, 若 X1, X2, · · · , X l1 的父节点为
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L1, X l1+1, X l1+2, · · · , X l2 的父节点为 L2, · · · ,
X ls−1+1, X ls−1+2, · · · , Xk 的父节点为 Ls, 则汉明
球突可表达为

M (d, k) = U(d)∨C (L1, l1)∨C (L2, l2 − l1)∨· · ·∨
C (Ls, k − ls−1)

其中, C (L1, l1) 是突点为 X1, X2, · · · , X l1 的笛卡

尔球, C (L2, l2 − l1) 是突点为 X l1+1, X l1+2, · · · ,

X l2 的笛卡尔球, · · · , C (Ls, k − ls−1) 是突点为
X ls−1+1, X ls−1+2, · · · , Xk 的笛卡尔球, ∨ 为逻辑或.
证明. 对于中心节点为 Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n)
的汉明球突M (d, k), k 个突点为 X1, X2, · · · , Xk,
由汉明球突的定义可知:

M (d, k) = U (d) ∨X1 ∨X2 ∨ · · · ∨Xk

又由于:

C (L1, l1) ∨ C (L2, l2 − l1) ∨ · · · ∨
C (Ls, k − ls−1) =(
L1 ∨X1 ∨X2 ∨ · · · ∨X l1

)∨(
L2 ∨X l1+1 ∨X l1+2 ∨ · · · ∨X l2

) ∨ · · · ∨(
Ls ∨X ls−1+1 ∨X ls−1+2 ∨ · · · ∨Xk

)

故

U(d) ∨ C (L1, l1) ∨ C (L2, l2 − l1) ∨ · · · ∨
C (Ls, k − ls−1) =

U(d) ∨ (
L1 ∨X1 ∨X2 ∨ · · · ∨X l1

)∨(
L2 ∨X l1+1 ∨X l1+2 ∨ · · · ∨X l2

) ∨ · · · ∨(
Ls ∨X ls−1+1 ∨X ls−1+2 ∨ · · · ∨Xk

)
=

U (d) ∨ (L1 ∨ L2 ∨ · · · ∨ Ls)∨(
X1 ∨X2 ∨ · · · ∨X l1 ∨X l1+1 ∨X l1+2 ∨ · · · ∨

X l2 ∨ · · · ∨X ls−1+1 ∨X ls−1+2 ∨ · · · ∨Xk
)

=

U (d) ∨ (L1 ∨ L2 ∨ · · · ∨ Ls)∨(
X1 ∨X2 ∨ · · · ∨Xk

)

又由于 L1 ∨ L2 ∨ · · · ∨ Ls ∈ U (d), 故:

U(d) ∨ C (L1, l1) ∨ C (L2, l2 − l1) ∨ · · · ∨
C (Ls, k − ls−1) =

U (d) ∨ (
X1 ∨X2 ∨ · · · ∨Xk

)
= M(d, k)

故得证. ¤
由定理 4 及引理 2, 即可得到任意汉明球突的逻

辑意义, 对于任意给定的样本集合, 可以按照图 4 流
程进行判断, 如果空间结构为汉明球突, 可以得到其
逻辑表达.

图 4 任意样本是否为汉明球突的逻辑结构判定流程图

Fig. 4 The flow chart of judging Hamming sphere dimple

下面对定理 4 中分解的笛卡尔球的数目进行说
明.

定义 7. 对于确定核心节点的 n 维汉明图

HG = 〈V, E〉, 第 d 层的全部节点可由第 d − 1
层节点作为父节点生成, 其所需第 d− 1 层节点的最
少数目记为 F (d− 1).

定义 8. 对于确定核心节点的 n 维汉明图

HG = 〈V, E〉, 若第 d − 1 层中 F (d − 1) 个节点
即可生成第 d 层的所有节点, 则称该第 d − 1 层
的 F (d − 1) 个节点与第 d 层的 Cd

n 个节点构成

汉明图的第 (d− 1) ∼ d 层的精简子结构, 记为(
F (d− 1) , Cd

n

)
.

定义 9. 对于确定核心节点的 n 维汉

明图 HG = 〈V, E〉, 其第 (d− 1) ∼ d 层的

精简子结构为
(
F (d− 1) , Cd

n

)
, 设该 F (d − 1)

个节点为 X1, X2, · · · , XF (d−1), 第 d 层的所有

节点由 X1, X2, · · · , XF (d−1) 生成, 即 X1 生成

X11, X12, · · · , X1S1 ; X2 生成与 X1 所生成的子

节点不同的其他子节点 X21, X22, · · · , X2S2 ; 以
此类推, X2F (d−1) 生成与 X1, X2, · · · , XF (d−1)−1

所 生 成 的 子 节 点 所 不 同 的 其 他 子 节 点

XF (d−1)1, XF (d−1)2, · · · , XF (d−1)SF (d−1) . 其 中∑F (d−1)

i=1 Si = Cd
n, 称 T i = (X i : X i1, X i2, · · · ,

X iSi) (i = 1, 2, · · · , F (d− 1)) 为精简子结构(
F (d− 1) , Cd

n

)
的子树.

定义 10. 对于确定核心节点的 n 维汉明图

HG = 〈V, E〉, 其第 (d− 1) ∼ d 层的精简子结构

为
(
F (d− 1) , Cd

n

)
, 称第 d− 1 层 F (d− 1) 个节点

X1, X2, · · · , XF (d−1) 之外的节点为冗余节点.
图 5 为第 1 ∼ 2 层的精简子结构 (F (1),

C2
n) 示意图, 如图 5 所示第 1 层的 5 个节
点 (1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0),
(0, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0) 即可生成第 2 层的
所有 C2

6 = 15 个节点, 节点 (0, 0, 0, 0, 0, 1) 为冗余
节点, (F (1) , C2

n) 的子树即为

T 1 =
(
(1, 0, 0, 0, 0, 0) : (1, 1, 0, 0, 0, 0) ,
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(1, 0, 1, 0, 0, 0) , (1, 0, 0, 1, 0, 0) , (1, 0, 0, 0, 1, 0) ,

(1, 0, 0, 0, 0, 1)
)

T 2 =
(
(0, 1, 0, 0, 0, 0) : (0, 1, 1, 0, 0, 0) ,

(0, 1, 0, 1, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 1)
)

T 3 =
(
(0, 0, 1, 0, 0, 0) : (0, 0, 1, 1, 0, 0) ,

(0, 0, 1, 0, 1, 0) , (0, 0, 1, 0, 0, 1)
)

T 4 =
(
(0, 0, 0, 1, 0, 0) : (0, 0, 0, 1, 1, 0) ,

(0, 0, 0, 1, 0, 1)
)

T 5 =
(
(0, 0, 0, 0, 1, 0) : (0, 0, 0, 0, 1, 1)

)

定理 5. 对于确定核心节点的 n 维汉明

图 HG = 〈V, E〉, 其第 (d− 1)∼ d 层的精简

结构为
(
F (d− 1) , Cd

n

)
, 由其每个子树 T i =

(X i : X i1, X i2, · · · , X iSi) (i = 1, 2, · · · , F (d− 1))
再生成精简结构, 则每棵子树的叶子节点
X i1, X i2, · · · , X iSi (i = 1, 2, · · · , F (d− 1))中有一
个节点为冗余节点.

证明. 对于子树T i = (X i : X i1, X i2, · · · , X iSi),
设 X i1 与 X i 不同码元位为 m1, X i2 与 X i 不同码

元位为m2, · · · , X iSi 与X i 不同码元为mSi
. 由 T i

的叶子节点生成精简结构, 根据定义 9 可得:
X i1 生成的所有不重复的子节点与 X i1 不同码

元位分别为m2,m3, · · · ,mSi
;

X i2 生成的所有不重复的子节点与 X i2 不同码

元位分别为m3, · · · ,mSi
;
...

X i(Si−1) 生成的所有不重复的子节点与

X i(Si−1) 不同码元位为mSi
;

由此可得 X iSi 没有与上述不重复的子节点, 故
X iSi 为冗余节点, 不失一般性, 每个子树的叶子节
点 X i1, X i2, · · · , X iSi 中有一个节点为冗余节点. ¤
定理 6. 对于确定核心节点的 n 维汉明图

HG = 〈V, E〉, 其第 d ∼ (d + 1) 层的精简子结
构为

(
F (d) , Cd+1

n

)
, 则 F (d) = Cd

n − F (d− 1), 其
中 F (0) = 1.

证 明. 第 d 层 有 Cd
n 个 节 点, 在 第

(d− 1) ∼ d 层的精简子结构
(
F (d− 1) , Cd

n

)
中, 由定义 9 可知有 F (d − 1) 棵子树, 即
为 T 1 = (X1 : X11, X12, · · · , X1S1), T 2 =
(X2 : X21, X22, · · · , X2S2), · · · , T F (d−1) =(
XF (d−1) : XF (d−1)1, XF (d−1)2, · · · , XF (d−1)SF (d−1)

)
,

则 Cd
n 个节点分为 F (d − 1) 组, 对于每组, 再

生成精简结构, 即得到第 d ∼ (d + 1) 层的精
简子结构

(
F (d) , Cd+1

n

)
, 由定理 5 可知, 每组中

X i1, X i2, · · · , X iSi 均有一个节点为冗余节点, 故
F (d) = Cd

n − F (d− 1). 另外, 对于第 0 层只有一
个节点, 生成了第 1 层, 故 F (0) = 1. ¤
由定理 6 可知, 第 d 层所需最少节点数目在最

坏的情况下通过递推公式可以计算出来, 故对于任
意的汉明球突M(d, k), 在最坏的情况下, 其逻辑表
达为M (d, k) = U(d)∨C (L1, l1)∨C (L2, l2 − l1)∨
· · · ∨ C

(
LF (d), k − lF (d)−1

)
, 其中, C (Li, li − li−1),

(l0 = 0, lF (d) = k, i = 1, 2, · · · , F (d)) 为中心在 Li,
含有 li − li−1 个突点的笛卡尔球, 即笛卡尔球的数
目在最坏的情况下为 F (d) 个.
由于 F (d) = Cd

n − F (d− 1) < Cd
n, 并且根

据布尔函数的互补性, 只需考虑 d ≤ [n/2] 的
汉明球突, 故 F (d) < Cd

n < Cd+1
n , 因而对于突

点为 X1, X2, · · · , Xk 的汉明球突 M (d, k), 定理
4 提出的逻辑表达比定义表达式即 M (d, k) =
U (d) ∨X1 ∨X2 ∨ · · · ∨Xk 简洁有效.

图 5 n = 6 时, 第 1 ∼ 2 层精简子结构及其子树示意图

Fig. 5 The schematic diagram of 1 ∼ 2 simplified substructure and its subtrees, n = 6
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4 举例分析

对于前文讨论的判别方法及逻辑意义的提取,
例 1 和例 2 分别用线性可分的汉明球突及线性不可
分的汉明球突分析说明; 例 3 和例 4 进一步说明借
助汉明球突的逻辑意义, 从网络中提取网络规则.
例 1. B6

2 中, X = (x1, x2, x3, x4, x5, x6), 输入
样本集合D1 = {5, 9, 12, 13, 15, 17, 20, 21, 23, 24, 25,
27, 28, 29, 30, 31, 45, 47, 52, 53, 55, 56, 57, 59, 60, 61,
62, 63}, 在 6 维布尔空间中, D1 集合中元素的样本

值为 “1”, 其余样本的样本值为 “0”, 对应的卡诺图
如图 6.

图 6 D1 卡诺图

Fig. 6 Karnaugh map of D1

利 用 几 何 学 习 算 法[16], 可 以 判 定 该 函
数 为 线 性 可 分 函 数, 并 得 到 权 值 W =
{10, − 8, 12, 12, 14, − 4}, 阈值 θ = 21.
由 于 该 函 数 是 线 性 可 分 函 数, 利 用 文

献 [15] 的 方 法, 可 判 定 其 逻 辑 结 构 为 汉

明 球 突, 即 线 性 可 分 的 汉 明 球 突, 中 心 为
(1, 0, 1, 1, 1, 0), 半径为 2, 突点有 6 个, 分别
为 (0, 0, 0, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1, 1, 1,),
(1, 1, 1, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 1, 1). 由
定理 4, 可得其逻辑关系可表示为

F = U (2) ∨ C ((1, 1, 1, 1, 1, 1) , 4)∨
C ((1, 0, 0, 1, 1, 1) , 1) ∨ C ((0, 0, 1, 1, 1, 1) , 1)

其中, U(2) 为中心为 (1, 0, 1, 1, 1, 0), 半径为
2 的汉明球; C ((1, 1, 1, 1, 1, 1) , 4) 为中心为
(1, 1, 1, 1, 1, 1), 含 有 4 个 突 点 的 笛 卡 尔 球;
C ((1, 0, 0, 1, 1, 1) , 1) 为中心为 (1, 0, 0, 1, 1, 1), 含
有 1 个突点的笛卡尔球; C ((0, 0, 1, 1, 1, 1) , 1) 为
中心为 (0, 0, 1, 1, 1, 1), 含有 1 个突点的笛卡尔
球. 该逻辑表达中只需用 3 个笛卡尔球就可表达,
3 < F (2) = 10, 不属于最坏的情况.
例 2. B6

2 中, X = (x1, x2, x3, x4, x5, x6), 输入
样本集合D2 = {1, 4, 5, 7, 9, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20,

21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 37, 41, 44, 45, 47,

53, 57, 60, 61, 63}, 在 6 维布尔空间中, D2 集合中

元素的样本值为 “1”, 其余样本的样本值为 “0”, 对
应的卡诺图如图 7.

图 7 D2 卡诺图

Fig. 7 Karnaugh map of D2

利用几何学习算法[16], 可以判定该函数为线性
不可分函数. 再利用本文提出的算法:

1) 共有 m = 32 个真节点, 故 m ∈
(C0

6 + C1
6 + C2

6 , C0
6 + C1

6 + C2
6 + C3

6 ), 则可能为
M(2, 10);

2) 计算 32 个样本的加权高度, X =
(x1, x2, x3, x4, x5, x6), 根据定义 5 计算 C0 = 32,
C1 = 22, C2 = 10, C3 = 21, C4 = 20, C5 = 19,
C6 = 10, 进而 w1 = 12, w2 = −12, w3 = 10,
w4 = 8, w5 = 6, w6 = −12, 计算加权高度如表 1.

表 1 D2 元素加权高度比较表

Table 1 The weighted height of elements in D2

X H(X) X H(X)

000110 14 111111 12

000010 6 111101 6

100000 12 101000 22

100100 20 101100 30

100110 26 101110 36

100010 18 101010 28

100111 14 101011 16

100101 8 101111 24

110110 14 101101 18

110010 6 101001 10

010110 2 001000 10

011110 12 001100 18

111000 10 001110 24

111100 18 001010 16

111110 24 001111 12

111010 16 001101 6

由此可得加权高度最大的节点为 (1, 0, 1, 1, 1, 0), 即
Xc = (1, 0, 1, 1, 1, 0);

3) 集 合 {X|dH(X, Xc) = 1} 与 {X|
dH(X, Xc) = 2} 中所有节点都为真节点;

4) 集合 {X |dH (X, Xc) = 3} 中恰好有 k =
m − (C0

6 + C1
6 + C2

6 ) = 10 个, 故该函数为线性
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不可分的汉明球突 M (2, 10), 即中心为 Xc =
(1, 0, 1, 1, 1, 0), 半径为 2, 突点个数为 10, 分别
为 (0, 1, 0, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0),
(0, 0, 1, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0, 0, 0), (1,

1, 1, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1, 0, 1), (1, 0,

1, 0, 0, 1). 该 10 个突点找不到共同的父节点, 故
属于最坏的情况, 需要 F (2) = 10 个笛卡尔球可表
达, 该逻辑关系为

F =U(2) ∨ C ((0, 1, 1, 1, 1, 0) , 1)∨
C ((0, 0, 0, 1, 1, 0) , 1) ∨ C ((0, 0, 1, 0, 1, 0) , 1)∨
C ((0, 0, 1, 1, 0, 0) , 1) ∨ C ((1, 1, 0, 1, 1, 0) , 1)∨
C ((1, 1, 1, 0, 1, 0) , 1) ∨ C ((1, 1, 1, 1, 0, 0) , 1)∨
C ((1, 0, 0, 0, 1, 0) , 1) ∨ C ((1, 0, 0, 1, 0, 0) , 1)∨
C ((1, 0, 1, 0, 0, 0) , 1)

其中, U (2) 是中心为 (1, 0, 1, 1, 1, 0), 半径为 2 的汉
明球,

C
(
(0, 1, 1, 1, 1, 0), 1

)
, C

(
(0, 0, 0, 1, 1, 0), 1

)
,

C
(
(0, 0, 1, 0, 1, 0), 1

)
, C

(
(0, 0, 1, 1, 0, 0), 1

)
,

C
(
(1, 1, 0, 1, 1, 0), 1

)
, C

(
(1, 1, 1, 0, 1, 0), 1

)
,

C
(
(1, 1, 1, 1, 0, 0), 1

)
, C

(
(1, 0, 0, 0, 1, 0), 1

)
,

C
(
(1, 0, 0, 1, 0, 0), 1

)
, C

(
(1, 0, 1, 0, 0, 0), 1

)

均为只有一个突点的笛卡尔球.
例 3. 文献 [17]中 7 bit二进制函数,集合D3 =

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 16, 17, 21, 32, 33, 34, 36, 40, 48,

64, 65, 66, 68, 69, 72, 80, 81, 84, 85, 87, 93, 96, 100,

101, 102, 108, 116, 117} 中的 36 个元素的样本值为
“1”, 其余样本的样本值为 “0”.
针对该问题, 文献 [18] 采用汉明图学习

算法, 在隐层使用 3 个神经元, 第一个神经
元 N1 可以将样本 A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9,

16, 17, 32, 33, 34, 36, 40, 48, 64, 65, 66, 68, 72, 80, 96}
分离出来, 第二个神经元 N2 可以将样本 B =

{21, 69, 81, 84, 85, 87, 93, 116, 117} 分离出来, 第三
个神经元 N3 可以将样本 C = {100, 101, 102, 108}
分离出来, 虽然其可以使用较为简洁的网络结构实
现该布尔函数, 但并没有挖掘出每个神经元的逻辑
意义, 更不能得到该函数的逻辑表达.

采用本文提出的算法, 可以判别样本集 A 为汉

明球突M(1, 15), 由定理 4 可得到其逻辑关系为

FA = U (1) ∨ C ((0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) , 6)∨
C ((0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) , 4) ∨ C ((1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) , 5)

其 中, U(1) 为 中 心 在 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), 半

径 为 1 的 汉 明 球, C ((0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) , 6),
C ((0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) , 4) 与 C ((1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) , 5)
分别为笛卡尔球, 如图 8 所示 (实心节点样本值为
“1”).

样本集 B 为中心在 (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1), 半径为 1
的汉明球突M(1, 1), 由定理 4 可得其逻辑关系为

FB = U (1) ∨ C ((1, 0, 1, 0, 1, 0, 0) , 1)

其中, U(1) 为中心在 (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1), 半径为 1 的
汉明球, C ((1, 0, 1, 0, 1, 0, 0) , 1)为笛卡尔球, 如图 9
所示 (实心节点样本值为 “1”).

样本集 C 为中心在 (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0), 半径为 0
的汉明球突M(0, 3), 即笛卡尔球, 故其逻辑关系为

FC = C ((1, 1, 0, 0, 1, 0, 0) , 3)

如图 10 所示 (实心节点样本值为 “1”, 虚线节点样
本值仍为 “1”, 但在神经元 N1, N2 中已经将此类节

点实现出来, 故此处不需重复).
故综合上述三个神经元 N1, N2 和 N3, 则对于

7 bit 二进制函数 F−1 (1) = D3, 可将其表示为

F = M (1,15)∨M (1,1)∨M (0,3) = FA∨FB ∨FC

故得到了该布尔函数的逻辑表达.

图 8 神经元 N1 所示的汉明球突M(1, 15)

Fig. 8 Neuron N1 expressing Hamming sphere dimple M(1, 15)
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图 9 神经元 N2 所示的汉明球突M(1, 1)

Fig. 9 Neuron N2 expressing Hamming sphere dimple M(1, 1)

图 10 神经元 N3 所示的汉明球突M(0, 3)

Fig. 10 N3 expressing Hamming sphere dimple M(0, 3)

例 4. 对于文献 [19] 中的 6 bit 逼近圆域,
该圆心在 (4, 4), 直径为 4, 落在圆内及圆上的
样本值为 “1”, 落在圆外的样本值为 “0”, 如图
11 所示, 其卡诺图如图 12, 这是典型的非线
性可分函数, 可以归结为一个 B6

2 空间中的布

尔函数 F (x1, x2, x3, x4, x5, x6), 其中, F−1 (1) ={
010011, 011011, 011010, 010100, 011100, 011101,

101011, 100011, 100010, 101100, 100100, 100101
}
.

许多学者采用不同的学习算法[17−18, 20−21] 实现

该问题, 对于三层前向二进神经网络, 目前研究表明
隐层最少需要使用 4 个神经元, 而对于这 4 个神经
元所表达的逻辑意义仍不清楚, 文献 [20] 将分解结
果表示为加权汉明球, 而加权汉明球目前仍未提取
出清晰的逻辑意义; 文献 [18] 借助汉明图可以快速
地通过 4 个隐元实现, 并未指出每个神经元的逻辑
含义; 文献 [21] 将分解结果用十进制来表示, 从中
更难以提取出清晰的逻辑意义. 上述三种学习算法
通过 4 个神经元 S1, S2, S3, S4 将 F−1 (1) 中的样本
{010011,011011,011010},{010100,011100,011101},
{101011,100011,100010},{101100,100100,100101}
分别实现. 对于神经元 S1, S2, S3, S4 采用文献 [15]
的方法判别出其均为半径为 0 的汉明球突, 利用定
理 4 进一步得出每个神经元的逻辑意义:

S1 = C ((0, 1, 1, 0, 1, 1) , 2) = x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧
x5∧U1 (1), 其中, U1 (1) 为B2

2 空间中中心为 (1, 1),
半径为 1 的汉明球;

S2 = C ((0, 1, 1, 1, 0, 0) , 2) = x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧
x5∧U2 (1), 其中, U2 (1) 为B2

2 空间中中心为 (1, 0),
半径为 1 的汉明球;

图 11 6 bit 逼近圆域

Fig. 11 Circular region obtained by 6 bit

quantization

图 12 6 bit 逼近圆域卡诺图

Fig. 12 Karnaugh map of circular region obtained by

6 bit quantization

S3 = C ((1, 0, 0, 0, 1, 1) , 2) = x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧
x5∧U3 (1), 其中, U3 (1) 为B2

2 空间中中心为 (0, 1),
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半径为 1 的汉明球;
S4 = C ((1, 0, 0, 1, 0, 0) , 2) = x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧

x5∧U4 (1), 其中, U4 (1) 为B2
2 空间中中心为 (0, 0),

半径为 1 的汉明球.
故 6 bit 逼近圆域函数

F (x1, x2, x3, x4, x5, x6) =
(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ x5 ∧ U1 (1))∨
(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ x5 ∧ U2 (1))∨
(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ x5 ∧ U3 (1))∨
(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ x5 ∧ U4 (1))

5 结论

在布尔空间中, 汉明球突是一类结构清晰的布
尔函数, 由于其结构上的特性, 存在线性可分和线
性不可分两种, 本文在前面工作[15] 的基础上, 首先,
对于任意样本提出是否为汉明球突的判定算法; 其
次, 将汉明球突分解为汉明球与笛卡尔球并集, 得出
汉明球突的逻辑意义, 并通过实例验证该方法的有
效性.
本文的研究增加了一种具有清晰逻辑意义及判

别法的线性可分结构系, 同时又给出了非线性可分
的汉明球突的逻辑表达, 为非线性可分函数的逻辑
表达开辟了一个新的研究方向. 事实上, 二进神经网
络的规则提取中最重要的是依赖于其网络自身理论

体系的完备性, 如果具有清晰逻辑意义及判别法的
线性可分结构系覆盖了全部的二进神经元, 则建立
一般的二进神经网络规则提取将变得容易, 在此意
义上, 二进神经网络中汉明球突的判定及其逻辑意
义丰富了对二进神经网络规则提取的理论.
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