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针对大规模点集三维重建问题的分布式捆绑调整方法

刘 鑫 1 孙凤梅 2 胡占义 1

摘 要 捆绑调整 (Bundle adjustment, BA) 是三维重建中的关键步骤, 它需要消耗大量的计算时间和内存存储空间. 本文

旨在处理三维点数比相机模型数多很多的捆绑调整问题, 我们称之为针对大规模三维点集的捆绑调整 (Massive-points bundle

adjustment, MPBA) 问题. 此类问题在对高分辨率图像进行三维重建时会经常出现. 为了高效地解决MPBA 问题, 本文提出

一种分布式的捆绑调整算法. 通过基于三维点集划分的分解方法, 原MPBA 问题被分成若干子问题. 该分解方法不依赖于输

入参数的内在联系, 因而分解结果与具体 BA 问题无关. 算法被映射于两个集群上, 一个集群有 5 台计算机, 另一个集群有 3

台计算机, 其中每台机器都配置一块图形处理器 (Graphic processing unit, GPU). 通过对若干MPBA 问题的实验, 与经典捆

绑调整算法 SBA (Sparse bundle adjustment) 相比, 本文算法获得了最高达 75 倍的加速比, 并保持了算法的高精确度. 而且,

本文算法的两个实现所消耗的单机内存存储空间, 仅为 SBA 实现的 1/7 和 1/4.
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Distributed Bundle Adjustment in 3D Scene Reconstruction with

Massive Points

LIU Xin1 SUN Feng-Mei2 HU Zhan-Yi1

Abstract Bundle adjustment (BA) is a crucial step in 3D scene reconstruction but time and memory consuming. In

this paper, we try to tackle a frequently encountered BA problem where the reconstructed 3D points are more numerous

than the camera parameters, namely massive-points BA problem. This is often the case when high-resolution images are

used. We present a novel distributed bundle adjustment (DBA) algorithm for efficiently solving the massive-points BA

problem, where the original BA problem is divided into sub-problems by partitioning the 3D reconstructed points. Such

a partition scheme is in dependent of the input parameters, it could be applied to various BA problems. Two specific

implementations, one on a shared memory cluster of 5 computers and the other on a cluster of 3 GPU (Graphic processing

unit)-integrated computers, are developed. These implementations are experimentally compared with the classical single-

thread sparse bundle adjustment (SBA). Experimental results show that our algorithm is up to 75 times faster than SBA,

while maintaining comparable precision. And the one-computer memory requirements of these two implementations are

just 1/7 and 1/4 of the original SBA.
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近年来, 基于图像的大场景三维重建一般采用
由运动相机重建三维结构 (Structure from motion,
SFM) 的方法. 为了提高该方法的效率, Agarwal 等
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将 SFM 过程映射到了计算机集群上[1]. 计算机集
群 (简称集群) 是一种计算机系统, 它通过连接一组
松散集成的计算机软件和/或硬件, 来紧密地协作完
成计算工作. 集群在 SFM 中的成功应用, 引起了
计算机视觉研究团体的广泛关注. 值得注意的是,
文献 [1]报道的 SFM 系统并没有采用分布式的捆绑
调整算法.
捆绑调整 (Bundle adjustment, BA) 是 SFM

的核心问题, 它通过最小化一个代价函数, 对若干
相机模型参数和若干三维点参数同时进行优化调整.
随着这些参数数量的增加, BA 需要消耗大量的运
算时间, 因此成为了 SFM 的性能瓶颈. 当前的大
规模 BA 问题可以根据其输入参数分为两类. 一
类问题是海量的三维点和大量的相机模型 (几千个
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或上万个相机模型). 从图片网站 (例如 flick.com)
采集大量的图片数据, 并将 SFM 应用于这些图片,
便能生成此类问题[1−3]. 另一类大规模 BA 问题
是海量的三维点和中等数量的相机模型. 在此类
问题中, 输入三维点集的规模与第一类问题相同,
但相机模型数往往只有几百个. 这里称之为针对
大规模三维点集的捆绑调整 (Massive-points bun-
dle adjustment, MPBA) 问题[4]. 此类问题常见
于在 SFM 中使用高分辨率图像或稠密三维重建

中[4−5]. 随着相机技术的不断进步, 高分辨率图像
的运用越来越普遍. 运用少量的高分辨率图像, 便
能重建出稠密的三维场景, 从而提高重建的效率.
所以, MPBA 是一个在具体应用中亟待解决的问
题.
对于将捆绑调整应用于基于图像的三维重建,

有代表性的工作有: 使用最广泛的 BA 算法是经典
捆绑整算法 (Sparse bundle adjustmeny, SBA)[6],
它利用增量标准方程的稀疏结构来提高解方程的效

率. 但 SBA 仅适用于参数数量较少的 BA 问题, 对
于大规模 BA 问题, 该算法非常耗时. 因此, 为减小
问题的规模, Ni 等[7] 将原 BA 问题分解成若干子
问题 (Submaps), 并将 BA 算法迭代地应用于每个
子问题和全局问题. 问题分解提高了 BA 算法的效
率. 但是该分解方法依赖于输入参数的内在联系, 因
而其分解结果与具体 BA 问题相关. Fang 等[5] 为

减少 BA 算法的时间开销及内存存储开销, 对输入
的三维点集进行了重采样 (Resampling). 但是, 由
于大量有价值的信息随三维点数量的减少而丢失,
因而降低了重建三维点云的精确度. 另一方面, 为
了解决大规模 BA 问题, 研究者提出了许多高效的
算法. Agarwal 等[8] 生成了若干 BA 问题来测试 6
种 BA 算法的性能, 并得出 “BA 算法的效率与输
入问题的结构相关” 的结论. 他们的实验表明, 对
于相机数量仅数百个的问题, SBA 是高效的解决方
案, 而对于有更多相机的问题, 基于预处理共轭梯度
法 (Preconditioned conjugate gradients, PCG) 的
BA 算法[8−11] 则更加高效. 另一个趋势是利用并
行化的硬件来加速捆绑调整. Choudhary 等[12] 设

计了一个混合了 CPU 计算和 GPU 计算的 BA 算
法. 在他们的算法中, Hessian 矩阵和 Schur 完形
(Schur complements) 都在 GPU 端生成. 对于有
大量三维点参数的MPBA 问题, 即使使用最新式的
GPU 工作站显存, 也不够存储这些中间结果. Wu
等[13] 改进了文献 [8] 中的两个基于 PCG 的 BA 算
法, 并将算法分别在多核 CPU 上和单个 GPU 上
实现. 但他们的算法主要针对第一类大规模 BA 问
题, 并不适用于 MPBA 问题[4, 13]. 而且, 这些算法
将所有参数和中间结果都存储在显存上, 存在不易
扩展的缺点. Hu 等[4] 为解决MPBA 问题设计了一
种 BA 算法, 能够充分利用多核 CPU 和多个 GPU

的并行化硬件资源. 但由于此种算法将消耗大量的
内存, 也不适合大规模的MPBA 问题. 本文的主要
贡献有: 1) 针对 MPBA 问题的特点, 提出一种基
于三维点集划分的 BA 问题分解方法. 由于该方
法不依赖于输入参数的内在联系, 因而其分解结果
与具体 BA 问题无关, 通用性强. 2) 提出一种分布
式的捆绑调整算法. 据我们所知, 对于基于图像的
三维重建, 这是第一个分布式的捆绑调整算法. 通
过对若干MPBA 问题的实验, 相比经典算法 SBA,
本文算法获得了 25 倍 ∼ 75 倍的加速比, 并保持
了算法的高精确度. 单机内存消耗也降为 SBA 的
1/7 ∼ 1/4, 使算法适用于更大规模的 MPBA 问
题.

1 理论背景

1.1 捆绑调整及 SBA算法简述

算法 1. SBA算法
1) 初始化;
2) 计算 Jacobian 矩阵

Aij =
∂Q(aaaj, bbbi)

∂aaaj

, Bij =
∂Q(aaaj, bbbi)

∂bbbi

3) 计算 JT
−1∑
xxx

J =

[
U W

WT V

]
, 其中

Uj =
n∑

i=1

AT
ij

−1∑
xxxij

Aij

Vi =
m∑

j=1

BT
ij

−1∑
xxxij

Bij, Wij = AT
ij

−1∑
xxxij

Bij

计算 JT
−1∑
xxx

εεε =

[
εaεaεa

εbεbεb

]

εεεaaaj
=

n∑
i=1

AT
ij

−1∑
xxxij

εεεij

εεεbbbi
=

m∑
j=1

BT
ij

−1∑
xxxij

εεεij

4) 在矩阵 Uj 和 Vi 的对角线上增加 µ 得到 U∗
j

和 V ∗
i ;
5) 计算 S 和 eaeaea

计算 Y : Yij = W ∗−1
ij ;

计算 S: Sjk = U∗
j −

∑n

i=1 YijW
T
ik;

计算 eaeaea: eaeaea = εaεaεa −WV ∗−1Σbbb;
6) 解线性方程 Sδaδaδa = eaeaea, 解方程失败则转步骤

4);
7) 回代 (由 δaδaδa 构造 δδδ);
8) 假如达到了算法终止条件则算法结束, 否则
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转步骤 2).
这里首先对捆绑调整和 SBA 算法作简单介绍,

更详细的介绍可参考文献 [6, 9]. 输入 m 个相机模
型和 n 个三维点, 捆绑调整旨在最小化重投影误差,
如式 (1) 所示.

min
aaa

j
,bbb

i

m∑
j=1

n∑
i=1

d
(
Q

(
aaa

j
, bbb

i

)
,xxxij

)
(1)

Q
(
aaa

j
, bbb

i

)
表示第 i 个三维点到第 j 个相机的投影函

数, 其中 aaaj (j = 1, 2, · · · ,m) 和 bbbi (i = 1, 2, · · · ,
n) 分别是相机模型参数和三维点坐标参数的向
量表示. 若 xxx 和 yyy 分别是测量投影点坐标和
实际投影点坐标的向量表示, 则 d(xxx,yyy) 表示它
们的欧氏距离. 对于输入参数, 定义向量 PPP ∈
RM (M = pnp× p + cnp×m) 表示所有三维点向
量和相机模型向量的组合:

PPP =
(
aaaT

1 , aaaT
2 , · · · , aaaT

m, bbbT
1 , bbbT

2 , · · · , aaaT
n

)T

定义向量XXX ∈ RN (N = nvis×mnp) 表示所有实
际投影点向量 xxxij (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m)
的组合:

XXX =
(
xxxT

11, · · · ,xxxT
1m,xxxT

21, · · · ,xxxT
2m, · · · ,

xxxT
n1, · · · ,xxxT

nm

)T

对于测量投影点, 定义向量表示所有测量投影点向
量的组合:

X̂XX =
(
x̂xxT

11, · · · , x̂xxT
1m, x̂xxT

21, · · · , x̂xxT
2m, · · · ,

x̂xxT
n1, · · · , x̂xxT

nm

)T

其中, x̂xxij = Q
(
aaa

j
, bbb

i

)
. 则 x̂xx 可表示为 X̂XX = f (PPP ),

其中, f 表示投影函数.
SBA 算法通过反复地解如下的线性方程:(

JT

−1∑
XXX

J + µI

)
δδδ = JT

−1∑
XXX

εεε (2)

来得到式 (1) 的解. 其中, δδδ 是向量 PPP 的改变量, 其
结果在每次迭代后得到; J = ∂XXX

∂PPP
是 f 的 Jacobian

矩阵; µ 是阻尼因数; ε = XXX − X̂XX. 式 (2) 被称为增
量标准方程 (Augmented normal equation)[9]. 为
便于记述, 给出一些相关的定义:

m: 相机模型数;
n: 三维点数;
mnp: 每个投影点的参数个数, 一般为 2;
nvis: 所有投影点个数的总和;
cnp: 每个相机模型的参数个数. 一般为 9, 包

括姿态信息 (6) 和相机内参数 (3);
pnp: 每个三维点的参数个数, 欧拉点一般为 3.

1.2 PCG简述

共轭梯度法 (Conjugate gradients, CG) 是解
线性方程 Axxx = bbb 的一种迭代方法. 其中, A 表示
一个对称正定矩阵, bbb 是向量, xxx 表示待求未知数.
对于 BA 问题, CG 是一种一阶方法 (First order
method)[9], 其基本形式仅需计算矩阵 A 与某一向
量的乘积和其他向量运算, 而不需要进行矩阵乘法
运算和矩阵分解运算. 相比二阶方法 (Second order
method), CG 每次迭代运算时间很短, 但算法收
敛需要更多次的迭代[9]. 在某些应用中, 为保证
CG 的快速收敛, 需进行预处理 (Precondition). 算
法 2 是预处理共轭梯度法 (Precondition conjugate
gradients, PCG) 的简要描述. 其中, xxx, rrr, zzz, ppp 均表
示向量; α 和 β 是标量; M 表示预处理矩阵; l 表示
当前迭代次数. 在捆绑调整中应用 PCG 有两种方
式: 一是设 A = JTΣ−1

XXX J + µI 和 b = JTΣ−1
XXX εεε (式

(2)); 另一种是设 A = S 和 bbb = eaeaea (SBA 算法步
骤). 详情可参考文献 [8− 11].
算法 2. PCG算法
1) 初始化:

xxx0 = 0, rrr0 = bbb−Axxx0

zzz0 = M−1rrr0, ppp0 = zzz0, k = 0;

2) 计算 αl = rrrT
l zzzl

pppT
l Apppl

;
3) 计算 xxxl+1 = xxxl + αlpppl,

rrrl+1 = rrrl − αlApppl, zzzl+1 = M−1rrrl + 1

βl = rrrT
l+1zzzl+1

rrrT
l zzzl

, pppl+1 = zzzl+1 + βlpppl;

4) 假如没有达到终止条件, 则转步骤 2);
5) 算法结束. xxxl+1 是最后结果.

2 分布式 BA算法

在本节中, 将详细描述本文提出的分布式 BA
算法 (Distributed bundle adjustment, DBA): 首
先, 给出算法的设计原则; 然后, 给出 BA 问题的分
解方法和 DBA 的初始化步骤; 最后, 对 DBA 的其
他 6 个主要步骤分别介绍. 算法假设集群有 r 个节
点: 节点 1 作为控制节点, 负责问题分解和任务分
配; 其他节点分别表示为节点 2, 节点 3, · · · , 节点
r. DBA 的算法流程见图 1. 其中, 方框表示 DBA
算法的各个步骤: (a) 初始化; (b) 计算 Jacobian 矩
阵、计算 JTΣ−1

XXX J 和计算 S&eaeaea; (c) 解线性方程;
(d) 计算 δδδ 和计算终止条件; (e) 终止条件判断. 虚
线框表示运行各个步骤的节点. Ni 表示第 i 个节点;
M 表示控制节点; A 表示所有节点. 箭头表示各个
节点的数据依赖关系. 在箭头描述项上, 第一个下标
表示数据流经过的节点; 第二个下标表示当前算法
的迭代次数.
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图 1 DBA 算法

Fig. 1 DBA algorithm

2.1 算法设计原则

以下是 DBA 算法设计需考虑的两个主要因素:
1) MPBA 问题的特点[4];
2) 增加集群节点的吞吐量和减少集群节点的通

信开销.
对于基于图像的三维重建, 当前最流行的 BA

算法主要有两类: 一类是基于 Schur 完形和简化
捆绑方程系统 (Reduced bundle system) 的二阶方
法[4, 6, 8−9]; 另一类则是基于共轭梯度法的一阶方
法[8−11]. MPBA 问题一般有上百万个三维点但仅
有数百个相机模型. 当相机模型数量较少时, 文
献 [8] 给出了三种高效算法: SBA、Explicit-Jacobi
和 Implicit-ssor. 其中, SBA 和 Explicit-Jacobi 均
属于第一类算法, 但它们分别采用稠密矩阵分解和
PCG 来求解线性方程 Sδaδaδa = eaeaea. 而 Implicit-ssor
属于第二类算法, 它直接使用 PCG 来求解式 (2).
相比前两种算法, Implicit-ssor 每次迭代运算时间
更短, 但算法收敛需要更多次的迭代. 将三种算法应
用于若干MPBA 问题, 实验表明, 若将前两种算法
映射到集群上, 每次迭代的运算时间要远远高于节
点间通信的时间, Implicit-ssor 却正好相反. 因此,
分布式的第一类算法将更加适合于MPBA 问题.
此外, 如何对原 BA 问题进行分解, 是算法设计

面临的另一个挑战. 考虑到以下三个原因, 本文采用
基于三维点集划分的问题分解方法: 1) 该方法与问
题无关且容易实现. 2) 对于MPBA 问题, 三维点数
比相机模型数多 3 ∼ 4 个数量级. 基于三维点集划
分的分解方法能够更加均匀地分配计算任务, 增加
分布式硬件的吞吐量. 3) 分解得到的子问题能够直
接映射到各个计算节点上. 各节点的运算独立, 节点
间仅需进行少量通信.

最后, 由于 S 是一个 N × N (N = cnp × m)
的矩阵, 收集各个节点的计算结果来构造 S 将造成
不可接受的通信开销. 我们设计了一种无需直接计

算矩阵 S 的分布式算法来解线性方程 Sδaδaδa = eaeaea.

2.2 问题分解和初始化

定义三维点集合 D = bbb0, bbb1, · · · , bbbn; 实际投影
点集合: M = xxx11, · · · ,xxx1m,xxx21, · · · ,xxx2m,xxxn1, · · · ,
xxxnm; 相机参数集合 D = aaa0, aaa1, · · · , aaam. 将三维点
集合 D 划分 (Partition of a set)[14] 成 r 个非空无
交集子集合, 表示为D = D1⊕D2⊕· · ·⊕Dr, 其中,
Dk = {bks

|s = 1, 2, · · · , nk; ks ∈ (1, n)}. 集合 Dk

包含 nk 个三维点, 且有 n =
∑r

k=1 nk. 为了便于表
示,将 nk 记为 t. 同样地,集合M 也分成相应的 r个
子集合, 记为 Xk (k = 1, 2, · · · , r). Dk 和 Xk 的关

系是: 对于每个三维点 bks
∈ Dk (s = 1, 2, · · · , nk),

其对应的投影点集合 Eks = {xks,l|l = 1, 2, · · · ,m}
满足 Eks ∈ Xk. 则有M = X1⊕X2⊕· · ·⊕Xr. 在
算法实现中 (第 3 节), 对集合 D 做了随机的平均划
分: nave = n2 = n3 = · · · = nr; n1 = nave + n%r,
其中 “%” 表示除后的余数. 实验表明, 这种划分方
法高效稳定. 对于相机参数集合 C, 仅仅将其广播到
了所有计算节点上.

DBA 的初始化步骤分成两个子步. 第一个子步
是在控制节点进行集合划分, 并将划分得到的子集
拷贝到各个计算节点. 第二个子步是在所有接收到
子集的节点进行初始化. 初始化步骤类似于 SBA
(SBA 算法步骤 1).

2.3 计算 Jacobian矩阵

定义向量PPP k =
(
aaaT

1 , · · · , aaaT
m, bbbT

k1
, · · · , bbbT

kt

)T

, k =

1, 2, · · · , r. 则矩阵 J 可表示为

J =




J0

J1

...
Jr






1432 自 动 化 学 报 38卷

其中, Jk = ∂XXX
∂PPP k

. 定义矩阵集合 Ak =
{Aks,j|s = 1, 2, · · · , nk; j = 1, 2, · · · ,m} 和 Bk =
{Bks,j|s = 1, 2, · · · , nk; j = 1, 2, · · · ,m}. 计算稀疏
矩阵 Jk, 仅需计算 Ak 和 Bk. 于是, 算法在节点 k
上计算矩阵集合 Ak 和 Bk (k = 1, 2, · · · , r). 由于
子集 Dk 和集合 C 已拷贝到第 k 个节点, 因而计算
仅需在本地节点进行.

2.4 计算 JJJT∑∑∑−1
xxx JJJ 和 JJJT∑∑∑−1

xxx εεε

JTΣ−1
xxx J 可表示为

[
U W

WT V

]

其 中, U = diag{U1, U2, · · · , Um}; V =
diag{V1, V2, · · · , Vn}; W = (Wij)m×n

. 另外

JT

−1∑
XXX

εεε =

(
εεεa

εεεb

)

其中

εaεaεa =




εaεaεa0

εaεaεa1

...
εaεaεam




; εbεbεb =




εbεbεb0

εbεbεb1

...
εbεbεbn




计算 U 和 ea: 矩阵 Uj (j = 1, 2, · · · ,m) 可表示为

Uj =
n∑

i=1

AT
ij

−1∑
xxxij

Aij =
r∑

k=1

kt∑
i=k1

AT
ij

−1∑
xxxij

Aij (3)

记矩阵

Uk
j =

kt∑
i=k0

AT
ij

−1∑
xxxij

Aij, k = 1, 2, · · · , r (4)

则式 (3) 可重写为

Uj =
r∑

k=1

Uk
j (5)

定义矩阵集合 Uk =
{
Uk

1 , Uk
2 , · · · , Uk

m

}
(k =

1, 2, · · · , r). 算法在节点 k上计算矩阵集合Uk (k =
1, 2, · · · , r). 由式 (4) 可知, 计算 Uk 仅需集合

Ak 中的矩阵. 由于 Ak 已在上一步得到, 因而计
算仅需在本地节点进行. 此外, 在得到矩阵集合
Uk (k = 1, 2, · · · , r) 后, 算法不再需要计算原矩阵
U , 因而无需进行节点间通信. 同理, 算法在节点 k
上得到集合

εεεk
aaa =



εεεk

aaaj
|j = 1, 2, · · · ,m;εεεk

aaaj
=

kt∑
i=k1

AT
ij

−1∑
xxxij

εεεij





也不再需要计算向量

εaεaεaj =
r∑

k=1

εεεk
aaaj

, j = 1, 2, · · · ,m

计算 V , W 和 eeeb: 定义矩阵集合 V A 为

V A = {V1, V2, · · · , Vn} =
{Vks

|k = 1, 2, · · · , r; s = 1, 2, · · · , nk}
为了得到矩阵 V , 仅需计算出矩阵集合 V A. 矩阵
Vks

(k = 1, 2, · · · , r; s = 1, 2, · · · , nk) 可由下式计
算.

Vks
=

∑
j

BT
ksj

−1∑
xksj

Bksj (6)

其中

Bksj ∈ Bk, j = 1, 2, · · · ,m

定义矩阵集合 V k (k = 1, 2, · · · , r):

V k = {Vk0 , Vk1 , · · · , Vkt
}

则

V A = V 1 ⊕ V 2 ⊕ · · · ⊕ V r

于是, 算法在节点 k 上可计算矩阵集合 V k (k =
1, 2, · · · , r). 由式 (6) 可知, 计算 V k 也仅需在本地

节点进行, 无需进行节点间的通信.
同理, 为了得到矩阵W 和向量 εbεbεb, 仅需计算全

部矩阵 Wij (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m) 的集
合W A 和全部向量 εbεbεbi (i = 1, 2, · · · , n) 的集合 εA

b .
定义矩阵集合W k (k = 1, 2, · · · , r):

W k =

{
Wks,j|s = 1, 2, · · · , nk;

j = 1, 2, · · · ,m;Wksj = AT
ksj

−1∑
xksj

Bksj

}

则W A 可表示为

W A = {W11,W12, · · · ,W1m, · · · ,Wn1,

Wn2, · · · ,Wnm} =
W 1 ⊕W 2 ⊕ · · · ⊕W r

定义向量集合 εk
b (k = 1, 2, · · · , r):

εk
b =

{
εεεk

bbbks
|s = 1, 2, · · · , nk;

εεεbbbks
=

∑
j

BT
ksj

−1∑
xxxksj

εεεksj

}

则 εA
b 可表示为

εA
b = {εb1 , εb2 , · · · , εbn

} = ε1
b ⊕ ε2

b ⊕ · · · ⊕ εr
b

算法在节点 k 上计算W k 和 εk
b (k = 1, 2, · · · , r).
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2.5 增加 UUU 和 VVV

在节点 k 上, 计算矩阵 Uk∗
j (k = 1, 2, · · · , r;

j = 1, 2, · · · ,m):

Uk∗
j = Uk

j +
(µ

r

)
I

则矩阵 U∗
j (算法 2 步骤 4)) 可表示为

U∗
j =

r∑
k=1

Uk∗
j

对矩阵 Vks
(k = 1, 2, · · · , r; s = 1, 2, · · · , nk) 作增

量:
V k∗

ks
= V k

ks
+ µI

2.6 计算 SSS 和 eeeaaa

本步骤可分为两个子步: 第一子步计算 Y =
WV ∗−1; 第二子步计算 S = U∗ − Y WT 和 eaeaea =
εaεaεa − Y εbεbεb.
2.6.1 计算 YYY

定义所有矩阵

Yij (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m)

的集合为 Y A. 为了得到矩阵 Y , 仅需计算出矩阵集
合 Y A. 定义矩阵集合 Y k (k = 1, 2, · · · , r):
Y k =

{Yk1,1, Yk1,2, · · · , Yk1,m, Yk2,1,

Yk2,2, · · · , Yk2,m, · · · , Ykt,1, Ykt,2, · · · , Ykt,m}
则 Y A = Y 1 ⊕ Y 2 ⊕ · · · ⊕ Y r. 而

Yks,j (k = 1, 2, · · · , r; s = 1, 2, · · · , nk;

j = 1, 2, · · · ,m)

可以通过下式计算:

Yks,j = Wks,jV
∗−1

ks
(7)

于是, 算法在节点 k 上计算矩阵集合 Y k (k =
1, 2, · · · , r). 由式 (7) 可知, 在节点 k 上, 计算 Y k

所需矩阵均已在前面几步中得到.
2.6.2 计算 SSS 和 eaeaea

矩阵 S 可记为 (Sjl)m×m
, 其中, Sjl 是一

个 cnp× cnp 的对称矩阵. 矩阵 Sjl (j =
1, 2, · · · ,m; l = 1, 2, · · · ,m) 可表示为

Sjl = U∗
j −

∑
i

YijW
T
il =

r∑
k=1

Uk∗
j −

r∑
k=1

kt∑
i=k1

YijW
T
il =

∑
k

(
Uk∗

j −
kt∑

i=k1

YijW
T
il

) (8)

记矩阵 Sk
jl (k = 1, 2, · · · , r) 为

Sk
jl = Uk∗

j −
kt∑

i=k0

YijW
T
il (9)

记矩阵 Sk 为
(
Sk

jl

)
m×m

, 则式 (8) 可重写为

Sjl =
r∑

k=1

Sk
jl (10)

于是

S =
r∑

k=1

Sk (11)

算法在节点 k 上计算矩阵 Sk (k = 1, 2, · · · , r). 由
式 (8) ∼ 式 (11) 可知, 计算仅需在本地节点进行.
同理, 记:

eeek
aaa =




eeek
aaa0

eeek
aaa1

...
eeek

aaam




, k = 1, 2, · · · , r

其中

eeek
aaaj = εεεk

aaaj −
kt∑

i=k0

Yijεεε
k
bbbi, j = 1, 2, · · · ,m

则向量 eaeaea 可表示为

eaeaea =
r∑

k=1

eeek
aaa (12)

算法在节点 k 上计算向量 eeek
aaa (k = 1, 2, · · · , r).

由式 (11), 在得到 Sk 和 eeek
aaa (k = 1, 2, · · · , r)

后, 要计算矩阵 S, 需要所有计算节点对空间复杂度
O(m2) 的数据作规约运算 (Reduction)[15−16]. 规
约运算所需的时间开销是不可接受的. 相反, 由式
(12), 要计算向量 eaeaea, 仅需对空间复杂度 O(m) 的数
据进行规约, 规约所需的时间开销极小. 鉴于上述两
方面的考虑, 我们为解线性方程 Sδaδaδa = eaeaea 设计了分

布式 PCG (Distributed PCG, DPCG) 算法, 下面
将对此进行介绍.

2.7 解线性方程

针对不同的集群配置, 本文提出两种 DPCG 算
法: 简单 DPCG 算法和分组 DPCG 算法. 这里仅
考虑采用 Jacobi 预处理的方法. 当然, 其他预处理
方法, 如文献 [6] 中所述, 也同样适用.
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2.7.1 简单DPCG算法

简单 DPCG 算法 (图 2) 的各个步骤为: (a) 初
始化; (b) 计算 eaeaea; (c) 计算 Skpppl; (d) 计算 Spppl 和其

他. 其中计算最密集的部分为: 计算 eaeaea 和计算 Spppl.
1) 计算 eaeaea.
利用式 (12), 所有计算节点进行规约得到向量

eaeaea. 这一步仅需进行一次.
2) 计算 Spppl.
Spppl 可由下式计算:

Spppl =

(
r∑

k=1

Sk

)
pppl =

r∑
k=1

Skpppl (13)

于是, 算法先在节点 k 上计算 Skpppl, 然后由式 (13),
所有节点规约得到 Spppl. 由于是对线性空间复杂度
的数据进行规约, 计算速度很快.

3) 其他步骤. 其他步骤类似于 PCG 算法, 全
都在控制节点上进行. 由于是向量运算, 计算速度很
快. 在某些集群配置上, 多核 CPU 和多个 GPU 可
用于对这一步的加速.

图 2 简单 DPCG 算法

Fig. 2 Simple DPCG algorithm

2.7.2 分组DPCG算法

为加速计算 Spppl, 这里给出一种分组 DPCG 算
法. 将 r 个计算节点分成 q 个计算组, 第 i 组有
ri (i = 1, 2, · · · , q) 个计算节点, 表示为节点 i1, 节
点 i2, · · · , 节点 iri

, 则:

r = r1 + r2 + · · ·+ rq

称每一组的第一个节点为关键节点. 分组 DPCG 算
法见图 3. 其中, 方框表示分组 DPCG 算法的各个
步骤: (a) 初始化; (b) 计算本地 S; (c) 计算 eaeaea; (d)
计算 Skpppl; (e) 计算 Spppl 和其他. 虚线框表示运行各
个步骤的节点或计算组. N 表示计算节点; M 表示

控制节点; A 表示所有节点; CNi 表示第 i 个计算

组. 下面介绍分组 DPCG 算法的三个主要步骤, 算
法其他步骤与简单 DPCG 算法类似.

图 3 分组 DPCG 算法

Fig. 3 Group DPCG algorithm

1) 计算 eaeaea.
所有计算节点进行规约得到向量 eaeaea, 计算组并

未使用.
2) 计算本地 Si.
矩阵 S 可由下式计算.

S =
r∑

k=1

Sk =
q∑

i=1

iri∑
k=i1

Sk (14)

记矩阵 Si 为

Si =
iri∑

k=i1

Sk (15)

则式 (14) 可重写为

S =
q∑

i=1

Si (16)

于是

Spppl =
q∑

i=1

Sipppl (17)

由式 (15), 所有第 i 个节点组的计算节点进行规约
得到 Si (i = 1, 2, · · · , q). 这一步仅需进行一次. 对
于某些集群配置, 这一步的规约运算速度很快. 例
如, 每个计算节点代表一个 CPU 核, 而一个计算组
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代表一台计算机, 或者节点组里的计算机由一些能
够进行高速通信的硬件连接.

3) 计算 Spppl.
矩阵 Si (i = 1, 2, · · · , q) 可表示为

Si =




Si
1

Si
2

...
Si

ri




则 Sipppl 可算为

Sipppl =




Si
1

Si
2

...
Si

ri




pppl =




Si
1pppl

Si
2pppl

...
Sl

ri
pppl




于是, 计算 Spppl 可分成三步进行: 在第 i 个节点
组的第 j 个节点上计算 Si

jpppl (i = 1, 2, · · · , q; j =
1, 2, · · · , ri) (由此,各个计算节点的计算量减为简单
DPCG 的 1/ri); 第 i 个关键节点 (i = 1, 2, · · · , q)
收集计算结果, 得到 Sipppl; 最后, 由式 (17), 对所有
关键节点规约得到 Spppl.

2.8 回代和算法终止条件判断

算法其他步骤包括回代 (计算 δbδbδb) 和算法终止条
件判断. 记:

δbδbδb =




δδδ1
bbb

δδδ2
bbb

...
δδδr

bbb




其中

δbδbδb
k =




δδδk
bbbk0

δδδk
bbbk1
...

δδδk
bbbkt




, k = 1, 2, · · · , r

当得到 δaδaδa 并将它广播到所有节点后, 可在节点
k 上计算 δδδk

bbb . δaδaδa 和 δδδk
bbb 将作为下次迭代的输入. 最后

是算法终止条件判断. 本文算法的终止条件与文献
[6] 基本相同, 具体情况如下: 1) 给定一个最大循环
次数, 当迭代次数超过该阈值时, 循环终止; 2) 对如
下 4 个变量均预先设置一个阈值, JTΣ−1

XXX εεε 改变量,
Σ 改变量, ∆PPP 改变量, ARE 相对改变量和 ARE,
当其中任意一个或多个变量小于设定的阈值时, 循
环终止.

3 实现

在具体实现中, 将 DBA 算法映射到两个计算
机集群上. 第一个集群由 5 台计算机组成, 每台计算
机配置有 8 核的 Intel Xeon CPU E5520 2.27GHz
所有 5 台机器共享一块 16GB 的物理内存. 操
作系统采用 CentOS.intel MPI 库[15] 作为集群通

信环境. 每个 CPU 核作为一个计算节点, 共有
8 × 5 = 40 个节点. 由于各个 CPU 核的计算
性能相当, 问题分解采用随机平均分配的方案, 即
nave = n2 = n3 = · · · = n40 和 n1 = nave + n%40.
对于节点计算性能不等的集群, 也可考虑采用其他
分配方案. 解线性方程 Sδaδaδa = eaeaea 采用分组 DPCG
算法. 计算节点被分为 5 个计算组, 每一组包括在同
一台计算机上的节点, 则有 r1 = r2 = · · · = r5 = 8.
分组 DPCG 算法的最大迭代次数设为 50. 第二
个集群由 3 台计算机组成, 每台计算机均配置一
块 GPU. 每台计算机作为一个计算节点. 其中一
台计算机配置有 8 核的 Dual Intel Xeon X5667
CPU 3.06 GHz, 一块 NVIDIA Tesla C1060 GPU
和 24GB 内存, 将其作为控制节点. 其他两台机器
配置为 4 核的 Intel Quad Q9550 CPU 2.83GHz,
一块 NVIDIA Quadro FX 3700 GPU 和 8GB 内
存. 操作系统为Windows7. MPICH2 库[16] 作为集

群通信环境. 统一计算架构 (Compute unified de-
vice architecture, CUDA)[17] 作为 GPU 编程模型,
而 OpenMP[18] 库作为多核 CPU 编程模型. 问题
分解采用随机平均分配的方案, 即 nave = n2 = n3

和 n1 = nave + n%3. 节点的每一步具体实现见文献
[4]. 解线性方程采用简单 DPCG 算法, 最大迭代次
数设为 50, 并用多核 CPU 和 GPU 对其进行加速.
实现细节及代码见: http://vision.ia.ac.cn.

4 实验结果及分析

4.1 算法

为了验证 DBA 算法的效率, 我们使用了
5 种 BA 算法: ORI-SBA、GPU-SBA、PCG-
SBA、CPU-DBA 和 GPU-DBA. 它们分别定义为

ORI-SBA: 单线程 SBA 算法, 来自文献 [6].
GPU-SBA: 采用多核 CPU 和多 GPU 加速的

BA 算法[4].
PCG-SBA: 采用多核 CPU 和多 GPU 加速的

BA 算法, 解线性方程使用 PCG[4, 8].
CPU-DBA: DBA 映射到第一个集群 (见第 3

节).
GPU-DBA: DBA 映射到第二个集群 (见第 3

节).
ORI-SBA 是单线程的 SBA 算法, 同时使用了

解析表达的 Jacobian 矩阵. GPU-SBA 是采用多核
CPU 和多 GPU 加速的 SBA 算法. PCG-SBA 和



1436 自 动 化 学 报 38卷

GPU-SBA 的唯一不同是: 在解线性方程 Sδaδaδa = eaeaea

时, PCG-SBA 使用多核 CPU 和多 GPU 加速的
PCG 算法. ORI-SBA、PCG-SBA 和 GPU-SBA
均映射到同一台计算机上,其配置为 8核CPU Dual
Intel Xeon X5667 CPU 3.06 GHz 和两块 GPU, 分
别为NVIDIA Tesla C1060和NVIDIA Quadro FX
580.CPU-DBA 和 GPU-DBA 见第 3 节.
计算结果的精确度由平均重投影误差 (Average

re-projection pixel error, ARE) 来表示. 5 个算法
的终止条件均相同. 即: 最大迭代次数为 100 次, 只
有当 PPP + ∆P∆P∆P 使 ARE 更小时, 对应的∆P∆P∆P 才被接
受; 设定的各种终止条件的阈值均相同.

4.2 数据

我们在 6 组高分辨率图像数据库上进行了实验:
云岗石窟、龙泉寺、清华大学、应县木塔、邓州地

形和紫霄宫. 数据库的元数据见表 1, 详细数据见
我们的网站1. 这些图片都拍摄于中国的著名景点和
建筑物. 图片纹理丰富度和分辨率各不相同. 我们用
Bundler[19] 对每个图像库进行三维重建, 在算法的
最后一次迭代, 保存新添加了相机模型但未进行捆
绑调整的相机参数与三维点参数, 便生成了实验所
需的MPBA 问题: 云岗石窟 BA 问题、龙泉寺 BA
问题、清华大学 BA 问题、应县木塔 BA 问题、邓州
地形 BA 问题和紫霄宮 BA 问题.

表 1 SBA 算法

Table 1 SBA algorithms

数据库 m n nvis 分辨率

云岗石窟 143 2 476 392 9 303 676 4 368 × 2 912

龙泉寺 424 1 078 554 3 746 105 4 368 × 2 912

清华大学 234 482 731 2 538 567 4 368 × 2 912

应县木塔 344 931 078 4 576 143 4 368 × 2 912

邓州地形 776 854 224 2 537 139 1 404 × 936

紫霄宮 572 387 729 1 302 148 2 184 × 1 456

4.3 结果和性能分析

4.3.1 加速比和精确度

我们比较了 5 种算法 ARE 随计算时间的变
化曲线, 实验结果见图 4. 其中, 横轴是计算时间,
以秒为单位, 对数尺度, 纵轴是 ARE. 所有算法的
最终 ARE 结果相差不超过 0.0003 个像素. 可见,
5 个算法的精确度基本相同. 本文算法取得了最好
的计算性能. 相比单线程 SBA, CPU-DBA 获得了
25 倍∼ 75 倍的加速比, 而 GPU-DBA 也获得了 25
倍∼ 55 倍的加速比. 相比以前的算法 GPU-SBA,
CPU-DBA 获得了 2 倍∼ 4 倍的速度提升. 此外,
随着MPBA 问题规模的扩大, DBA 算法的加速比
也随之增加. 这里所谓更大规模的 MPBA 问题主
要是指有更多的相机模型和/或有更多的三维点. 例
如, 在邓州地形 BA 问题和龙泉寺 BA 问题中, 本文
算法获得了最大的速度提升.

(a) 云岗石窟问题

(a) Yungang Grottoes

(b) 龙泉寺问题

(b) Longquan Temple

(c) 清华大学问题

(c) Tsinghua University

(d) 应县木塔问题

(d) Yingxian Wooden Pagoda

(e) 邓州地形问题

(e) Aerial Terrain

(f) 紫霄宮问题

(f) Zixiao Palace

图 4 运行时图

Fig. 4 Run-time plots

1http://vision.ia.ac.cn/applications/heritage preservation/index.html
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(a) 云岗石窟问题

(a) Yungang Grottoes

(b) 龙泉寺问题

(b) Longquan Temple

(c) 紫霄宮问题

(c) Zixiao Palace

图 5 算法各主要步骤性能比较

Fig. 5 Comparison of the major steps of the algorithms

4.3.2 算法各主要步骤性能比较

我们比较了 ORI-SBA、GPU-SBA 和 CPU-
DBA 各个主要步骤的计算时间, 结果见图 5. 其中,
横轴表示算法各主要步骤, 包括: 计算 Jacobian、计
算 JTΣ−1

XXX J、计算 S、解方程和其他步骤, 分别用 J ,
JTJ , S, Solver, Other 表示, Sum 表示其计算时间
之和. 纵轴表示计算时间, 是算法结束时该步计算时
间的总和, 对数尺度. 最后一列表示整个算法的计算
时间. 一般来说, 将基于 Schur 完形的二阶方法应
用于 MPBA 问题, 计算 S 和解线性方程等步骤需
要消耗大部分的计算时间[4, 9, 20]. 如图 5 所示, 在大
多数的步骤中, CPU-DBA 都提高了计算的时间效
率. DBA 算法对计算 S 的加速, 是其获得高加速比
的主要原因. 在相机模型数较少时, GPU-SBA 能够
更快地解线性方程 Sδaδaδa = eaeaea. 但随着相机模型数增
加, 如在紫霞宫问题中 (图 5 (c)), DPCG 算法的性
能已经超过了 GPU-SBA 的相应算法.
4.3.3 内存需求

单机内存需求是衡量 BA 算法对 BA 问题可扩
展性的重要因素[12]. 各算法的单机内存需求如图 6
所示.

图 6 内存需求

Fig. 6 Memory requirement

其中, 横轴是几个 MPBA 问题: 云岗石窟 BA
问题、龙泉寺BA问题、邓州地形BA问题和紫霄宮
BA 问题. 纵轴是单机内存需求. 对于MPBA 问题,
随着三维点数的增加, 各算法的内存消耗量也急剧
增加. CPU-DBA 的单机内存消耗仅为 ORI-SBA
的 1/7, 而GPU-DBA 也仅为ORI-SBA 的 1/4. 若
将 DBA 算法映射于更大规模的集群上, 其单机内
存消耗量将更低. 这些特征表明, 本文算法能适用于
更大规模的MPBA 问题.

5 总结

随着计算机成本降低, 构建一个小型集群系统
已不是一件非常困难的事. 对于大规模 BA 问题,
单机捆绑调整算法要么运行时间太长, 要么无法运
行. 所以, 当图像多或图像分辨率高时, 需要使用
集群系统, 从而需要研究分布式 BA 算法. 对于
分布式 BA 算法, 所消耗的计算资源主要有两个
用处: 一是提升 BA 算法的执行效率, 另一个是处
理更大规模的 BA 问题. 而目前对大场景的重建,
单机处理已十分困难, 集群处理应该是一种有效途
径.

针对MPBA 问题, 本文报道了一种分布式的捆
绑调整算法. 算法通过一种与问题无关的分解方法,
将原 BA 问题分解为易于计算的子问题, 并映射到
各计算节点上. 针对不同的集群配置, 设计了两种分
布式的线性方程解法. 算法被映射到两个集群上, 并
对若干 MPBA 问题进行了实验. 与经典算法 SBA
相比, 本文算法获得了计算性能的显著提升, 并保持
了较高的精确度. 本文算法对存储效率的提升, 使其
能适用于更大规模的MPBA 问题. 同时, 若增加计
算资源, 算法的计算性能和存储效率将进一步提升.

另外, 当前关于 BA 问题的快速实现, 还没有一
个标准平台, 使其能够在标准数据库上进行结果的
定量比较. 本文仅在这方面进行了一些探讨. 对于
MPBA 问题, 基于 PCG 的 BA 算法的性能仍然是
一个有待解决的开放问题, 我们将拟对这些问题进
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行进一步探索.
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