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ML型迁移学习模糊系统

蒋亦樟 1 邓赵红 1 王士同 1

摘 要 经典模糊系统构建方法训练时通常仅考虑单一的场景, 其伴随的一个重要缺陷是: 如当前场景重要信息缺失, 则受训

所得系统泛化能力较差. 针对此问题, 以 Mamdani-Larsen (ML) 型模糊系统为对象, 探讨了具有迁移学习能力的模糊系统,

即ML 型迁移学习模糊系统. ML 型迁移学习模糊系统不仅能充分利用当前场景的数据信息, 而且能有效地利用历史知识来

进行学习, 具有通过迁移历史场景知识来弥补当前场景信息缺失的能力. 具体地, 基于经典的压缩集密度估计 (Reduced set

density estimator, RSDE) ML 型模糊系统构建方法, 通过引入迁移学习机制提出了一种基于密度估计的ML 型迁移模糊系

统构建方法. 在模拟数据和真实数据上的实验研究亦验证了该迁移模糊系统在信息缺失场景下较之于传统模糊系统建模方法

的更好适应性.
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Abstract The classical fuzzy system modeling methods only consider the single scene, which may bring up the following

weakness: if the information of partial data is missing, the fuzzy systems constructed based on this dataset will have the

weak generalization abilities for this scene. In order to overcome this shortcoming, by focusing on the Mamdani-Larsen

type fuzzy system (ML-FS) model, the fuzzy system with the transfer learning abilities, i.e. ML-transfer fuzzy system is

proposed. The ML-transfer fuzzy system will not only make full use of the data information in the learning procedure,

but also effectively learn from the existing useful historical knowledge, such as parameters of the fuzzy system obtained

from the dataset of historical scene, in order to make up the information lack in the current scene. Based on this idea,

a specified ML-transfer fuzzy system (ML-TFS) based on reduced set density estimation (RSDE) technology is proposed

by introducing transfer learning mechanism. It has been verified by experiments on simulation data and real data that

the ML-transfer fuzzy system has a better adaptability than the traditional fuzzy modeling method in the scene with

information missing.
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模糊系统理论是以模糊集和模糊推理理论为基

础演变而来的. 它能对处理人类生产与实践过程中
的思维、分析、推理以及决策过程建立一种与之对

应的数学模型, 使得自然语言直接转译成计算机能
够识别的机器语言[1−4]. 其特色是: 不但具有高度的
可解释性, 还具有强大的学习能力. 目前, 模糊系统
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已广泛应用于各个领域, 如智能控制、信号处理、模
式识别等方面[5−9].
模糊系统的参数学习是模糊系统研究的重要内

容. 对于经典的模糊系统而言, 其参数学习一般有基
于专家经验的人为赋值法和基于可用数据集的训练

学习法两类方法. 后一类方法由于其强大的学习能
力在实践中应用地更为广泛. 但目前训练学习法普
遍存在着同一问题: 只考虑单一的场景, 当前场景训
练数据信息严重影响受训模糊建模之性能. 如该场
景信息有较大的信息缺失, 则所得受训系统泛化能
力将严重下降. 在实际生产过程中, 由于信息采集
器、传感器等设备的稳定性以及抗外界干扰性不一

定令人满意, 经常出现短路或者是其他的故障, 此时
这些设备采集到的数据往往存在信息丢失或信息的

不完整. 针对此种情况, 历史相关场景的信息 (如历
史场景的数据信息或历史场景归纳出来的知识) 对
当前场景的建模来说是一种有益的补充.虽然历史场
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景数据含有一定的有益信息, 但利用历史数据时也
会面临一些挑战: 一方面, 对于一些具有保密性的历
史数据, 普通研究人员往往无法获取, 仅能获取一些
历史知识 (如模型参数). 另一方面, 直接利用历史场
景数据时, 如果历史场景和当前场景之间存在较大
的漂移, 此时大量历史数据的采用可能会带来一定
的负面影响. 根据如上分析可见, 在如下情形下: 1)
当前场景的数据存在信息缺失; 2) 历史场景和当前
场景之间存在漂移现象, 此时仅利用当前场景数据
或同时利用所有场景数据 (如果可用) 所构建出的模
糊系统性能一般不能令人满意. 由于这类现象在实
际应用中普遍存在, 因此研究出一种即不需大量相
关历史场景数据又能够一定程度地承受当前场景部

分数据信息缺失的模糊系统构建方法变得很有必要.
据我们所知, 在模糊系统建模方面针对前面所

述挑战的研究在文献中还几乎看不到. 但在相近的
研究领域, 如针对小样本数据集的鲁棒模糊建模技
术方面, 目前已出现一些重要的研究成果, 代表性的
工作可见文献 [10−13]. 在此类研究中, 引入的一个
重要技术是支撑向量学习技术. 该类技术引入了结
构风险来优化相应的系统, 从而在小样本建模环境
下显示出了较好的鲁棒性. 文献 [10] 提出了一种基
于自组织模糊聚类和支撑向量学习技术的 TS 型模
糊神经网络分类方法. 文献 [11] 基于模糊聚类和支
撑学习技术提出了针对 0 阶 TS 型模糊推理规则的
模糊系统分类算法并应用于肤色分割. 文献 [12] 则
基于支撑学习技术提出了针对回归任务的 TS 型模
糊系统学习算法. 文献 [13] 亦基于支撑向量技术探
讨了模糊建模及其学习方法. 上述模糊系统学习算
法虽然在小样本环境下较之传统方法显示出了更好

的鲁棒性, 但针对训练数据集有重要信息缺失的场
景, 建模效果依然不理想. 而且此类算法亦无有效利
用历史场景有用信息来弥补当前场景信息缺失之能

力.
值得指出的是, 和本文所探讨问题密切相关的

一个研究方向是迁移学习[14−20]. 根据文献 [14] 迁
移学习的理论可知, 其常被用来解决交叉域问题, 即
当两个数据域的数据在特征空间或属性方面总体上

近似, 但仍存在一定差异性的情况下, 可利用数据较
为充足的一域去指导另一域的学习. 当前迁移学习
已经在分类、聚类以及回归等方面得到关注. 纵观
近几年来迁移学习领域的进展, 可以发现其在分类
领域的研究已较为丰富, 代表性的工作有: 2007 年
Raina 等将迁移学习的理论应用到了未标记数据的
分类问题上[15]; Yang 等在文献 [16] 中提出了基于
迁移学习理论的 TPLSA 算法并将其应用于文本分
类方向, 并在 2009 年的文献 [17] 中提出了一种半
监督的域适应迁移成分分析 (Transfer component
analysis, TCA) 方法, 该算法也被广泛应用到分类

领域中; 文献 [18] 中 Glorot 等进一步将域适应的迁
移学习方法成功应用到了大规模情感数据的分类问

题上; 2012 年 Duan 等成功地将迁移学习理论与多
核学习融合并应用于分类领域[19]. 在聚类方面, 迁
移学习也已被关注, 2008 年 Yang 等在文献 [20] 中
将其应用于聚类的迁移学习, 提出了一种自学习的
聚类算法. 除了分类和聚类之外, 回归方面的迁移学
习的研究同样值得关注, 虽然迁移学习应用于回归
方面是非常自然的, 但是目前在该方面的成果还极
少. 本研究中, 我们将以模糊系统为具体模型来重点
探讨迁移学习在回归中的应用.
针对部分重要信息缺失环境下模糊系统建模面

临的挑战, 本文提出了一种具有迁移学习能力的模
糊系统建模方法. 首先, 由于 ML 型模糊系统的简
单性及受到广泛应用等优点, 本文以其为对象来探
讨迁移模糊系统的构建. 其次, 在此模型的基础上通
过引入迁移学习机制构造新的目标函数, 达到弥补
信息缺失之目标. 提出的 ML 型迁移模糊系统只需
要历史场景所得的模型参数作为历史知识, 而不需
要历史场景的数据集, 因而其对历史场景数据具有
很好的隐私保护作用. 同时, 由于提出的 ML 型迁
移模糊系统能有效地继承有用历史知识, 其允许当
前场景的数据集在某种程度上存在数据丢失或残缺

的现象. 因此, 本文提出的ML 型迁移学习模糊系统
具有较好的适应性. 特别是对于传感器大量存在的
发酵生产过程等方面, 本文方法将会有很好的潜在
应用前景.

1 ML型模糊系统

经典模糊系统模型可分为以下几类: Mamdani-
Larsen (ML) 模型[21−24], Takagi-Sugeno (TS) 模
型[25] 及 Generalized fuzzy model (GFM) 模型[26].
ML 模型由于其简洁性是受到较多应用的一种模糊
模型. 本文以其为具体研究对象, 探讨了具有迁移学
习能力的模糊系统建模方法.

1.1 Mamdani-Larsen (ML)型模糊系统

ML 型模糊系统的模糊推理规则可表达如下:

IF x1 is Ak
1 ∧x2 is Ak

2 ∧ · · · ∧ xd is Ak
d

THEN y is Bk(bk, vk)

其中每一条规则都有与之对应的输入向量 xxx = [x1,

x2, · · · , xd]T,并把输入空间的模糊集Ak ⊂ Rd 映射

到输出空间的模糊集 Bk ⊂ R. 这里 Ak
i 表示第 i 维

输入在第 k 条模糊规则中对应的模糊子集, ∧ 表示
模糊合取操作. 在 ML 模糊推理系统中, Bk(bk, vk)
表示第 k 条模糊规则 THEN 部分中分别以 bk 为质

心和以 vk 为模糊系数的模糊集. 令 µk(xxx) 为模糊集
Bk 对应的模糊隶属度函数, 第 k 条规则的隶属度
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µk(xxx) 可由 IF 部分中各维对应的隶属度值通过合取
操作 (∧) 获得, 即

µk(xxx) = µk
1(x1) ∧ µk

2(x2) ∧ · · · ∧ µk
d(xd) (1)

当采用乘算子、乘算子和加算子分别作为合取、蕴

含和析取操作算子时, ML 模糊推理系统在去模糊
化后, 最终输出可表示为

y0 =

K∑
k=1

µk(xxx)× vk× bk

K∑
k′=1

µk′(xxx)× vk′

=

K∑
k=1

d∏
j=1

µk
j (xj)× vk× bk

K∑
k′=1

d∏
j=1

µk′
j (xj)× vk′

(2)

1.2 基于RSDE密度估计的ML模糊系统构建方
法

对于 ML 模糊系统, 一个重要的进展是基于密
度估计技术的构建方法[27]. 文献 [28] 提出了一种
新的核密度估计技术, 即压缩集密度估计方法 (Re-
duced set density estimator, RSDE). 文献 [29] 探
讨了 RSDE 和最小包含球技术之间存在的等价性,
基于核心集快速最小包含球逼近策略提出了快速的

RSDE 密度估计算法 FRSDE (Fast RSDE). 文献
[27]指出了RSDE和ML型模糊系统构建之间存在
的等价性,从而利用RSDE[28] 和 FRSDE[29] 提出了

基于 RSDE 密度估计的 ML 型模糊系统训练算法.
在后面部分, 本文将在文献 [27] 提出的基于 RSDE
密度估计的 ML 型模糊系统构建方法基础上, 研究
当存在有用历史场景知识可用时具有迁移学习能力

的ML 型模糊系统训练算法. 本文提出的具有迁移
学习能力的ML 型模糊系统训练算法本质上依然是
一个密度估计过程. 和文献 [27] 的基于密度估计的
构建方法相比, 其独特之处是在密度估计过程中具
有了从历史知识中学习的能力, 即具有迁移学习能
力.
为了便于理解,这里对基于密度估计技术的ML

模糊系统构建方法简介如下. 给定参考样本集 S =
{xxx1, xxx2, · · · ,xxxN} ∈ Rd, RSDE 核密度估计器的一
般形式可表示为

_
p(xxx, h, γ) =

C∑
i=1

γi Kh(xxx,xxxi) (3a)

其中, C 是由包含 N 个样本的参考样本集得到的压

缩集中的样本数目, xxxi 为压缩集中第 i个样本[28−29].
在文献中, RSDE 密度估计器被提出用以实现核密

度估计. 对于给定的多输入单输出 (MISO) 回归数
据集 D = {xxxi, yi}, i = 1, · · · , N , 其相应的 RSDE
可表示为

_
p([xxx; y], h, γ) =

C∑
i=1

γi Kh([xxx; y], [xxxi, yi]) (3b)

式 (3a) 中的 (xxxi, yi) 为得到的压缩集中的第 i 个输

入输出数据对.
对于多输入单输出回归数据集对应的 RSDE 密

度估计, 在给定输入 xxx 时, 如果 RSDE 采用的核函
数为高斯密度函数 (用符号 G 表示), 那么它所对应
的期望输出可表示为

E [y|xxx] =

C∑
i=1

γi

d∏
j=1

G(xj, xij, h) yi

C∑
i′=1

γi′
d∏

j=1

G(xj, xi′j, h)
(4)

根据式 (4) 和式 (2), 文献 [27] 证明了 RSDE
与ML 模糊系统之间存在的等价性. 该等价性可归
纳为如下结论.

结论 1[27]. 对于某回归数据集,其对应的RSDE
密度估计的条件期望输出和对应的某个ML 模糊推
理系统的输出具有相同的数学表达式, 因而可用回
归数据集的 RSDE 密度估计来构造相应的 ML 模
糊推理系统.
根据结论 1, 文献 [27] 提出了新的 ML 模糊系

统构建方法及其在大规模数据环境下的可扩展算法．

这里对基于 RSDE 密度估计的 ML 模糊系统构建
过程简述如下.
基于 RSDE 密度估计的 ML 模糊系统构建方

法:
1) ML 模糊系统的规则数 K 等于压缩集密度

估计器 RSDE 中的成员函数数目 C, 即K = C;
2) ML 模糊系统每条规则结论部分的模糊系数

vk 等于压缩集密度估计器 RSDE 中各成分的先验
概率 γi, 即 vk = γi;

3) ML 模糊系统中每条规则 THEN 部分模糊
集的质心为压缩集密度估计器 RSDE 中压缩集的一
个样本点的输出, bk = yi;

4) ML 模糊系统中 IF 部分的隶属度函数为
µk(xj) = G(xj, xij, h) = G(xj, xij, σ

2), j = 1, 2,
· · · , d;

5) ML 模糊系统的合取、蕴含和析取算子分别
为乘算子、乘算子和加算子.

2 ML型迁移模糊系统

在进行具有迁移学习能力的ML 型模糊系统构
造时, 一个关键的工作是: 针对当前场景出现的信息
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缺失, 如何有效利用已有的历史知识来进行相应的
信息补偿, 进而得到较之于仅利用当前场景数据信
息受训所得系统具有更好适应性的模糊系统. 本研
究提出的ML型迁移模糊系统 (ML-TFS)的核心思
想可用图 1 来表示.

图 1 ML 型迁移模糊系统 (ML-TFS) 构造原理示意图

Fig. 1 The principle of ML-type transfer

learning fuzzy system

2.1 融合知识迁移的目标函数构造

基于 RSDE 密度估计构造的模糊系统, 一类有
用的知识可以描述为该系统相应的由 RSDE 估计
的概率密度函数. 因而对于某历史场景受训得到的
ML 模糊系统, 可把其对应的概率密度函数作为已
有的可用历史知识. 为了从该历史知识来有效地进
行迁移学习, 我们将构造出一个具有迁移学习能力
的新目标函数.
首先可把历史场景基于 RSDE 密度估计得到的

ML 模糊系统对应的概率密度分布函数表示如下:

_
p(xxx) =

C∑
i=1

piG(xxx,uuup,i, σ
2
p,i) (5)

式 (5) 即为可利用的历史知识. 同时可把在当前场
景下最终得到的模糊系统对应的概率密度分布函数

表示为

_
q(xxx) =

C∑
i=1

qiG(xxx,uuuq,i, σ
2
q,i) (6)

已有的基于 RSDE 密度估计的模糊系统构建方
法, 在进行 RSDE 密度估计时仅考虑到当前场景数
据的信息, 没有迁移学习的能力, 因而得到的模糊系
统仅能从当前场景数据中进行学习. 这使得如果当
前场景有重要的信息缺失时, 受训所得的模糊系统
泛化能力将会变差. 针对此, 本文在密度估计的过程
中引入可用历史知识, 使得该历史知识能有效地影
响密度估计的结果, 进而使其对应的模糊系统也能
有效地学习到历史场景的有益信息. 基于此点, 本研
究给出如下的密度估计优化目标函数:

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

J =

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

(∫ (
_
p(xxx)− _

q(xxx)
)2

dxxx+

λ

∫ (
_
q(xxx)− q(xxx)

)2

dxxx

)
(7a)

这里 q(xxx) 表示当前场景数据对应的真实概率密度
分布. 式 (7a) 中的目标函数包含两部分: 其中第一
个部分为历史知识的传承, 其作用是使得学习得到
的概率密度估计尽可能接近历史信息对应的密度估

计; 第二个部分是利用当前场景数据对密度分布进
行估计, 其目标是尽可能的使得估计出的密度分布
逼近于真实的密度分布．目标函数的第二部分直接

继承于 RSDE 密度估计的目标函数, 关于其更详细
的解释可参见文献 [28−29]. 式 (7a) 中的参数 λ 用

来平衡两部分的影响, 其可用经典的交叉验证策略
来估计其最优值. 通过对式 (7a) 分析可知, 该目标
函数即能继承历史知识, 又能够通过当前场景数据
信息来学习. 进一步地, 可将式 (7a) 展开得到:

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

J =

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

( ∫ 


_
p (xxx)2−2

_
p (xxx)

_
q (xxx)+

_
q (xxx)2


dxxx +

λ

∫ (
_
q (xxx)2−2

_
q (xxx)q(xxx) + q(xxx)2

)
dxxx

)
⇒

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

J =

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

( ∫ 
−2

_
p (xxx)

_
q (xxx)

+
_
q (xxx)2


dxxx +

λ

∫ (
_
q (xxx)2−2q(xxx)

_
q (xxx)

)
dxxx

)
⇒

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

J = arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

(
(1 + λ)

∫
_
q (xxx)2dxxx−

2

∫
_
p (xxx)

_
q (xxx)dxxx− 2λ

∫
q(xxx)

_
q (xxx)dxxx

)

(7b)
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由于
∫

G(xxx,uuuq,j, σ
2
p,i)G(xxx,uuuq,j, σ

2
q,j)dxxx = G(uuup,i,

uuuq,j, σ2
p,i + σ2

q,j), 利用式 (5) 和式 (6) 可得:
∫

_
p(xxx)_

q(xxx)dxxx =

C∑
i=1

C∑
j=1

pi qj G
(
uuup,i,uuuq,j, σ

2
p,i +σ2

q,j

)
(8a)

∫
_
q(xxx)2 dxxx =

C∑
i=1

C∑
j=1

qi qj G
(
uuuq,i,uuuq,j, σ

2
p,i +σ2

q,j

)

(8b)

同时, 对于
∫

_
q(xxx)q(xxx)dxxx, 可近似为[28−29]

∫
_
q(xxx)q(xxx)dxxx = E(_

q(xxx)) =

E

(
C∑

j=1

G
(
xxx,uuuq,j, σ

2
q,j

)
)
≈

1
N

N∑
i=1

C∑
j=1

qj G
(
xxxi,uuuq,j, σ

2
q,j

)

(8c)

把式 (8a), (8b), (8c) 代入式 (7b) 得:

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

J =

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j

(
−2

C∑
i=1

C∑
j=1

piqj ×

G
(
uuup,i,uuuq,j, σ

2
p,i +σ2

q,j

)
+

(1 + λ)
C∑

i=1

C∑
j=1

qi qj G
(
uuuq,i,uuuq,j, σ

2
q,i +σ2

q,j

)−

2λ

N∑
i=1

C∑
j=1

1
N

qj G
(
xxxi,uuuq,j, σ

2
q,j

)
)

(9)
基于式 (9), 本研究将给出具体的ML 迁移模糊系统
参数学习规则．

2.2 参数学习规则

在式 (9) 中, qj,uuuq,j 以及 σq,j 均为需优化的变

量．直接对这些参数优化是比较困难的．本研究采

用了模糊聚类、模糊神经网络等技术中经常采用的

交替迭代策略来对式 (9) 进行参数优化[30−35]．在该

迭代过程中主要包含如下三个主要的步骤:
步骤 1. 固定 uuuq,j, σq,j 不变, 利用式 (9) 优化

qj. 当 uuuq,j, σq,j 不变时, 式 (9) 对于 qj 的优化为

典型的二次规划 (Quadratic programming, QP) 问
题[36]．此时对应的优化问题为

arg min
qj

J = arg min
qj

(
C∑

i=1

C∑
j=1

qi qj hij +
C∑

j=1

qj βj

)

(10a)

其中,

hij = (1 + λ)G
(
uuuq,i,uuuq,j, σ

2
q,i +σ2

q,j

)
(10b)

βj =

[
−2

C∑
i=1

pi G
(
uuup,i,uuuq,j, σ

2
p,i +σ2

q,j

)
]

+

[
−2λ

N∑
i=1

1
N

G
(
xxxi,uuuq,j, σ

2
q,j

)
]

(10c)

此时采用经典的二次规划算法即可得到 qj 在当前迭

代的解.
步骤 2. 固定 qj, σq,j 不变, 利用式 (9) 求解

uuuq,j．此时式 (9) 对应取极值的必要条件可表示为

uuuq,j =
bbb

a
(11a)

a = −
C∑

i=1

piqjG1ij

(
σ2

p,i +σ2
q,j

)−1
+

(1 + λ)
C∑

i=1,
i 6=j

qi qj

(
G2ij

(
σ2

p,i +σ2
q,j

)−1
)
−

λ
N∑

i=1

1
N

qj G3ij ×σ2
q,j
−1

(11b)

bbb = −
C∑

i=1

piqjG1ij

(
σ2

p,i +σ2
q,j

)−1
uuup,i +

(1 + λ)
C∑

i=1,
i 6=j

qi qj

(
G2ij

(
σ2

q,i +σ2
q,j

)−1
)

uuuq,i −

λ
N∑

i=1

1
N

qj G3ij ×σ2
q,j
−1

xxxi

(11c)

这里G1ij = G(uuup,i, uuuq,j, σ2
p,i +σ2

q,j), G2ij = G(uuuq,i,
uuuq,j, σ

2
q,i +σ2

q,j), G3ij = G
(
xxxi,uuuq,j, σ

2
q,j

)
, 类似于

FCM 聚类等技术, 式 (11a) 给出的必要条件即可
作为参数 uuuq,j 在交替迭代学习过程中的学习规则.
步骤 3. 固定 qj, uuuq,j 不变, 利用式 (9) 求解

σq,j. 此时式 (9) 对应的极值的必要条件可表示为

∂ J

∂ σq,j

= 0 (12a)
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由于式 (12a) 得不到参数 σq,j 的解析解, 我们给出
如下的梯度学习规则来进行参数学习:

σq,j(s + 1) = σq,j(s)− η
∂ J

∂ σq,j(t)
(12b)

其中,

∂ J

∂ σq,j

= 2
C∑

i=1

piqj G1ij ×
[
d

(
σ2

p,i +σ2
q,j

)−1− (
σ2

p,i +σ2
q,j

)−2×
(uuup,i−uuuq,j)

T(uuup,i−uuuq,j)
]
σq,j +

(1 + λ)

{
− 2

C∑
i=1,
i 6=j

qi qj G2ij ×
[
d

(
σ2

q,i +σ2
q,j

)−1− (
σ2

q,i +σ2
q,j

)−2×
(uuuq,i−uuuq,j)

T(uuuq,i−uuuq,j)
]
σq,j −2 q2

j G2ij ×

d
(
2 σ2

q,j

)−1
σq,j

}
+ 2λ

N∑
i=1

1
N

qj G3ij ×
[
d σ2

q,j
−1−σ2

q,j
−2 (xxxi−uuuq,j)

T(xxxi−uuuq,j)
]
σq,j

此式可作为内循环的学习规则来对参数 σq,j 学

习, 其对应于外部迭代中的一步学习. 式 (11a)∼
(11c) 及 (12b) 的具体推导过程, 可详见附录 A.

2.3 算法描述

根据前一节推导所得到的学习规则, 给出如下
的ML 型迁移模糊系统学习算法:
算法 1. ML 迁移模糊系统训练算法 (ML-

type transfer learning fuzzy system training
algorithm)

初始化

t = 0, qj(0) = pj(0),uuuq,j(0) = uuup,j(0), σq,j = σp,i; 计

算 J(0); 设置迭代最大次数 tmax, smax, 平衡因子 λ 和误差

阈值 ε．

Repeat

t = t+1;

Step 1

利用式 (10a)∼ (10c) 更新 qj(t);

Step 2

利用式 (11a)∼ (11c) 更新 uuuq,j(t);

Step 3

s=0;

σ̃q,j(t, s) = σq,j(t− 1);

Repeat

s = s + 1;

利用式 (12a) 和式 (12b) 求 σ̃q,j (t, s);

Until ‖σ̃q,j(t, s)− σ̃q,j(t, s− 1)‖ ≤ ε or

s >= smax;

σq,j(t) = σ̃q,j(t, s);

计算 J(t);

Until ‖J(t)− J(t− 1)‖ ≤ ε or t >= tmax.

对于所给出的 ML 迁移模糊系统训练算法, 以
第 t + 1 步的迭代学习为例对其收敛性作如下分析:

1) 在第 t + 1 步, 固定 uuuq,j(t), σq,j(t) 不变, 可
得式 (10a), 即

arg min
qj

J
(
qj,uuuq,j(t), σq,j(t)

)
=

arg min
qj

(
C∑

i=1

C∑
j=1

qi qj hij +
C∑

j=1

qj βj

)

进而求得关于 qj 的一阶偏导数: ∂J
∂ qj

=

2
∑C

i=1,i 6=j
qi hij +2 qj hjj +β

j
, 二阶偏导数: ∂2J

∂qj
2 =

2 hjj = 2 + 2λ. 由于 λ > 0, 可知 ∂2J
∂qj

2 > 0, 因
此 J(qj,uuuq,j(t), σq,j(t)) 是变量 qj 的严格凸函数.
由于 J(qj,uuuq,j(t), σq,j(t)) 是 qj 的凸函数, 可知式
(10a) 所得的 qj(t + 1) 是 J(qj,uuuq,j(t), σq,j(t)) 的
全局最优解, 从而有 J(qj(t + 1),uuuq,j(t), σq,j(t)) ≤
J(qj(t), uuuq,j(t), σq,j(t)).

2) 在第 t + 1 步, 固定 qj(t + 1), σq,j(t) 不
变, 式 (11a) 所得的 uuuq,j(t + 1) 仅是 J(qj(t +
1),uuuq,j, σq,j(t)) 取极值时的必要但非充分条件, 此
时uuuq,j(t+1)是 J(qj(t+1),uuuq,j, σq,j(t))的极值或鞍
点. 故变量 uuuq,j 的更新规则不能严格保证 J(qj(t +
1),uuuq,j(t+1), σq,j(t)) ≤ J(qj(t+1),uuuq,j(t), σq,j(t))
一定满足.

3) 在第 t + 1 步, 固定 qj(t + 1), uuuq,j(t + 1) 不
变, 由式 (12b) 对 J(qj(t + 1),uuuq,j(t + 1), σq,j) 进行
迭代优化. 根据梯度下降算法的性质可知, 所得到
的解 σq,j(t + 1) 是 J(qj(t + 1),uuuq,j(t + 1), σq,j) 的
某个局部最优解的近似解, 即 J(qj(t + 1),uuuq,j(t +
1), σq,j(t + 1)) ≤ J(qj(t + 1),uuuq,j(t + 1), σq,j(t))．
据上述分析可知, 提出的 ML 型迁移模糊系统

训练算法并不能保证严格的收敛. 这里所采用的
优化技术借鉴了模糊聚类、模糊建模和核特征抽取

等智能方法中常用的交替迭代优化技术[21, 30−35, 37].
正如经典的 FCM 等聚类算法, 其通常能收敛于某
个局部最优解或鞍点. 虽然此类算法目前在理论上
尚未被证明是严格收敛的或是有条件收敛的, 但已
有的采用交替迭代优化技术的迭代算法表明此优化

技术在大多数场合是非常简单而有效的[21, 30−35, 37].
后面的实验部分给出了本文算法在部分数据集上运

行时的收敛曲线, 以便对其收敛性做一个直观的了
解.
必须指出的是: 本文算法的收敛性是一个有待

进一步深入探讨的开放性问题, 未来在该方面还有
很多工作值得深入探讨. 另外, 由于初始化等不同因
素的影响, 许多交叉迭代算法多次执行后最终可能
收敛于不同的局部最优解. 这个问题也是交叉迭代
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算法本身无法完全克服的. 针对此问题, 更可行的解
决方案是探讨新的优化算法来求解给定的优化目标

函数. 例如, 近年来具有更好寻优能力的进化计算优
化技术 (遗传算法、粒子群算法等) 受到较多关注并
被尝试应用于优化不同的建模模型.

3 实验研究

3.1 实验设置

本文在实验研究部分将分别利用合成数据以及

谷氨酸发酵过程中采集的真实数据对提出的ML 型
迁移模糊系统构建方法进行验证和评估. 其中合成
数据以及谷氨酸真实数据的具体描述将分别于第

3.2 节和第 3.3 节中给出. 在第 3.2 节和第 3.3 节, 对
经典的基于 RSDE 密度估计的 ML 系统建模方法
(表示为 RSDE-MLFIS) 和本文提出的 ML 型迁移
模糊系统建模方法 (表示为 ML-TFS) 性能进行了
比较. 为了能够突显本文算法的更好适应性, 本文利
用 RSDE-MLFIS 方法构造出三个模糊系统, 这三
个模糊系统分别为: 1) 直接利用历史数据构建的模
糊系统 FS (D1); 2) 直接利用含信息缺失的当前场
景数据构建的模糊系统 FS (D2); 3) 利用历史数据
和当前场景数据构造的 FS (D1+D2). 然后, 利用本
文方法基于当前场景数据以及历史知识构建的 ML
型迁移模糊系统与以上三种模糊系统进行了性能比

较. 在第 3.4 节, 将进一步对本文方法和两种经典的
针对小样本数据集的模糊系统建模方法进行性能比

较.
性能比较时采用了式 (13) 定义的评价指标[38]:

J0 =

N∑
n=1

e2 (n)

N × yr

(13)

其中, N 为测试样本集尺寸; e(n) = ytarget(n) −
ymodel(n); yr = [max(ytarget)−min(ytarget)]

2. 这里
ytarget(n) 为第 n 个测试样本输出, ymodel(n) 为第 n

个测试样本对应的模糊系统输出. J 越小表示泛化

能力越好.
实验中, 算法中的外部最大迭代次数 (tmax) 设

置为 50, 内部最大迭代次数 (smax) 设为 100, 阈值
设为 ε = 1E−7．
实验环境: 实验硬件平台为 Intel Pentium

CPU, 其主频为 1.6GHz, 内存为 1GB, 编程环境
为Matlab 7.0.

3.2 模拟数据集实验

为了利用历史知识弥补当前场景下由于信息缺

失造成受训系统泛化能力下降之缺陷, 合成数据集
的构造需遵循如下的两个原则: 1) 历史场景和当前
场景有较大的相关性, 它们之间既有很大的相似性,

又存在着一定的区别. 2) 当前场景采样的数据集存
在一定的信息缺失.
为了表征如上的两个原则, 采用函数 Y = f(x)

= sin(x) × x, x ∈ [−10, 10] 来表示历史场景, 其用
于产生历史场景数据集 (D1). 另一方面, 利用 y = r

× Y = r × f(x) 来表征当前场景, 其用来产生当前
场景的训练数据集 (D2) 和测试集 (D2-test), 并且
在构造训练集时, 在某些区间人为设置信息缺失. 为
便于理解, 表 1 给出了相关符号的定义.

表 1 所涉及符号的定义

Table 1 Definition of the related notations

符号 定义

d 数据维数 (输入 + 输出)

D1 历史场景采样数据集

D2 当前场景采样训练数据集

D2-test 当前场景采样测试数据集

r 当前场景和历史场景相关联系数

根据上述设置, 利用函数生成 400 个输入输出
数据对来构成用于表征历史场景的数据集 (D1), 另
外通过函数分别生成 149 个数据对和 200 个数据
对构成当前场景的训练集 (D2) 和测试集 (D2-test).
对于当前场景的训练集 (D2), 令数据对在输入采样
区间 [−6, −4] 和 [0, 4] 内产生了信息缺失. 同时, 本
实验设置历史场景和当前场景的相关联系数分别为

0.9、0.85、0.8、0.75 和 0.7, 进而分别进行了实验研
究. 图 2 (a) 给出了相关联系数为 0.85 时表征历史
场景和当前场景的两个数据生成函数, 图 2 (b) 示出
了相关联系数为 0.85 时, 两函数采样得到的历史场
景数据集和当前场景训练数据集. 实验结果如表 2
和图 3 所示.
根据表 2 和图 3, 可给出如下的观察结论:
1) 从表 2 可以看出, 本文提出的ML 迁移模糊

系统取得较之于其他模糊系统更好的泛化性能.
2) 对图 3 (a) 进行分析可知, 若直接使用历史模

型对现有的场景进行性能测试, 其效果并不理想, 究
其原因在于现有场景与历史场景之间已存在一定的

偏移, 也正是这种偏移导致了如果继续使用历史场
景所得模型直接预测, 其性能将比较差, 无法达到与
当前场景逼近的效果.

3) 对图 3 (b) 进行分析可知, 从图 3 (b) 可以明
显的发现, 此模型在包含信息缺失的区间 [−6,−4]
以及 [0, 4] 上存在明显的性能恶化现象, 产生这种不
足的原因源于两点: a) 我们在当前场景下采集的数
据较之于历史场景数据而言是比较少的; b) 在信息
缺失的空间上, 已有的方法只能达到同当前采样训
练集逼近而并没能涉及到信息弥补, 因此其在信息
缺失部分必然存在缺陷而最终导致整个系统性能的

下降.
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表 2 各种算法在模拟数据集上的泛化性能 (J0) 比较

Table 2 Comparison of generation abilities (J0) of several algorithms on the synthetic datasets

当前场景信息缺失区间 r FS(D1) 性能 FS(D2) 性能 FS(D1+D2) 性能 ML-TFS 性能

FS (D2 + 历史知识) λ 的取值 (利用

交叉验证确定)

0.9 8.937128E−004 6.508267E−003 4.721078E−004 1.141051E−004 100

0.85 2.323151E−003 6.508821E−003 1.237628E−003 3.344995E−004 10 000

[−6,−4] and [0, 4] 0.8 4.743919E−003 6.508027E−003 2.483341E−003 7.133429E−004 20 000

0.75 8.527649E−003 6.508873E−003 4.470552E−003 1.302578E−003 100 000

0.7 1.420522E−002 6.508376E−003 7.400936E−003 1.135181E−003 100 000

(a) 表征历史和当前场景的函数

(a) Two functions to model the historical scene and

the current scene

(b) 历史场景采样数据集 D1 和当前场景采样训练数据集 D2

(b) Sampling dataset of historical scene D1 and the sampling

dataset of the current scene for training D2

图 2 相关系数为 0.85 时, 历史和当前场景示意函数及相应的采样数据集

Fig. 2 Two functions used to model the historical scene and the current scene with the related coefficient of 0.85 and

the corresponding sampling datasets

4) 对图 3 (c) 进行分析可知, 当使用历史场景数
据与当前场景数据结合之后生成的模型进行测试时,
其结果好于以上两种方法, 但其逼近效果仍不是很
理想. 造成这种结果的因素主要在于: 一方面历史场
景和当前场景之间存在一定的漂移和偏差; 另一方
面, 历史场景数据较之于当前场景下收集到的数据
而言, 数据量较大, 因此在模型训练时, 其所占的比
重较大, 得到的受训模型本身最终更加偏向于历史
数据所得模型. 该方法的另一缺点是需要历史场景
数据的支持. 但是一些高度机密的历史数据通常是
很难获取的. 如果从历史场景仅能得到一些归纳出
来的知识, 如对应的模糊系统的参数, 此时这种方法
就变得不再可行.

5) 从图 3 (d), 即本文方法结果可知: 首先, 本
文的方法较之于图 3 (a) 的方法有着更好的逼近效
果; 其次, 与图 3 (b) 的方法相比, 本文的方法在信息
缺失区间 [−6,−4] 以及 [0, 4] 内利用历史知识较好
地弥补了当前场景信息的不足, 使得系统的性能并

没有因为信息的缺失而显著下降; 最后, 本文方法与
图 3 (c) 的方法相比, 其不仅在逼近程度方面有着明
显的改进, 而且值得指出的是: 本文的方法只需要历
史知识 (历史模型参数) 以及当前场景的数据, 而并
不需要历史场景数据作为训练数据, 因而其在隐私
保护方面也体现了较大的优势.

为了直观地观察本文所提方法的收敛情况, 图 4
给出了本文方法在合成数据集上某次运行时的收敛

曲线情况. 从图 4 可以看出, 虽然该曲线不能保证相
邻两步之间严格递减, 但总的趋势是逐渐递减的, 并
最终在一个很小的变化范围内震荡, 此类现象在许
多迭代算法中也是经常出现的[37].

3.3 真实数据

本部分利用发酵过程建模仿真实验来验证本文

方法较之于其余三种方法在真实数据集上的性能比

较. 通过对采集到的工厂发酵数据进行筛选和分析
后, 本文选取其中具有代表性且覆盖较为广泛的 21
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(a) 基于历史数据所构建的 FS (D1) 性能
(a) The modeling effect of FS obtained based on the

dataset of historical scene

(b) 基于当前场景数据构建的 FS (D2) 性能
(b) The modeling effect of FS obtained based on the

dataset of current scene

(c) 基于历史场景数据与当前场景数据结合构建的 FS (D1 + D2) 性能

(c) The modeling effect of FS obtained based on the dataset of

both the historical and the current scene

(d) ML 迁移模糊系统性能

(d) The modeling effect of ML-type transfer learning

fuzzy system

图 3 对当前场景测试集 (D2-test) 测试时各模糊系统建模效果比较

Fig. 3 Comparison of modeling effect of several algorithms on the synthetic test dataset (D2-test)

图 4 ML 迁移学习模糊系统算法在合成数据集上某次

运行时的收敛曲线

Fig. 4 The convergence curve of ML-type transfer

learning fuzzy system obtained on the synthetic

dataset with a certain time running

批共 294 组数据对, 取出其中 1∼ 16 批共 224 组数
据作为历史生产过程中得到的数据集 (D1), 并基于
D1 构造出历史模型 FS (D1). 其中剩余的 17∼ 21
批共 70 组数据中有 42 组数据 (17∼ 19 批) 在第 6
时刻至第 12 时刻存在数据丢失现象, 本次实验将此
42 组数据作为采集到的当前场景训练集 (D2), 并利
用其构建出系统 FS (D2). 在这 70 组数据中剩余的
28 组数据 (20 批和 21 批) 信息完整, 因此本文利用
这 28 组数据作为测试集 (D2-test). 该系统建模任

务是实现一个多输入多输出系统, 实验中把其分解
为多个单输出系统来处理．该系统输入参数分别为:
发酵过程的采样时间 (h),葡萄糖浓度 (Glucose con-
centration), 菌体浓度 (Thalli concentration) 以及
谷氨酸浓度 (Glutamic acid concentration); 其输出
参数分别为: 下一时刻的葡萄糖浓度 (h + 1)、菌体
浓度 (h + 1) 以及谷氨酸浓度 (h + 1). 仿真实验结
果如表 3 和图 5 所示.
从表 3 的实验结果以及图 5 可以发现, 在该发

酵过程仿真实验与前一节合成数据建模实验上所观

察的结果基本是一致的. 当采用发酵生产中历史场
景积累的历史知识进行迁移学习, 并通过当前场景
采集到的含信息缺失的数据进行数据驱动的模型训

练, 最终能得到相应的 ML 型迁移模糊系统. 所得
系统较之于直接利用历史场景数据构建的 FS (D1)、
直接利用当前场景数据构建的 FS (D2) 和同时采用
历史场景与当前场景数据组合构建的 FS (D1+D2),
都显示出了更好的泛化性能. 因此利用本方法构建
的模糊系统可以更加准确地监控发酵过程, 并进行
相应的预测.
同样地, 为了直观地观察本文方法的收敛情况,

图 6 给出了本文方法在真实数据集上对不同输出建
模时在某次运行时得到的收敛曲线.
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(a) 对 20 批数据预测结果

(a) The prediction results for the 20th batch

(b) 对 21 批数据预测结果

(b) The prediction results for the 21st batch

(c) 对 20 批数据预测结果

(c) The prediction results for the 20th batch

(d) 对 21 批数据预测结果

(d) The prediction results for the 21st batch

(e) 对 20 批数据预测结果

(e) The prediction results for the 20th batch

(f) 对 21 批数据预测结果

(f) The prediction results for the 21st batch

图 5 各种方法对发酵建模泛化性能比较 ((a), (b) 为各模糊系统对葡萄糖浓度预测泛化性能比较; (c), (d) 为各模糊系统对菌

体浓度预测泛化性能比较果; (e), (f) 为各模糊系统对谷氨酸浓度预测泛化性能比较)

Fig. 5 The modeling effect of several algorithms for fermentation process modeling ((a) and (b) are the prediction

results of glucose concentration; (c) and (d) are the prediction results of thalli concentration; (e) and (f) are the

prediction results of glutamic acid concentration.)

表 3 各算法于真实数据 (发酵数据) 上的性能 (J0) 比较

Table 3 Comparison of generation abilities (J0) of several algorithms on

the real-world (fermentation process) datasets

当前发酵过程信息 输出属性 FS(D1) 性能 FS(D2) 性能 FS(D1+D2) 性能 ML-TFS 性能

缺失时刻 (h) FS(D2 + 历史知识) λ 的取值 (利用

交叉验证确定)

葡萄糖浓度 5.254659E−003 7.263440E−003 4.578475E−003 2.353124E−003 10

6, 8, 10, 12 菌体浓度 2.763054E−002 1.250041E−002 1.106049E−002 9.332362E−003 1 000

谷氨酸浓度 6.366049E−003 1.318121E−002 7.523369E−003 5.396974E−003 1 000
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3.4 与经典相关算法的性能比较

为了进一步评估本文建模方法的性能, 本节对
提出的算法和两种经典的针对小样本数据集的模糊

建模算法性能进行了比较. 所采用的两种相关算法
分别是基于模糊聚类和支撑向量学习技术的 TSFS-
SVR 方法[10, 12] 和 FS-FCSVM 方法[11].

3.4.1 模拟数据集

本节依旧采用第 3.2 节中产生的模拟数据集进
行训练与预测. 对两种经典的相关算法主要针对两
种情况来考量: 1) 在历史场景数据 (D1) 未知的情
况下, 仅利用存在信息缺失的当前场景数据 (D2) 建
模得到受训 FS (D2); 2) 在历史数据 (D1) 已知的情

况下, 利用历史数据 (D1) 以及当前场景数据 (D2),
共同建模得到受训 FS (D1 + D2). 最终在这两种情
况下得到的系统和本文方法所得系统进行了性能比

较. 表 4 和图 7 给出了相应的实验结果比较.
虽然相关文献表明 TSFS-SVR 和 FS-FCSVM

方法得到的模糊系统较之于传统模糊系统建模方

法所得系统在小样本环境下显示出了更好的鲁棒

性. 表 4 的实验结果表明, 不管是仅利用当前场景
数据还是同时利用当场和历史场景数据进行建模,
TSFS-SVR 和 FS-FCSVM 方法在当前场景存在信
息缺失时, 由于没有迁移学习能力, 其泛化性能都逊
于本文提出的迁移模糊系统建模算法. 图 7 所示的
建模效果图亦能直观地印证这一点.

(a) 在葡萄糖浓度预测建模时的收敛曲线

(a) The convergence curve of the

modeling of glucose concentration

prediction

(b) 在菌体浓度预测建模时的收敛曲线

(b) The convergence curve of the

modeling of thalli concentration

prediction

(c) 在谷氨酸浓度预测建模时的收敛曲线

(c) The convergence curve of the modeling

of glutamic acid concentration prediction

图 6 ML 迁移学习模糊系统算法在发酵数据集上某次运行时得到的收敛曲线

Fig. 6 The convergence curves of ML-type transfer learning fuzzy system obtained on

the fermentation dataset with a certain time running

表 4 各种算法在模拟数据集上的泛化性能 (J0) 比较

Table 4 Comparison of generation abilities (J0) of several algorithms on the synthetic datasets

当前场景信息 r TSFS-SVR 性能 FS-FCSVM 性能 ML-TFS 性能

缺失区间 D2 D1 +D2 D2 D1+D2 D2+历史知识

[−6,−4] 0.9 1.848150E−003 8.007008E−004 2.683312E−003 1.066735E−003 1.141051E−004

and 0.85 1.821935E−003 2.155936E−003 2.663271E−003 2.336151E−003 3.344995E−004

[0, 4] 0.7 1.822882E−003 7.716933E−003 2.624874E−003 7.888074E−003 1.135181E−003

表 5 各算法于真实数据 (发酵数据) 上的性能 (J0) 比较

Table 5 Comparison of generation abilities (J0) of several algorithms on the real-world (fermentation process) datasets

当前发酵过程信息 输出属性 TSFS-SVR 性能 FS-FCSVM 性能 ML-TFS 性能

缺失时刻 (h) D2 D1 + D2 D2 D1+D2 D2+历史知识

葡萄糖浓度 6.130038E−003 4.786755E−003 5.727892E−003 3.337321E−003 2.353124E−003

6, 8, 菌体浓度 1.353173E−002 1.178146E−002 1.546183E−002 1.363673E−002 9.332362E−003

10, 12 谷氨酸浓度 1.331485E−002 9.002180E−003 1.305347E−002 7.286164E−003 5.396974E−003
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(a) 由当前场景数据构建的 TSFS-SVR (D2)
建模效果

(a) The modeling effect of TSFS-SVR

method based on the dataset of

historical scene

(b) 由历史数据与当前场景数据结合构建的
TSFS-SVR (D1+ D2) 建模效果

(b) The modeling effect of TSFS-SVR

method based on the dataset of both the

historical and the current scene

(c) 由当前场景数据构建的 FS-FCSVM (D2)
建模效果

(c) The modeling effect of FS-FCSVM

method based on the dataset of

historical scene

(d) 由历史数据与当前场景数据结合构建的
FS-FCSVM (D1+D2) 建模效果

(d) The modeling effect of FS-FCSVM

method based on the dataset of both the

historical and the current scene

(e) ML 迁移模糊系统建模效果

(e) The modeling effect of ML-type

transfer learning fuzzy system

图 7 对当前场景测试集 (D2-test) 测试时各模糊系统建模效果比较

Fig. 7 Comparison of modeling effect of several algorithms on the synthetic test dataset (D2-test)

3.4.2 真实数据集

本节给出了本文方法、TSFS-SVR 方法和 FS-
FCSVM 方法在发酵建模数据集上的性能比较. 实
验结果如表 5 所示.

表 5 表明, 本文方法较之于 TSFS-SVR 方法和
FS-FCSVM 方法, 在发酵建模数据集亦显示出了更
好的泛化性能. 这也进一步表明当引入迁移学习能
力后, 本文方法有了从历史知识中学习的能力, 从而
提高了受训系统的泛化能力. 虽然 TSFS-SVR 方法
和 FS-FCSVM 方法通过支撑学习策略有了一定的

鲁棒建模能力, 但由于在当前场景存在重要信息缺
失时未能有针对性地对缺失信息进行信息补偿, 造
成在该情形下建模效果依然不够理想.

4 结论

本文通过采用知识迁移的思想, 针对多场景相

关联且某一场景信息缺失带来的模糊系统建模之挑

战, 提出了具有知识迁移能力的 ML 迁移模糊系统
(ML-TFS) 建模方法. 本文方法不需要大量历史数
据的支持, 仅是继承简洁的历史知识, 且允许当前场
景下采集到的数据存在一定程度的信息缺失. 由于
这些特性的存在, 使得本方法不但能够根据历史知
识进行当前场景下的信息补偿, 又能够起到对历史
数据的隐私保护. 这些特性是传统的模糊建模方法
所不具备的. 通过合成数据实验以及发酵过程的仿
真实验, 仿真结果亦表明了本文方法较之于传统方
法的更好适应性. 但目前本文方法仍存在一些不足
之处. 例如, 由于本文方法在参数优化时得不到参数
σq,j 的解析解, 在优化的过程中采用了梯度下降法
学习此参数, 从而造成了本系统在训练数据尺度以
及模糊规则数增加的情况下, 所运行的时间效率较
长. 为了克服以上的缺陷, 我们在今后的工作中将致
力于寻找一种快速算法来替代梯度下降法. 进一步
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地研究其他类型具有迁移学习能力的模糊系统也是

我们拟将探讨的工作.

附录A 公式的证明

对于目标函数 (9):

arg min
qj ,uuuq,j ,σq,j
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为了便于描述和分析, 将其分为三个部分:
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则 J = J1 + J2 + J3, 进而得到:
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1) 式 (11a), 式 (11b) 和式 (11c) 的推导过程:
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∂ G2ij

∂ uuuq,j
= G2ij ×

(
−1

2

) [ (
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)×

(−1) +
(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)× (−1)

]
=

G2ij

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)

(A12)
∂ G2ji

∂ uuuq,j
= G2ji×

(
−1

2

)
×

[
2

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,j −uuuq,i)× (−1)

]
=

G2ji×
(
−1

2

) [
2

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)× (−1)

]
=

G2ji

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)

(A13)

当 i = j 时,
∂ G2ij

∂ uuuq,j
= 000 (A14)

将式 (A12)、式 (A13) 和式 (A14) 分别代入式 (A11), 得:

∂ J2

∂ uuuq,j
= (1 + λ)

[
C∑

i=1,
i6=j

qi qj

(
∂ G2ij

∂ uuuq,j

)
+

C∑
i=1,
i6=j

qj qi

(
∂ G2ji

∂ uuuq,j

)
+ q2

j

∂ G2jj

∂ uuuq,j

]
=

(1 + λ)
C∑

i=1,
i6=j

qi qj

(
2×G2ij

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)

)

(A15)

令

G3ij = G
(
xxxi,uuuq,j , σ

2
q,j

)
= (2π)−

d
2 × (

σ2
q,j

)− d
2 ×

exp

(
−1

2
σ2

q,j
−1

(xxxi−uuuq,j)
T
(xxxi−uuuq,j)

)

(A16)
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则

∂ J3

∂ uuuq,j
= −2λ

N∑
i=1

1

N
qj

∂ G3ij

∂ uuuq,j
(A17)

∂ G3ij

∂ uuuq,j
= G3ij ×

(
−1

2

) [
σ2

q,j
−1

(xxxi−uuuq,j)(−1)+

σ2
q,j
−1

(xxxi−uuuq,j)(−1)
]

=

G3ij ×σ2
q,j
−1

(xxxi−uuuq,j)

(A18)

将式 (A18) 代入式 (A17), 得:

∂ J3

∂ uuuq,j
= −2λ

N∑
i=1

1

N
qj

∂ G3ij

∂ uuuq,j
=

−2λ
N∑

i=1

1

N
qj G3ij ×σ2

q,j
−1

(xxxi−uuuq,j)

(A19)

将式 (A9)、式 (A15) 和式 (A19) 分别代入式 (A4), 并由
∂J

∂ uuuq,j
=

∂J1

∂ uuuq,j
+

∂ J2

∂ uuuq,j
+

∂ J3

∂ uuuq,j
= 0, 可得固定 qj , σq,j 不

变时, 式 (9) 取极值的必要条件, 即

−2
C∑

i=1

piqjG1ij

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1
(uuup,i−uuuq,j) + (1 + λ)×

C∑
i=1,
i6=j

qi qj

(
2G2ij

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)

)
−

2λ
N∑

i=1

1

N
qj G3ij σ2

q,j
−1

(xxxi−uuuq,j) = 0

(A20)

由式 (A20) 进一步化简可得:

uuuq,j =
bbb

a
(A21)

其中

a = −
C∑

i=1

piqjG1ij

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1
+ (1 + λ)×

C∑
i=1,
i6=j

qi qj

(
G2ij

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
)
−

λ
N∑

i=1

1

N
qj G3ij σ2

q,j
−1

(A22)

bbb = −
C∑

i=1

piqjG1ij

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1
uuup,i + (1 + λ)×

C∑
i=1,
i6=j

qi qj

(
G2ij

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
)

uuuq,i −

λ
N∑

i=1

1

N
qj G3ij ×σ2

q,j
−1

xxxi

(A23)

式 (A21)∼ (A23) 即为正文中式 (11a)∼ (11c).

2) 式 (12b) 的推导过程:

根据式 (A1) 和式 (A6), 得:

∂ J1

∂ σq,j

= −2

C∑
i=1

pi qj

∂ G1ij

∂ σq,j

(A24)

∂ G1ij

∂ σq,j

= (2π)−
d
2 ×

exp

(
−1

2
(uuup,i−uuuq,j)

T (
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1
(uuup,i−uuuq,j)

)
×

(
−d

2

)
× (

σ2
p,i + σ2

q,j

)− d+2
2 ×2 σq,j +

G1ij

(
− 1

2
× (−1)× (

σ2
p,i + σ2

q,j

)−2× 2 σq,j ×

(uuup,i−uuuq,j)
T(uuup,i−uuuq,j)

)
=

(
−d

2

)
G1ij ×

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1×2 σq,j +

(
1

2

)
G1ij

(
(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−2× 2 σq,j ×

(uuup,i−uuuq,j)
T(uuup,i−uuuq,j)

)
=

(
−1

2

)
G1ij

(
d

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1× 2 σq,j −

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−2×2 σq,j × (uuup,i−uuuq,j)
T(uuup,i−uuuq,j)

)
=

(−1) G1ij

(
d

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1− (
σ2

p,i + σ2
q,j

)−2 ×

(uuup,i−uuuq,j)
T(uuup,i−uuuq,j)

)
× σq,j

(A25)

将式 (A25) 代入式 (A24), 得:

∂ J1

∂ σq,j

= −2
C∑

i=1

piqj
∂ G1ij

∂ σq,j

=

2
C∑

i=1

piqj G1ij

(
d

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1−
(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−2× (uuup,i−uuuq,j)
T(uuup,i−uuuq,j)

)
× σq,j

(A26)

根据式 (A2) 和式 (A10), 得:

∂ J2

∂ σq,j

= (1 + λ)

[
C∑

i=1,
i6=j

qi qj

(
∂ G2ij

∂ σq,j

)
+

C∑
i=1,
i6=j

qj qi

(
∂ G2ji

∂ σq,j

)
+ 2 q2

j

∂ G2jj

∂ σq,j

] (A27)

当 i 6= j 时,

∂ G2ij

∂ σq,j

= (2π)−
d
2 ×

exp

(
−1

2
(uuuq,i−uuuq,j)

T (
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,i−uuuq,j)

)
×

(
−d

2

)
× (

σ2
q,i + σ2

q,j

)− d+2
2 × 2 σq,j +

G2ij

(
− 1

2
× (−1)× (

σ2
q,i + σ2

q,j

)−2× 2 σq,j ×

(uuuq,i−uuuq,j)
T(uuuq,i−uuuq,j)

)
=
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(
−d

2

)
G2ij ×

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1× 2 σq,j +

(
1

2

)
G2ij

( (
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2× 2 σq,j ×

(uuuq,i−uuuq,j)
T(uuuq,i−uuuq,j)

)
=

(
−1

2

)
G2ij

(
d

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1× 2 σq,j −
(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2× 2 σq,j × (uuuq,i−uuuq,j)
T(uuuq,i−uuuq,j)

)
=

(−1) G2ij

(
d

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1− (
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2 ×

(uuuq,i−uuuq,j)
T(uuuq,i−uuuq,j)

)
× σq,j

(A28)

∂ G2ji

∂ σq,j

= (2π)−
d
2 ×

exp

(
−1

2
(uuuq,j −uuuq,i)

T (
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1
(uuuq,j −uuuq,i)

)
×

(
−d

2

)
× (

σ2
q,i + σ2

q,j

)− d+2
2 × 2 σq,j +

G2ij

(
− 1

2
× (−1)× (

σ2
q,i + σ2

q,j

)−2× 2 σq,j ×

(uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
=

(
−d

2

)
G2ij ×

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1× 2 σq,j +

(
1

2

)
G2ij

(
(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2× 2 σq,j ×

(uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
=

(
−1

2

)
G2ij

(
d

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1× 2 σ2 −

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2× 2 σq,j × (uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
=

(−1) G2ij

(
d

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1− (
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2 ×

(uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
× σq,j =

∂ G2ij

∂ σq,j

(A29)

当 i = j 时,

∂ G2ij

∂ σq,j

= (2π)−
d
2 ×

exp

(
−1

2
(uuuq,j −uuuq,i)

T (
2 σ2

q,j

)−1
(uuuq,j −uuuq,i)

)
×

(
−d

2

)
× (

2 σ2
q,j

)− d+2
2 × 4 σq,j +

G2ij

(
− 1

2
× (−1)× (

2 σ2
q,j

)−2× 4 σq,j ×

(uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
=

(
−d

2

)
G2ij ×

(
2 σ2

q,j

)−1× 4 σq,j +

(
1

2

)
G2ij

(
(
2 σ2

q,j

)−2× 4 σq,j ×

(uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
=

(
−1

2

)
G2ij

(
d

(
2 σ2

q,j

)−1× 4 σq,j −
(
2 σ2

q,j

)−2 ×

4 σq,j × (uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
=

(−2) G2ij

(
d

(
2 σ2

q,j

)−1− (
2 σ2

q,j

)−2 ×

(uuuq,j −uuuq,i)
T(uuuq,j −uuuq,i)

)
× σq,j =

−2 G2ij ×d× (
2 σ2

q,j

)−1×σq,j

(A30)

将式 (A28)、式 (A29) 和式 (A30) 分别代入式 (A27),

得:

∂ J2

∂ σq,j

= (1 + λ)

[
C∑

i=1,
i6=j

qi qj
∂ G2ij

∂ σq,j

+

C∑
i=1,
i6=j

qj qi

∂ G2ji

∂ σq,j

+ q2
j

∂ G2jj

∂ σq,j

]
=

(1 + λ)

[
−2

C∑
i=1,
i6=j

qi qj G2ij

(
d

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1 −

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2× (uuuq,i−uuuq,j)
T(uuuq,i−uuuq,j)

)
×

σq,j −2 q2
j G2ij ×d× (

2 σ2
q,j

)−1×σq,j

]

(A31)

根据式 (A3) 和式 (A16), 得:

∂ J3

∂ σq,j

= −2λ

N∑
i=1

1

N
qj

∂ G3ij

∂ σq,j

(A32)

∂ G3ij

∂ σq,j

= (2π)−
d
2 ×

exp

(
−1

2
(xxxi−uuuq,j)

T σ2
q,j
−1

(xxxi−uuuq,j)

)
×

(
−d

2

)
× (

σ2
q,j

)− d+2
2 × 2 σq,j +

G3ij

(
− 1

2
× (−1)× σ2

q,j
−2 ×

(xxxi−uuuq,j)
T(xxxi−uuuq,j)

)
× 2 σq,j =

−1×G3ij ×
{

d σ2
q,j
−1 −

σ2
q,j
−2

(xxxi−uuuq,j)
T(xxxi−uuuq,j)

}
× σq,j

(A33)
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将式 (A33) 代入式 (A32), 得:

∂ J3

∂ σq,j

= −2λ
N∑

i=1

1

N
qj

∂ G3ij

∂ σq,j

=

2λ
N∑

i=1

1

N
qj G3ij

(
d σ2

q,j
−1−

σ2
q,j
−2

(xxxi−uuuq,j)
T(xxxi−uuuq,j)

)
× σq,j

(A34)

将式 (A26)、式 (A31) 和式 (A34) 代入式 (A5), 由
∂ J

∂ σ
q,j

= 0 可得, 可固定 qj ,uuuq,j 不变时, 式 (9) 取极值的

必要条件为

∂ J
∂ σq,j

= 2
C∑

i=1

piqj G1ij

(
d

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−1 −

(
σ2

p,i + σ2
q,j

)−2× (uuup,i−uuuq,j)
T(uuup,i−uuuq,j)

)
×

σq,j +(1 + λ)

[
− 2

C∑
i=1,
i6=j

qi qj G2ij

(
d

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−1−

(
σ2

q,i + σ2
q,j

)−2× (uuuq,i−uuuq,j)
T(uuuq,i−uuuq,j)

)
× σq,j −

2 q2
j G2ij × d× (

2 σ2
q,j

)−1×σq,j

]
+

2λ
N∑

i=1

1

N
qj G3ij

(
d σ2

q,j
−1 −

σ2
q,j
−2

(xxxi−uuuq,j)
T(xxxi−uuuq,j)

)
× σq,j = 0

(A35)

由于上式得不到解析解, 我们可用如下的梯度下降参数

学习公式:

σq,j(t + 1) = σq,j(t)− η
∂ J

∂ σq,j(t)
(A36)

式 (A36) 即为正文中式 (12b).
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