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基于随机间距稀疏Toeplitz测量矩阵的压缩传感

张 成 1 杨海蓉 2 韦 穗 1

摘 要 选择合适的测量矩阵是压缩传感理论实用化的关键之一. 本文在 Toeplitz 矩阵独立元素中随机地引入零元, 形成随

机间距稀疏 Toeplitz 矩阵, 使得随机独立变元个数可以减少到原 Toeplitz 矩阵的 1/2∼ 1/16, 甚至更少, 非零元个数同样大大

减少, 有利于数据传输和存储. 模拟实验表明随机间距稀疏 Toeplitz 矩阵在重建效果优于 Gauss 矩阵和原 Toeplitz 矩阵的同

时, 重建时间只有 Gauss 矩阵和一般 Toeplitz 矩阵重建时间的约 15 %∼ 40%.
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Compressive Sensing Based on Deterministic Sparse Toeplitz Measurement

Matrices with Random Pitch

ZHANG Cheng1 YANG Hai-Rong2 WEI Sui1

Abstract Selecting an appropriate measurement matrix is one of the key points of compressive sensing. Due to randomly

introducing zero elements into these matrices to form sparse Toeplitz matrices with random pitch, the number of random

independent variables can be reduced to 1/2 and 1/16 less than that of original Toeplitz matrices, the number of non-

zero elements can also be reduced significantly, which is conducive to data transmission and storage. Simulation results

show that the reconstructions of sparse Toeplitz measurement matrices with random pitch are better than Gaussian and

original Toeplitz matrices. Moreover, the time of reconstruction is only about 15% to 40 % of the time of Gauss and

general Toeplitz reconstruction.

Key words Compressive sensing, measurement matrix, Toeplitz, deterministic matrix

Citation Zhang Cheng, Yang Hai-Rong, Wei Sui. Compressive sensing based on deterministic sparse Toeplitz measure-

ment matrices with random pitch. Acta Automatica Sinica, 2012, 38(8): 1362−1369

压缩传感 (Compressive sensing, CS)[1−2] 替代

Nyquist 采样定理, 作为采样信号的一个新选择, 能
从小部分的线性投影中高概率重建原始信号. 考虑
一个实值、长度为 N 的K-稀疏的信号 x, 将通过计
算 x的M 次线性投影所得的测量值向量 yyy 编码, 即
通过下式被编码:

yyy = Φxxx + eee (1)
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其中, Φ 是M ×N 的测量矩阵, eee 是测量误差. 利用
xxx 具有K-稀疏这个先验条件, 使得 xxx 的求解变得可

能, 通过寻求满足式 (1) 的最稀疏信号, 获得 xxx 的稀

疏表示系数 θθθ 的估计, 即:

θ̂θθ = arg min ‖θθθ‖1, s.t. ‖yyy − ΦΨθθθ‖ = ‖yyy −Aθθθ‖ ≤ ε

(2)
其中, A 称为传感矩阵, ε 是噪声容限. 测量矩阵的
适当选择对信号重建所需测量次数、能否实际应用

及其后端重建效果都具有极其重要的影响. Candès
等[2−3] 证明了只要测量矩阵 Φ 满足限制等容性条
件, 那么式 (2) 可以利用线性规划算法和贪婪算法
等高概率重建原始信号. Candès 等[2] 提出可以高

概率重建信号的三种随机测量矩阵: 高斯测量矩
阵、贝努里测量矩阵和傅里叶随机测量矩阵. 近期,
文献 [4−6] 中提出 Toeplitz 结构的随机测量矩阵
并给出相应的限制等容性质 (Restricted isometry
prosperities, RIP) 的证明及其在稀疏通道估计中的
应用的详细理论分析, 改进了随机 Gauss 测量矩阵
自由元素太多的缺点, 使得测量矩阵的物理实现难
度大大减低且计算速度大大加快. 文献 [7−8] 分别
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给出确定性矩阵采样的重构理论分析和保证确定性

测量矩阵满足RIP条件的标准.文献 [9−14]在确定
性测量矩阵的基础上, 分别提出 Quasi-Toeplitz 矩
阵、Semi-Hadamard、混沌 Toeplitz、轮排二值块对
角 (Binary permuted block diagonal, BPBD)、块
状多项式测量矩阵和非常稀疏投影测量矩阵等, 并
给出满足 RIP 条件的分析与证明. 本文在 Bajwa
等[4] 的工作基础上, 提出随机间距稀疏 Toeplitz 矩
阵作为测量矩阵, 模拟实验结果表明本文提出的
矩阵在获得较好的重建结果的同时, 矩阵的存储空
间只需要原来的 1/2∼ 1/16, 计算时间也降低到原
Toeplitz所需时间的 15%∼ 40%左右, 有着较大的
研究意义.

1 基本理论

Donoho[1] 以及 Candès 等[3] 分别给出从式

(2) 中高概率重建信号时, CS 矩阵 Φ 的充分条
件. 对一个 M × N 矩阵成为一个 CS 矩阵的充
分条件是满足 3K 阶的 RIP 性质, 其意义为: 设
T = {1, 2, · · · , N}, 而 ΦT 是M × |T | 子阵, ΦT 由

保留对应在 T 中的指标对应 Φ 的列得到; 那么, 存
在一个常数 δ3K ∈ (0, 1/3) , 使得:

(1− δ3K)||zzz|| ≤ ‖ΦTzzz‖ ≤ (1 + δ3K)||zzz||, ∀zzz ∈ R|T|

(3)
对所有 |T | ≤ 3K 的子集, T 都成立.
在可压缩传感应用中, 线性投影 Φx 采样需要物

理实现. 在大多数情况下, 使用随机 Gaussian 矩阵
是不可能的或成本太高, 这就是本文研究随机间距
稀疏 Toeplitz 矩阵的动机. Bajwa 等[4] 和 Rauhut
等[5] 证明了形式为

ΦToep =




φ1 φ2 · · · φN

φN+1 φ1 · · · φN−1
...

...
. . .

...
φN+M−1 φN+M−2 · · · φN−M+1




(4)

的 Toeplitz 矩阵, ΦToeplitz (φi+1,j+1 = φi,j) 是一
个测量矩阵, 其中, 元 {φi}N+M−1

i=1 满足独立同分布

(Independent identically distributed, IID) 的高斯
分布, 下面对式 (1) 按矩阵乘法按列式展开:

y =Aθθθ + eee =


a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · a2N
...

...
. . .

...
aM1 aM2 · · · aMN







θ1

θ2
...

θN


 + eee =

AAA1θ1 + AAA2θ2 + · · ·+ AAANθN + eee (5)

其中, A = [ AAA1 AAA2 · · · AAAN ], AAAi (1 ≤ i ≤ N)
表示传感矩阵的列. 在每一次的迭代过程中, 从传感
矩阵的列AAAi (1 ≤ i ≤ N) 中选择与信号最匹配的列
来构建稀疏逼近, 并求出信号表示的残差, 然后, 继
续选择与信号残差最为匹配的列, 经过一定次数的
迭代, 信号可以由一些传感矩阵的列来线性表示. 但
是由于信号在已选定支撑列的集合上的投影的非正

交性, 使得每次迭代的结果可能是次最优的. 下面将
说明怎样通过式 (3) 的矩阵构造对应的随机间距稀
疏 Toeplitz 测量矩阵. 模拟实验表明某些随机间距
稀疏 Toeplitz 测量矩阵与 Gaussian 效果相当, 甚
至更优.

2 随机间距稀疏 Toeplitz矩阵

本节以间距 ∆ = 2 的稀疏 Toeplitz 矩
阵为例, 给出随机间距稀疏 Toeplitz 矩阵的
构造方法. 本文在式 (4) 的基础上做出一
些改进, 对于一般的 Toeplitz 矩阵, 对由其
第 1 行和第 1 列元素所构成的向量 TTT 1 =
[ φ1 φ2 · · · φN φN+1 · · · φN+M−1 ] 做出
随机间距稀疏的变化. 我们知道, 向量 TTT 1 中包

含了式 (4) Toeplitz 矩阵中的所有独立元素. 下
面对向量 TTT 1 进行赋值, 其元素 φi (i ∈ Λ, Λ 是
从 1 ∼ N + M − 1 的索引序列中随机选取的
d(N + M − 1)/∆e 个索引) 的值服从独立同分布
随机 Gaussian 分布, TTT 1 向量中其他元素全部赋值

为 0. 然后根据 Toeplitz 矩阵的特点构造随机间距
稀疏 Toeplitz 矩阵:

φi+1,j+1 = φi,j (6)

下面给出本文提出的随机间距稀疏 Toeplitz 矩阵满
足限制等容性条件的证明.

引理 1. 给定 N, K, 假定M × N 矩阵的列是

标准化的, 其元素是独立同分布, 那么对于每一个
δ3K ∈ (0, 1/3) 和 T ⊂ {1, 2, · · · , N}, |T | = 3K,

M × |T | 的子矩阵至少以 1 − exp(−f(M, K, δ3K))
的概率满足式 (3), 其中 f(M, K, δ3K) 是M , K 和

δ3K 的实值函数. 假定 {φi}i∈Λ 中的随机变量独立

同分布, Φ 是一个 M × N 大小的随机间距稀疏

Toeplitz 矩阵. 那么, 对于每一个 δ3K ∈ (0, 1/3)
和 T ⊂ {1, 2, · · · , N}, |T | = 3K, 随机间距稀疏
Toeplitz 矩阵满足 RIP 条件的概率至少为

1− exp
(
−f

(⌊
M

q

⌋
,K, δ3K

)
+ ln(q)

)
(7)

其中, q = d3K(3K − 1)/∆e+ 1.
注 1. 作为一个说明, 概率分布 P (a) 给定如下:
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N
(

0,
1
M

)
,





+
√

1
M

, p =
1
2

−
√

1
M

, p =
1
2

或 



+
√

3
M

, p =
1
6

0, p =
2
3

−
√

3
M

, p =
1
6

(8)

那么

f (M, K, δ3K) = c0M − 3K ln
(

12
δ3K

)
− ln(2) (9)

其中, c0 = c0 (δ3K) = δ2
3K/16− δ3

3K/48[15].
证明. 选定 δ3K ∈ (0, 1/3), T ⊂ {1, 2, · · · , N},

|T | = 3K. ΦT,i 表示 Φ 的第 i 行并构造一个相关图

G = (V, E), 定点 V = {1, 2, · · · ,M},
E = {(i, i′) ∈ V × V : i 6= i′,ΦT,i and ΦT,i′

are dependent}
注意由于 Toeplitz 矩阵 Φ 的特性, ΦT,i 和 ΦT 的其

他行之间的最大相互依赖是:
⌈

3K(3K − 1)
∆

⌉
= q − 1

这就是说图 G 的最大自由度 (从顶点派生的边的最
大数目) ≤ (q − 1)2. 因此, 使用 Hajnal-Szemerédi
的图等价着色定理[16], 可以将 G 分成 q 块 (或更多)
使:
⌊

M

q

⌋
≤ min

j∈{1,2,··· ,q}
|Cj| ≤ max

j∈{1,2,··· ,q}
|Cj| ≤

⌈
M

q

⌉

(10)
其中, {Cj}q

j=1 对应不同的颜色分类. 下一步, Φj
T

是 |Cj|× |T | 的分割子矩阵通过保留 Cj 的索引对应

ΦT 的行:

‖ΦTzzz‖ =
q∑

j=1

∥∥Φj
Tzzz

∥∥2

2
=

q∑
j=1

|Cj|
M

∥∥∥Φ̃j
Tzzz

∥∥∥
2

2
, ∀zzz ∈ R|T | (11)

其中, Φ̃j
T =

√
M/ |Cj|Φj

T (保证 Φ̃j
T 的列范数的期

望是 1). 然后, 由 Φi
T 的定义, 每一个 Φ̃j

T , 其独立元
素取自概率分布 P (a), 是一个 |Cj| × |T | 子矩阵, 满
足式 (3) 的概率至少为

1− exp (−f (|Cj| ,K, δ3K)) ≥

1− exp
(
−f

(⌊
M

q

⌋
,K, δ3K

))
(12)

同样注意
∑q

j=1
|Cj |
M

= 1, 从式 (11) 可以得到:
{

q∩
j=1

Φ̃j
T satisfies (3)

}

即

q∑
j=1

|Cj|
M

(1− δ3K) ‖zzz‖2

2 ≤
q∑

j=1

|Cj|
M

∥∥∥Φ̃j
Tzzz

∥∥∥
2

2
≤

q∑
j=1

|Cj|
M

(1 + δ3K) ‖zzz‖2

2 ⇒

(1− δ3K) ‖zzz‖2

2 ≤ ‖ΦTzzz‖2

2 ≤ (1 + δ3K) ‖zzz‖2

2

(13)

也即
{

q∩
j=1

Φ̃j
T satisfies (3)

}

⊂ {ΦT satisfies (3)}
(14)

因此, 有:

Pr {ΦT satisfies (3)} =
1− Pr {ΦT does not satisfies (3)}≥ (15a)

1− Pr

({
q∪

j=1
Φ̃j

T does not satisfies (3)
})

≥
(15b)

1−
q∑

j=1

Pr

({
Φ̃j

T does not satisfies (3)
})

≥

1−
q∑

j=1

exp
(
−f

(⌊
M

q

⌋
,K, δ3K

))
=

1− exp
(
−f

(⌊
M

q

⌋
,K, δ3K

)
+ ln(q)

)

(15c)

其中, 式 (15a) 遵循式 (14), 式 (15b) 遵循一致性边

界

{
q∪

j=1
Φ̃j

T does not satisfy (3)
}

, 式 (15c) 遵循式

(12) 的结果. ¤
不严谨地说, 当M 充分大时, 引理 1 表明对于

任意 3K 阶子集 T , 如果一个 IID 子矩阵满足式 (3)
的概率至少是 1− exp(−O(M)), 那么随机间距稀疏
Toeplitz 矩阵至少以 1 − exp(−O(M∆/K2)) 的概
率满足式 (3). 下一步随机间距稀疏 Toeplitz 矩阵
对所有的子集满足式 (3) 条件的一致性下界. 下面
专门说明一致性边界的影响.
定理 1. 给定N, K,假定Φ是一个M×N 的随

机间距稀疏 Toeplitz 矩阵, 其元 {φi}i∈Λ 服从式 (8)
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给出的 IID的概率分布,那么存在常数 c1, c2 > 0,仅
依赖于参数 δ3K , 对于任意的 M > c1K

3 ln(N/K)
和每一个 δ3K ∈ (0, 1/3), Φ 满足 3K 阶的 RIP 的
概率至少是 1− exp (−c2M∆/K2).
证明. 固定 δ3K ∈ (0, 1/3). 从引理 1 和式 (9)

可以得出 Φ 满足式 (3) 对于 T ⊂ {1, 2, · · · , N} 的
任意 3K 候选子集的概率至少为

1− exp
{
−c0

⌊
M

q

⌋
+ 3K ln

(
12
δ3K

)
+

ln(2) + ln(q)} ≥
1− exp

{−c0M∆
9K2

+ 3K ln
(

12
δ3K

)
+

ln(9K2)− ln(∆) + ln(2) + c0}

由于 T 的 3K 子集共有 C3K
N ≤ (eN/3K)3K 个

选择, 其中 C 表示组合运算. 因此, 一致性边界在 Φ
的所有 3K 子集上满足 3K 阶 RIP 的概率至少为

1− exp
{−c0M∆

9K2
+ 3K[ln

(
N

3K

)
+

ln
(

12
δ3K

)
+ 1] + ln (9K2)− ln(∆) + ln (2) + c0

}

下一步, c2 > 0 和 c1 > 27c3/(c0 − 9c2) , 其中
c3 = ln (12/δ3K) + ln(2) + c0 + 4. 然后, 对于任
意 M > c1K

3 ln(N/K), 指数项上变元的上界是
−c2M∆/K2. ¤
假定采用随机数生成器控制测量矩阵的生成,

那么 Gauss 矩阵需要随机数生成器生成MN 个独

立元, 通用的 Toeplitz 矩阵只需要 M + N − 1 个
独立元, 矩阵的其他元素可以通过以下简单的操作
实现, 而本文提出的随机间距稀疏 Toeplitz 矩阵只
需要生成 d(N + M − 1)/∆e |∆=2,··· ,16 个独立变量,
可以在保证重建精度的基础上, 降低生成的复杂度.

3 模拟实验

本节是随机间距稀疏 Toeplitz 测量矩阵的重建
实验, 图 1 是一维信号的 CS 重建实验, 信号长度
N = 257, 稀疏度 K = 30, 测量次数M = 128, 为
了简单起见, 不失一般性, 假定稀疏矩阵 Ψ 是单位
矩阵 (该假定不影响实验结果), 测量矩阵是 ∆ = 8
的随机间距稀疏 Toeplitz 测量矩阵, K 个非零值系

数值是 ± 1, 其位置是随机分布的, 具有普适性. 图
1 (a) 是原始信号 xxx, 图 1 (b) 是测量矩阵 Φ, 图 1 (c)
是测量向量 yyy, 图 1 (d) 是非线性重建算法得到的估
计 x̂xx, 图 1 (e) 是原始信号 xxx 与重建信号 x̂xx 之间的

差值 xxx − x̂xx. 压缩传感的重建算法很多[17−20], 本文
的重建算法是子空间追踪算法 (Subspace pursuit,
SP)[20]. SP 算法是目前求解问题 (2) 的最有效的算

法之一, 无论是在重建可靠性和重建速度方面都有
良好的性能表现. 在本文的实验中, 各种矩阵的验
证都与此类似, 当重建误差小于某个阈值 (本文选用
10−3), 表示此次重建成功, 否则重建失败, 此处采用
RT8 矩阵作为一种一般性的说明, 其他测量矩阵与
此过程类似, 采用的是同样的方式.

图 1 一维信号 CS 重建

Fig. 1 CS reconstruction for one dimensional signal

比较不同测量矩阵重建效果实验图 2 和图 3 所
示, 其中图 2 中信号长度 N = 257, 固定稀疏度
K = 30, K 个非零系数值是 ± 1, 测量次数M 从

80 逐渐增加到 140, 测量次数步长为 3. 图 3 的实验
中信号长度 N = 257, 固定测量次数M = 128, 稀
疏度K 从 20 逐渐增加到 56, 步长为 2. 对每组参数
(N, M, K) 分别测试 1 000 次, 计算其重建成功率.
从图 2 和图 3 的实验结果可以看出, 本文提

出的改进矩阵 RT2, RT3, · · · , RT16 在成功恢复百
分比方面都优于 Gauss 矩阵和一般 Toeplitz 矩阵,
但是独立元素个数分别只有原来 Toeplitz 矩阵独
立元素个数的 1/2, 1/3, · · · , 1/16 (其中, GT1 表
示一般的 Toeplitz 矩阵, RT2 表示向量 TTT 1 中有

d(N + M − 1)/∆e |∆=2 个元素赋值为随机 Gaus-
sian 值, 其余全为 0, 其他 RT3 等依次类推), 而
RT17∼RT20 可以从图 2 和图 3 的结果中明显看
出, 重建成功率有一定下降. 如果采用本文提出的
随机间距稀疏 Toeplitz 矩阵应用到无线传感器网络
中, 可以在保持准确度的情况下将传感器的使用寿
命延长 2∼ 16 倍, 甚至更长的使用时间, 可以有效
降低无线传感器网络的成本.
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图 2 重建成功概率 vs 测量次数M

Fig. 2 Probability of success rate as a function of

number of measurements M

图 3 重建成功概率 vs 稀疏度K

Fig. 3 Probability of success as a function of

sparsity level K

从表 1 中可以明显看出, 本文提出的测量矩
阵在独立变元和非零元以及相应的存储空间上

都有显著下降, 只有原 Toeplitz 矩阵存储空间的
1/2∼ 1/16, 大大地降低了存储成本. 随机间距稀疏
Toeplitz 矩阵列向量之间的相干性对于重构性能起
着非常重要的作用, 测量矩阵 Φ的列向量之间的相
干性 µ 定义如下:

µ =
√

N max
i 6=j

|〈φφφi,φφφj〉| (16)

其中, φφφi 和 φφφj 是测量矩阵 Φ 的第 i 列和第 j 列.

表 1 不同测量矩阵中独立元素、非零元个数和存储

空间的比较

Table 1 Comparison of different matrices on the number

of independent entries, non-zero entries, and storage

Phase Independent entries Non-zero entries

mask storage storage

Gauss MN MN

GT1 M + N − 1 MN

RT2 d(M + N − 1)/2e M dN/2e
RT3 d(M + N − 1)/3e M dN/3e
RT4 d(M + N − 1)/4e M dN/4e
RT5 d(M + N − 1)/5e M dN/5e
RT6 d(M + N − 1)/6e M dN/6e
RT7 d(M + N − 1)/7e M dN/7e
RT8 d(M + N − 1)/8e M dN/8e
RT9 d(M + N − 1)/9e M dN/9e
RT10 d(M + N − 1)/10e M dN/10e
RT11 d(M + N − 1)/11e M dN/11e
RT12 d(M + N − 1)/12e M dN/12e
RT13 d(M + N − 1)/13e M dN/13e
RT14 d(M + N − 1)/14e M dN/14e
RT15 d(M + N − 1)/15e M dN/15e
RT16 d(M + N − 1)/16e M dN/16e

µ 值的大小从某种程度上决定了该测量矩阵

捕获所有稀疏信号的能力, 是最差情况下的一种
性能表征. 本文测试了两种不同情况: 第一种测
试是测量矩阵的列向量未归一化, 即随机间距稀疏
Toeplitz 矩阵的独立元素值是直接从原 Toeplitz 矩
阵的对应位置直接赋值过来; 另一种是随机间距稀
疏 Toeplitz 测量矩阵的在第一种情况的基础上再将
其列向量归一化后的测试. 由于矩阵是随机生成的,
相干性 µ 具有较大的波动性, 因此这里的测试结果
是在 1 000 次测试结果下记录相干性 µ 平均后的结

果. 两种情况下测试结果分别如图 4 和图 5 所示.
从图 4 (a) 的结果可以看出, 列向量未归一化

的随机间距稀疏 Toeplitz 矩阵相干性远低于原
Toeplitz 矩阵 (GT1), 但这种情况下对应的图像重
建信噪比 (Signal-to-noise ratio, SNR) 有较明显的
下降; 图 4 (b) 的结果表明, 归一化后的随机间距稀
疏 Toeplitz 矩阵的相干性参数 µ 要大于原 Toeplitz
矩阵的相干性, 随着稀疏间距 ∆ 和测量次数M 的

增大而逐渐增加.
由于实际应用中各种因素的影响, 往往会引入

诸多误差, 图 5 和图 6 是 Lena 图像和 Cameraman
图像在 σ2 = 0.5 时, 采用不同的测量矩阵的重建结
果. 图像的像素灰度值归一化到 [0, 1]之间, 测量值
M= 3000, 测量矩阵的每一行的 `2 范数为 1, 噪声
向量eee的 `2范数同样为 1,测量值yyy = Φ×xxx+eee×σ2.
图 5是 Lena图像重建结果,其中,图 5 (a)是标

准 Lena图像 (图像大小为 64像素× 64像素),稀疏
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基 Ψ 为 Daubechies5 小波基, 稀疏度 K = 868, 测
量次数 M = 3000, 是原有总像素数目的 73.24%.
图 5 (b)∼ 5 (r) 分别是采用 Gauss, GT1 (一般的
Toeplitz), RT2, RT3, · · · , RT16 测量矩阵的重建
结果.

图 4 相干性测试

Fig. 4 Mutual coherence tests

图 6 是 Cameraman 图像重建结果, 其中, 图
6 (a) 是标准 Cameraman 图像 (图像大小为 64 像
素× 64像素),稀疏基Ψ为Daubechies1小波基,稀
疏度K = 734, 测量次数M = 3000, 是原有总像素
数目的 73.24%. 图 6 (b)∼ 6 (r) 分别是采用 Gauss,
GT1 (一般的 Toeplitz), RT2, RT3, · · · , RT16 测
量矩阵的重建结果.

从两幅图像的重建结果来看, Lena 图像的重建
效果要差于 Cameraman 图像, 这是因为 Lena 图像
的稀疏度比 Cameraman 图像的稀疏度大得多, 所
以同样的测量次数下, Cameraman 图像的效果要好
一些.
在上面实验的基础上, 测试本文提出的矩阵在

方差 σ2 = [0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0] 的随机高斯噪

声情况下的重建效果, 考虑到噪声的随机性, 本文对
数据进行一定的预处理, 图像的像素灰度值归一化
到 [0, 1] 之间, 测量值M = 3 000, 测量矩阵的每一
行的 `2 范数为 1, 噪声向量 eee 的 `2 范数同样为 1.

图 5 Lena 图像重建

Fig. 5 Reconstruction of Lena image

图 6 Cameraman 图像重建

Fig. 6 Reconstruction of Cameraman image

考虑到噪声具有一定的随机性, 每一种方差噪



1368 自 动 化 学 报 38卷

声下测试 10 次, 统计其信噪比的均值和每次重建
所耗费的时间的均值, 结果如图 7 和图 8 所示. 图
7 (a) 和图 7 (b) 分别是 Lena 图像在不同方差下图
像重建的信噪比和重建时间随噪声方差增加的变化

曲线. 图 8 (a) 和图 8 (b) 分别是 Cameraman 图像
在不同方差下图像重建的信噪比和重建时间随噪声

方差增加的变化曲线. 从图 7 和图 8 实验结果曲线
可以看出, 和现有的 Gauss、Toeplitz 测量矩阵相
比, 本文提出的随机间距稀疏 Toeplitz 测量矩阵在
保证重建质量的情况下, 在编码和存储、实现成本以
及提高传感器的使用寿命上有着较大的优势. 此外,
随机间距稀疏 Toeplitz 测量矩阵在重建时间上大大
下降, 这是因为在重建算法中, 需要进行多次 A× xxx

和 AT × yyy 的乘法, 本文提出的测量矩阵中有大量
的零元素, 导致乘法运算大大下降, 比 Gauss 和原
Toeplitz 矩阵的重建时间节约了 60%∼ 85%, 甚至
更多. 对于 CS 理论走向实用具有重要的意义.

图 7 不同噪声方差下 Lena 图像重建

Fig. 7 Lena image reconstruction versus different

noise variances

图 8 不同噪声方差下 Cameraman 图像重建

Fig. 8 Cameraman image reconstruction versus different

noise variances

4 结论

测量矩阵作为压缩传感理论的三个主要研究内

容之一, 是将可压缩传感从理论推向实际应用的一
个关键因素.本文提出的随机间距稀疏 Toeplitz 测
量矩阵在物理上更容易实现、存储成本低, 在无线传
感网络等领域方面可以有效地延长无线传感网络的

使用寿命, 降低无线传感网络的维持成本. 可以在保
证重建精度的同时, 大大地节约后端 CS 重建所需
的时间, 对于 CS 理论的实际应用具有重要意义.
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