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基于新信息优先的强化缓冲算子的构造及应用

戴文战 1, 2 苏 永 1

摘 要 现实问题中存在这样一类非负单调递增 (或衰减) 序列, 其早期数据增长 (或衰减) 缓慢, 但从最末一个数据开始, 系

统由于受到外部强烈的激励, 最新数据 x(n) 大幅增大 (或减小), 且定性分析的结果也表明这种强激励带来的快速增长 (或衰

减) 的态势在未来还会持续. 针对这样一类序列的预测建模问题, 本文在缓冲算子公理体系下, 提出了利用最新信息 x(n) 所反

映的序列快速增长 (或衰减) 的 “端倪” 构造一类新的强化缓冲算子的方法, 给出了相关定理及其详细证明. 理论分析和实证

表明, 基于新信息优先的强化缓冲算子建立的灰色模型能够有效地提高这类序列的预测精度.
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Abstract In practice, there is a kind of sequence in which its increase (or decrease) rate of the former part is relatively

slow but after that end time, the latest data x(n) presents a fast growth (or decline) trend because the system is greatly

subject to outside factors. And it is proved by qualitative analysis that this trend will last. For modeling this kind

of sequence, novel strengthening buffer operators are put forward based on the prior use of latest information, and the
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灰色系统理论认为大部分客观系统尽管表面复

杂、数据零乱, 但仍蕴涵着一定的内在规律, 关键是
如何选择恰当的方法, 通过对 “部分” 已知信息的数
据挖掘, 提取有价值的信息, 还原系统内部特征, 实
现对系统运行行为、演化规律的正确描述与正确决

策. 现有的缓冲算子对提高模型的精度起到了一定
的作用. 文献 [1−4] 提出了冲击缓冲算子的概念, 构
造了几类应用较为广泛的缓冲算子. 文献 [5] 提出一
类新的弱化缓冲算子; 文献 [6] 构造了一类强化缓冲
算子, 研究了它们的特性及内在联系; 文献 [7] 研究
了强化缓冲算子的性质. 文献 [8] 研究了一类基于不
动点的强化缓冲算子, 推广了缓冲算子的类型; 文献
[9] 提出一类新的强化缓冲算子, 拓展了缓冲算子类

收稿日期 2011-10-24 录用日期 2012-03-01
Manuscript received October 24, 2011; accepted March 1, 2012
国家高技术研究发展计划 (863 计划) (2009AA04Z139) 资助
Supported by National High Technology Research and Devel-

opment Program of China (863 Program) (2009AA04Z139)
本文责任编委 刘一军
Recommended by Associate Editor LIU Yi-Jun
1. 浙江理工大学自动化研究所 杭州 310018 2. 浙江工商大学信息
与电子工程学院 杭州 310018
1. Institute of Automation, Zhejiang Sci-Tech University,

Hangzhou 310018 2. School of Information and Electronic
Engineering, Zhejiang Gongshang University, Hangzhou 310018

型; 文献 [10] 研究了一类基于时间序列的平均发展
速度的强化缓冲算子, 并研究了它们的内在联系. 文
献 [11] 对缓冲算子公理进行了补充, 提出单调性不
变公理. 文献 [12] 研究了缓冲算子与序列光滑度之
间的关系.
在灰色系统预测研究中, 常常会存在一类非负

单调递增 (或减小) 序列 (x(1), x(2), · · · , x(n))
的 预 测 问 题. 这 类 序 列 不 仅 表 现 为 数 据
少, 且 其 较 早 数 据 的 增 长 率 (或 衰 减 率)
r(k) = x(k)−x(k−1)

x(k−1)
× 100% (k = 2, 3, · · · ,m− 1)

都较小, 反映为系统的行为数据增长 (或衰减) 缓
慢. 但从某一较晚时刻 m 开始 (本文为叙述方便,
设 m = n 时刻开始), 系统由于受到外部强烈的
激励 (例如政策调整, 投入大幅度加大等因素), 序
列最后一个数据 x(n) 大幅增大 (或减小), 增长率
(或衰减率) r(n) 较 r(k) 大幅度提高. 如果此时
辅之定性分析的结果也表明这种强激励带来的快

速增长 (或衰减) 的态势在未来还会持续较长时
间, 如何利用已有的慢速增长 (或衰减) 的历史数
据 (x(1), x(2), · · · , x(n− 1)) 建立这类序列的预测
模型是非常有意义的. 显然, 为了准确地把握系统的
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发展趋势, 对系统的未来行为做出准确的预测, 必须
充分利用系统已经表现出的快速增长 (或衰减) 这
一 “端倪” 的最新信息 x(n), 对增长缓慢的历史数
据 (x(1), x(2), · · · , x(n− 1)) 做某种生成处理, 使
其更符合今后的发展趋势, 并在此基础上进行合理
的预测. 针对这一问题, 本文提出了一种基于最新信
息的强化缓冲算子构造方法, 并将之应用于灰色系
统建模中. 利用原始数据序列的最新信息 x(n) 先对
原始数据序列进行强化处理, 使经强化缓冲算子处
理后的建模数据序列, 其每一点的增长率较处理前
的原始数据序列的增长率 (或衰减率) 大, 同时保证
处理前后的序列其最新数据值 x(n) 和 x(n)d 保持
相同. 这样, 基于强化缓冲算子处理后的序列所建立
的生成模型经还原处理后, 不仅能较好地反映原始
数据序列最后部分快速增长 (或衰减) 的趋势, 同时
又能综合利用原有数据信息, 从而有效地提高模型
的预测精度. 本文的理论分析和实例仿真证明了这
一点.

1 基本概念

引理 1[1]. 设 X = (x(1), x(2), · · · , x(n)) 为系
统行为数据序列, XD = (x(1)d, x(2)d, · · ·, x(n)d)
为缓冲序列, r(k) 和 r(k)d 分别为 X 和 XD
在 k 时刻的增长率. 在强化缓冲算子作用下,
r(k) ≤ r(k)d (k = 1, 2, · · · , n), 则:

1) 当 X 为单调增长序列时, D 为强化缓冲算
子⇔ x(k)d ≤ x(k), k = 1, 2, · · · , n;

2) 当 X 为单调衰减序列时, D 为强化缓冲算
子⇔ x(k)d ≥ x(k), k = 1, 2, · · · , n;

3) 当 X 为 振 荡 序 列 时, D 为 强 化

缓冲算子 ⇔ max1≤k≤nx(k)d ≥ max1≤k≤nx(k);
min1≤k≤nx(k)d ≤ min1≤k≤nx(k).
由上述引理可以看出, 单调增长序列在强化缓

冲算子作用下, 数据萎缩; 单调衰减序列在强化缓冲
算子作用下, 数据膨胀.

2 一类新的强化缓冲算子的构造

定理 1. 设 x(k) > 0 (k = 1, 2, · · · , n), X =
(x(1), x(2), · · · , x(n))为系统原始行为数据序列,缓
冲序列 XD̄m = (x(1)d̄m, x(2)d̄m, · · · , x(n)d̄m), 其
中m > 0, 且

x(k)d̄m = x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

]m
k

, k = 1, 2, · · · , n

(1)
则无论 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡序
列时, D̄m 都为强化缓冲算子.

证明. 容易验证, D̄m 满足缓冲算子的三个公

理, 故 D̄m 为缓冲算子.

1) 设 X 为单调递增序列, 则

x(k)d̄m − x(k) = x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

]m
k

− x(k) =

x(k)




(
x(k)√

x(k)x(n)

)m
k

− 1


 ≤

x(k)




(
x(k)√

x(k)x(k)

)m
k

− 1


 = 0

(2)

因此, x(k)d̄m ≤ x(k), 由引理 1 可知, 缓冲算子 D̄m

为强化缓冲算子, 且满足单调性不变公理[11]. 因为
序列单调递增, 所以有

x(k)√
x(k)x(n)

< 1

则

x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

]m
k

< x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

] m
k+1

x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

] m
k+1

<

x(k + 1)

[
x(k + 1)√

x(k + 1)x(n)

] m
k+1

(3)

所以

x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

]m
k

<

x(k + 1)

[
x(k + 1)√

x(k + 1)x(n)

] m
k+1

(4)

X 经序列算子 D̄m 作用后所得数据序列单调性与

X 的单调性保持一致.
2) 设 X 为单调衰减序列, 则

x(k)d̄m − x(k) = x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

]m
k

− x(k) =

x(k)

[
(

x(k)√
x(k)x(n)

)
m
k − 1

]
≥

x(k)

[
(

x(k)√
x(k)x(k)

)
m
k − 1

]
= 0

(5)
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因此, x(k)d̄m ≥ x(k), 由引理 1 可知, 缓冲算子 D̄m

为强化缓冲算子, 且满足单调性不变公理.
3) 当 X 为振荡序列时, 设

x(a) = max{x(k) | k = 1, 2, · · · , n}
x(b) = min{x(k) | k = 1, 2, · · · , n}

x(a)d̄m − x(a) = x(a)

[
x(a)√

x(a)x(n)

]m
k

− x(a) ≥

x(a)

[
x(a)√

x(a)x(a)

]m
k

− x(a) ≥ 0

x(b)d̄m − x(b) = x(b)

[
x(b)√

x(b)x(n)

]m
k

− x(b) ≤

x(b)

[
x(b)√

x(b)x(b)

]m
k

− x(b) ≤ 0

(6)

所以, x(a)d̄m ≥ x(a), x(b)d̄m ≤ x(b) 即 max1≤k≤n

x(k)d ≥ max1≤k≤nx(k), min1≤k≤nx(k)d ≤
min1≤k≤nx(k).
由引理 1 可知, 缓冲算子 D̄m 为强化缓冲算子.

¤
当m = 1 时, 得缓冲算子 D̄1, 其中

x(k)d̄1 = x(k)

[
x(k)√

x(k)x(n)

]m
k

, k = 1, 2, · · · , n

(7)
定理 2. 设 x(k) > 0 (k = 1, 2, · · · , n), X =

(x(1), x(2), · · · , x(n))为系统原始行为数据序列,其
缓冲序列 XD2 = (x(1)d2, x(2)d2, · · · , x(n)d2), 其
中

x(k)d2 =
x(k)

n− k + 1

n∑
i=k

[
x(i)√

x(i)x(n)

] 1
i

,

k = 1, 2, · · · , n (8)

则无论 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡序
列时, D2 都为强化缓冲算子.

证明. 容易验证, D2 满足缓冲算子的三个公理,
所以 D2 为缓冲算子.

1) 设 X 为单调增长序列, 则

x(k)d2 − x(k) =
x(k)

n− k + 1




(
x(k)√

x(k)x(n)

) 1
k

+

(
x(k + 1)√

x(k + 1)x(n)

) 1
k+1

+ · · ·+

(
x(n)√

x(n)x(n)

) 1
n


− x(k) ≤

x(k)
n− k + 1

[1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n−k+1

]− x(k) = 0 (9)

因此, x(k)d2 ≤ x(k) , 故 D2 为强化缓冲算子.
2) 设 X 为单调衰减序列, 则

x(k)d2 − x(k) =
x(k)

n− k + 1




(
x(k)√

x(k)x(n)

) 1
k

+

(
x(k + 1)√

x(k + 1)x(n)

) 1
k+1

+ · · ·+
(

x(n)√
x(n)x(n)

) 1
n


− x(k) ≥

x(k)
n− k + 1

[1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n−k+1

]− x(k) = 0

(10)

因此, x(k)d2 ≥ x(k), 故 D2 为强化缓冲算子. 同理
可证明当X 为振荡序列时, D2 为强化缓冲算子, 称
D2 为算术平均强化缓冲算子. ¤
定理 3. 设 x(k) > 0 (k = 1, 2, · · · , n), X =

(x(1), x(2), · · · , x(n))为系统原始行为数据序列,其
缓冲序列 XD3 = (x(1)d3, x(2)d3, · · · , x(n)d3), 当
k = 1, 2, · · · , n 时, 有

x(k)d3 =

2x(k)
(n− k + 1)(n + k)

[
n∑

i=k

i(
x(i)√

x(i)x(n)
)

1
i

]
(11)

则无论 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡序
列时, D3 都为强化缓冲算子.
证明. 容易验证, D3 满足缓冲算子的三个公理,

所以 D3 为缓冲算子.
1) 设 X 为单调增长序列, 则

x(k)d3 − x(k) =

2x(k)
(n− k + 1)(n + k)



k

(
x(k)√

x(k)x(n)

) 1
k

+

(k + 1)

(
x(k + 1)√

x(k + 1)x(n)

) 1
k+1

+ · · ·+

n

(
x(n)√

x(n)x(n)

) 1
n



− x(k) ≤
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2x(k)
(n−k+1)(n+k)

[k+(k+1)+ · · ·+ n]− x(k) =

2x(k)
(n− k + 1)(n + k)

[
(n + k)(n− k + 1)

2

]
−

x(k) = 0
(12)

因此, x(k)d3 ≤ x(k), 故 D3 为强化缓冲算子.
2) 设 X 为单调衰减序列, 则

x(k)d3 − x(k) =

2x(k)
(n− k + 1)(n + k)



k

(
x(k)√

x(k)x(n)

) 1
k

+

(k + 1)

(
x(k + 1)√

x(k + 1)x(n)

) 1
k+1

+ · · ·+

n

(
x(n)√

x(n)x(n)

) 1
n

} − x(k) ≥

2x(k)
(n− k + 1)(n+k)

[k+(k+1)+· · ·+n]− x(k) =

2x(k)
(n− k + 1)(n + k)

[
(n + k)(n− k + 1)

2

]
−

x(k) = 0
(13)

因此, x(k)d3 ≥ x(k), 故 D3 为强化缓冲算子. 同理
可证明当X 为振荡序列时, D3 为强化缓冲算子, 称
D3 为加权算术平均强化缓冲算子. ¤
定理 4. 设 x(k) > 0 (k = 1, 2, · · · , n), X =

(x(1), x(2), · · · , x(n))为系统原始行为数据序列,其
缓冲序列 XD4 = (x(1)d4, x(2)d4, · · · , x(n)d4), 其
中

x(k)d4 = x(k)

[
n∏

i=k

(
x(i)√

x(i)x(n)
)

1
i

] 1
n−k+1

,

k = 1, 2, · · · , n (14)

则无论 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡序
列时, D4 都为强化缓冲算子.

证明. 容易验证, D4 满足缓冲算子的三个公理,
故 D4 为缓冲算子.

1) 设 X 为单调增长序列, 则

x(k)d4 − x(k) =

x(k)




(
x(k)√

x(k)x(n)

) 1
k
(

x(k+1)√
x(k+1)x(n)

) 1
k+1

· · ·

(
x(n)√

x(n)x(n)

) 1
n


 1

n−k+1 − x(k) ≤

x(k)




(
x(k)√

x(k)x(k)

) 1
k(

x(k+1)√
x(k+1)x(k+1)

) 1
k+1

· · ·

(
x(n)√

x(n)x(n)

) 1
n


 1

n−k+1 − x(k) =

x(k) · 1− x(k) = 0
(15)

因此, x(k)d4 ≤ x(k), 故 D4 为强化缓冲算子.
2) 设 X 为单调衰减序列, 则

x(k)d4 − x(k) =

x(k)




(
x(k)√

x(k)x(n)

) 1
k
(

x(k+1)√
x(k+1)x(n)

) 1
k+1

· · ·

(
x(n)√

x(n)x(n)

) 1
n


 1

n−k+1 − x(k) ≥

x(k)




(
x(k)√

x(k)x(k)

) 1
k(

x(k+1)√
x(k+1)x(k+1)

) 1
k+1

· · ·

(
x(n)√

x(n)x(n)

) 1
n


 1

n−k+1 − x(k) =

x(k) · 1− x(k) = 0
(16)

因此, x(k)d4 ≥ x(k), 故 D4 为强化缓冲算子. 同理
可证明当X 为振荡序列时, D4 为强化缓冲算子, 称
D4 为几何平均强化缓冲算子. ¤

3 实例分析

以文献 [10] 中人均电力消费量 (千瓦 · 时) 为例
来验证本文构造的强化缓冲算子在预测过程中的效

果. 选取 2000 年 ∼ 2006 年的中国人均电力消费量
作为原始数据, 如表 1 所示.
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表 1 中国人均电力消费量 (千瓦 · 时)

Table 1 Average electricity consumption by per person

in China (kW · h)

年份 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

人均电力消费量 132.4 144.6 156.3 173.7 190.2 216.7 249.4

本文以 2000 年 ∼ 2005 年的中国人均电力消费
量 (132.4, 144.6, 156.3, 173.7, 190.2, 216.7) 作为
原始建模数据序列, 2006 年数据作为检验数据. 通
过计算 2000 年 ∼ 2006 年人均电力消费量可得出增
长率序列为 (9.215%, 8.091 %, 11.132 %, 9.499%,
13.933%, 15.090%). 可以看出此增长率序列的前
四点 (9.215%, 8.091%, 11.132%, 9.499%) 增长速
度相对较慢, 后二点 (13.933%, 15.090%) 的增长
速度较快, 且有进一步快速增长的趋势. 因此, 如直
接利用原始数据序列进行建模并预测, 存在两个方
面的问题: 一方面由于前四点 (132.4, 144.6, 156.3,
173.7) 增长速度较慢, 直接应用这些数据所建立的
模型的增长速度也会较慢, 这与后一部分数据已经
表现出的强劲增长速度的趋势不一致, 反映在模型
上其预测值会比真实值小; 另一方面, 若只选取后
一部分快速增长的数据序列如 (173.7, 190.2, 216.7)
作为建模数据, 则数据长度不够, 模型精度同样存在
问题, 且由于根本没有利用前一部分的数据信息, 模
型不能反映前一部分数据的内在关系. 因此, 对于这
类前一部分数据的增长率较小、后一部分数据的增

长率较大、数据总长度又较短的序列, 可以应用本文
提出的强化缓冲算子, 利用建模数据序列的最新信
息 x(n)所反映出来的序列快速增长的 “端倪”, 先对
原始数据序列进行强化处理, 使经强化缓冲算子处
理后的拟建模的数据序列, 其每一点的增长率较处
理前的原始数据序列的增长率大, 同时保证处理前
后的序列其最新数据值 x(n) 保持不变. 基于强缓冲
算子处理后的序列所建立的生成模型经还原处理后

得到的原始数据模型, 不仅能较好地反映序列快速
增长的趋势, 同时又能综合利用原有数据信息, 具有
很高的拟合精度.
以本文构造的强化缓冲算子 D̄1, D2, D3 和 D4

对原始数据进行二阶强化处理后生成数据序列如图

1所示, 基于这些强化缓冲算子处理生成的数据可建
立灰色生成模型，经进一步还原处理后可得到还原

模型。为便于比较，本文同时建立了不经任何强化

缓冲算子处理直接建立的灰色模型和应用文献 [10]
方法建立的灰色模型，各种模型精度的对比如表 2
所示.

图 1 生成数据序列

Fig. 1 The data sequence generated

从图 1 可以看出, 在强化缓冲算子 D̄1 和 Di

(i = 2, 3, 4) 作用下, 原单调增长序列生成后其数据
较原始数据萎缩, 但增长率提高. 其中 D̄1 作用的序

列平均斜率最大, 则还原模型预测值也就越大, D3

作用的序列平均斜率最小, 预测值也就越小. 从表 2
可以看出, 经强化缓冲算子处理后建立的模型预测
精度均比直接用原始数据序列建模的精度高; 原始
数据序列经过 D̄1 的二阶强化后, 预测相对误差最
小.

4 结论

针对一类非负单调递增 (或递减) 序列, 其早期
数据增长 (或减小) 缓慢, 但从最末一个数据开始,
系统由于受到外部强烈的激励, 最新数据 x(n) 大幅
增大(或减小), 且定性分析的结果也表明这种强激
励带来的快速增长(或衰减)的态势在未来还会持

表 2 强化缓冲算子作用前后的 GM(1, 1) 模型

Table 2 Model GM(1, 1) produced by different strengthening butter operators

建模序列 GM(1, 1) 还原模型
本文方法的 本文方法的 文献 [10] 方法的 文献 [10] 方法的

2006 年预测值 预测误差 (%) 2006 年预测值 预测误差 (%)

X x̂(2000 + k) = 1 317.848 e0.102k − 1 185.448 236.831 5.040 236.831 5.040

XD̄2
1 x̂(2000 + k) = 779.422 e0.1520k − 647.022 252.191 1.110 237.499 4.772

XD2
2 x̂(2000 + k) = 1 043.371 e0.1212k − 910.971 242.152 2.910 241.210 3.284

XD2
3 x̂(2000 + k) = 1 105.016 e0.1159k − 972.616 240.252 3.670 240.118 3.722

XD2
4 x̂(2000 + k) = 1 040.637 e0.1215k − 908.237 242.258 2.860 241.185 3.294
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续. 针对如何建立这类序列的预测模型, 在缓冲算
子公理体系下, 本文提出了利用建模数据序列最新
信息 x(n) 所反映出来的序列快速增长 (或衰减) 的
“端倪” 构造一类新的强化缓冲算子的方法. 首先对
原始数据序列进行强化处理, 使经强化缓冲算子处
理后的拟建模的数据序列, 其每一点的增长率较处
理前的原始数据序列的增长率 (或衰减率) 大, 同时
保证经缓冲算子处理前后的数据序列其最新数据值

x(n) 和 x(n)d 保持相等; 其次, 建立基于强缓冲算
子处理后序列的生成模型; 再次, 将生成模型还原为
原始数据模型. 本文的理论分析和实例表明, 经缓冲
算子处理后建立的模型不仅能较好地反映后期序列

快速增长的趋势, 同时又能充分利用原有所有数据
信息 (包括前面大部分增长率较慢的数据), 模型具
有很高的拟合精度和预测精度. 本文提出的若干个
强化缓冲算子在实例分析和其他数值分析中具有较

好的预测效果. 本文作者下一步的研究重点是对属
于 “数据少 (贫信息)、序列开头部分增长率较慢、只
有最后小部分数据的增长率已明显呈现较快增长趋

势” 这一特征的序列, 如何根据其原始行为数据所
携带的增长率变化信息选择强化缓冲算子 (即如何
选择具有不同调节度的强化缓冲算子).
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