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非线性流形上的线性结构聚类挖掘

王 力 1 吴成东 1 陈东岳 1 李孟歆 2 陈 莉 2

摘 要 针对非线性数据流形的线性结构挖掘问题, 提出一种基于 Grassmann 流形和蚁群方法的聚类算法. 为抑制噪声对

线性结构探测的影响, 对含噪数据集进行算法处理最小单元提升, 利用 Grassmann 流形定义提升后单元间相似度, 同时设计

了一种类测地距离作为簇连通性约束. 为提高蚁群解的线性结构挖掘质量, 提出了曲面复杂度最小方向定义, 并将其作为信

息素更新的启发信息引入. 在多个数据集上的实验和分析表明, 与 K-means、Geodesic K-means 以及有限混合模型 (Finite

mixture model, FMM) 等传统算法相比, 本文算法具备挖掘非线性流形上线性结构的新特性, 并且能够保证线性结构内部的

连通性.
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Exploring Linear Homeomorphic Clusters on Nonlinear Manifold
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Abstract This paper proposed a new clustering alogorithm based on ant colony optimization and Grassmann manifold

for exploring linear homeomorphic clusters on non-linear dataset manifold. The minimum processed units of algorithm

were first lifted to suppress the influence of noise, and then the similarity of unit was measured according to Grassmann

manifold and a geodesic-like distance was designed for ensuring the connectivity of cluster. To improve the quality of

cluster generated by ant colony clustering, the direction of minimum surface complexity was defined and introduced into

the pheromone update strategy as heuristic information. Experiments and analysis on several datasets have shown the

successful performance on linear homeomorphic clustering compared to traditional clustering algorithms.
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Seung 等的相关研究[1] 指出, 人类的视觉感知
是以流形的方式存在, 图像流形与人脑神经网络流
形之间存在对应关系. 以此结论为基础, 产生了样
本分布的流形假设[2], 该假设认为, 采集所得的样本
数据分布于嵌入在外围观测空间的低维流形上, 数
据观测值的变化是由少量自由参数的连续变化造成

的. 目前已有大量实例证实了该假设用于数据分析
的可行性[2−15], 但现有算法的目的仅为获取数据的
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低维表示, 并未对流形建立显式表达, 而基于流形
与欧氏空间的同胚性, 建立显式表达的一种可行思
路是利用若干线性结构对流形进行近似[16], 但其先
决条件是挖掘出非线性流形的线性结构. 由于对线
性数据集的分析研究已有很多成熟技术, 因此在挖
掘获得非线性流形的线性结构后, 便可利用线性分
析技术对非线性流形进行分析, 从而降低原问题难
度. 综上可知, 对非线性流形的线性结构挖掘问题
展开研究具有重要的意义, 为此, 本文提出一种基于
Grassmann 流形的线性结构挖掘算法, 通过将原始
数据集聚类为若干具有近似线性分布的简单数据簇

的集合, 来表示流形的复杂非线性结构.
由流形假设, 采样所得样本可假设分布于嵌入

在观测空间的流形上, 称观测空间的维度为数据的
观测维度, 流形的维度为数据的内蕴维度, 并且当样
本在观测空间中呈非线性分布时, 可称样本采样自
非线性流形. 为方便分析, 且不失一般性, 样本可进
一步假设为分布在 C∞ 类流形上, C∞ 类流形是处
处光滑的流形, 任意局部邻域均与同维度欧氏空间
局部同胚, 即流形的任意邻域与同维度欧氏空间之
间存在连续的双射. 由于在实际应用中不需要局部
邻域任意小,邻域可以在近似保持同胚映射的基础上
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扩大成局部区域, 因此可以认为样本集所在的一
“片” C∞ 类流形是由若干 “片” 与之同维的欧氏空
间拼接而成. 基于此, 非线性流形上的线性结构挖掘
问题可总结为: 给定采集自非线性流形M 上的数据

集X = {xxxi|1 ≤ i ≤ n,xxxi ∈ Rd}, M 的维度为 r, 且
有 r < d, 挖掘算法对其完成分簇, 从而以数据簇的
形式获得观测空间 Rd 中具有线性特性的部分, 并
且簇内应保持数据点的聚集性. 对于非线性部分, 则
将其划分为若干具有近似线性特性的簇. 如图 1 所
示, 设数据集 X 位于维度为 1 的流形上, 观测空间
为 R2, 则上述挖掘问题即为通过分簇获得线性结构
簇 A, 并且将数据集非线性部分拆分为若干近似线
性结构簇 B ∼ F .

图 1 一维流形上线性结构挖掘问题示意图

Fig. 1 Linear structure mining on 1D manifold

本文算法的整体流程描述如图 2 所示.

图 2 算法整体流程

Fig. 2 Algorithm procedure

算法首先将所处理的最小单元从单个样本点

提升为样本子集, 以抑制噪声对线性结构探测的影
响, 利用 Grassmann 流形定义最小单元间的线性
分布相似度, 并用于控制最小单元的生成大小. 在
此基础上设计了线性结构聚类准则函数, 并通过定
义子集类测地距离为惩罚项, 以保证最终每个线性
簇的单连通性. 之后基于 Shelokar 蚁群模型[17] 对

聚类准则函数进行最优化求解, 并提出最小曲面复
杂度方向估计, 将此信息作为启发式信息融入 Sh-
elokar 蚁群信息素更新策略, 从而获得样本集最佳
的线性簇结构划分. 通过与 K-means、Geodesic
K-means[18] 以及有限混合模型 (Finite mixture
model, FMM)[19] 等聚类算法的对比实验, 考察了
本文算法在挖掘线性簇结构方面的优势, 并通过人
脸流形上的聚类实验, 验证了本文算法在揭示流形
变化方面的新特性.

1 最小单元提升

从信号多尺度处理的角度分析, 单个样本与噪
声点尺度级别相同, 样本与样本之间的关系容易受
噪声的存在而被污染, 仅在样本尺度上难以稳定且
真实的获得样本集的分布特性. 如图 3 中真实数据
以圆弧曲线特性分布, 受噪声污染后邻近样本之间
的关系已经体现不出原有性质, 但通过提高信号空
域中的分析尺度, 以若干邻近样本作为最小单元, 那
么这些最小单元间的相互关系就能近似体现出原分

布的特性.

(a) 受噪声污染前后的邻域关系

(a) Neighborship of data without noise (left) or with

noise (right)

(b) 提升分析尺度后得到的单元邻域关系
(b) Neighborship of unit after lifting

the scales of analysis

图 3 分析尺度与邻域关系示意

Fig. 3 Schematic diagram of analytical scale and

neighborhood relations

根据流形假设, 样本是从 r 维光滑流形M 上采

样得来, 并且采集存在观测噪声. 为获得合理的分
析尺度以体现出样本在M 上的分布特性, 使得点集
∆ = {xxxa1 , xxxa2 , · · · ,xxxak

} 可称之为当前样本集X =
{xxxi|xxxi ∈ Rd, 1 ≤ i ≤ n} 的一个最小单元, 体现出
非线性流形的局部线性特性, 需满足如下四个条件:

1) a1, · · · , ak∈{i|i ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n, 1 <k< n};
2) 存在 xxxac

, 1 ≤ c ≤ k, 使得 {xxxaj
|j 6= c} ⊂

Nxxxac
(Nxxxac

表示 xxxac
的邻域);

3) ∆处M 上各点的切空间均可由∆的前 r 个
线性主成分所张空间近似表示;

4) 从 ∆ 中剔除若干样本点, ∆ 样本所体现出
的前 r 个线性主成分近似不变. 同时, 若有若干样本
{xxxj} ⊂ Nxxxac

, 将其添加至 ∆, ∆ 中样本所体现出的
前 r 个线性主成分近似不变.
条件 1) 和 2) 将 ∆ 限制在某个样本的邻域内,

使得 ∆ 体现的是光滑流形M 的局部性质. 在条件
3) 下, 若不存在观测噪声, 则 ∆ 可认为是M 与外

围观测空间 Rd 之间满足同胚映射的局部邻域. 对
于实际数据集, 观测噪声带来了额外的维度, 然而从
信号能量的分布来看, 相对于信号总能量, 额外维度
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上的能量所占比例较小, 因此仍可认为同胚映射在
条件 3) 下近似满足. 条件 4) 使得 ∆ 所体现的M
的局部性质具有一定稳定性, 保证其不受噪声数据
的影响.
基于以上分析, 本文提出最小处理单元提升算

法. 提升过程首先建立邻域关系图, 在此基础上进
行点集生长, 利用 Grassmann 流形控制生长停止条
件, 最终生成满足上述四个线性特性条件的最小单
元.

1.1 可视邻域关系图

文献 [2] 提出了可视邻域的概念, 并利用其建
立样本之间的邻接关系. 对于样本 xxx, yyy, Nk

xxx 表示 xxx
的 k 近邻且 yyy ∈ Nk

xxx , 当不存在这样的一点 zzz ∈ Nk
xxx ,

使得从 zzz 点指向 xxx 点的向量 eeezx 与从 zzz 点指向 yyy
点的向量 eeezy 之间的内积 〈eeezx, eeezy〉 ≤ 0, 则 yyy 称
为 xxx 的一个可视邻域点. 在此基础上, 若某一样
本点存在 k 个可视邻域点, 将其边按长度升序排列
得 {eee1, · · · , eeek}, 使用主成分分析 (Principal com-
ponent analysis, PCA) 内蕴维度估计[20] 计算前 j
(1 < j ≤ k) 个边 {eee1, · · · , eeej} 的内蕴维度 dj, 得到
序列 {d1, · · · , dk}, 遍历该序列, 检查当 dj > dj−1

时, 是否有 |eeej| − |eeej−1| 大于给定阈值, 若大于, 则第
j 个及后续边均被判定为短路边. 与直接使用 k 近
邻方法建立邻域关系相比, 此方法可以有效减小短
路边出现的概率, 但由于短路边控制条件仍比较松
弛, 使得在排除短路边的过程中也剔除了大量有效
边, 导致邻域信息的损失. 因此本文对鉴别条件加以
补充, 在剔除短路边的同时提高邻域信息的保持度.
观察短路边的形成, 可以发现短路边通常比有

效边长, 且短路边的出现会带来以边为分析对象时
的局部内蕴维度的突变, 文献 [2] 的鉴别算法即基
于此事实. 除此之外, 设在可视邻域选择后, 所建立
的邻域关系图为 G = 〈V, E〉, V 为样本集 {xxxi|xxxi ∈
Rd, 1 ≤ i ≤ n}, E 为连接边集. 对于任一边 eeej, 定
义其权重 wj 为图 G 中所有最短路径经过的次数,
可以发现由于短路边承载着本不应连接在一起的两

个子集间的最短路径连接, 因此其权重是局部极值
点, 本文将其作为短路边的补充判据. 最终短路判据
为:
若有

wj ≥ wk, ∀ wk ∈ Ω1 ∪ Ω2 (1)

且 eeej 同时满足基于内蕴维度检测的短路判据, 则 eeej

可认为是短路边. 补充判据 (1) 中 Ω1 与 Ω2 表示连

接在 eeej 上的两个节点上边的权重的集合.

1.2 Grassmann测地距离相似度

对于一个点集, 其线性主分量可以体现出点集
在观测空间中的线性结构信息. 设样本点集 ∆ 采集
自嵌入在 d 维观测空间的 r 维流形, 令矩阵 F ∈

Rd×r 由 ∆ 的前 r 个线性主分量构成, 则 F 为一列
正交阵, 表示点集的线性簇结构特征.
依据微分几何理论, 所有如下等价列正交矩阵

的全体构成 Grassmann 流形[21]:

G(r, d) = {q|q = pQ,∀Q ∈ SO(r)} (2)

其中, p 和 q 是 d × r 正交阵, Q 为等价变换阵,
SO(r) 为特殊正交群 {Q|QTQ = I, det(Q) = 1}.
Grassmann 流形 Gr(d, r) 是一种解析流形, 其更为
直观的解释是: d 维线性空间的所有 r 维子空间的
集合, 有关 Grassmann 流形更为详尽的讨论见文献
[21]. 由于 F 是由 ∆ 的前 r 个线性主分量构成的,
故其为Rd 的某一子空间Rr 的基, 而同一线性空间
的等价基是满足式 (2) 所定义 Grassmann 流形的
一组等价列正交阵,从而可知, F 与Gr(d, r)上的点
相互对应.因此, 通过Grassmann流形, 可自然的定
义点集线性主分量的相似度度量. 由于 Grassmann
流形为紧致流形[22], 故其上的任意两点都可以通过
一条测地线连接, 且其长度为流形上该两点间的最
短距离. 因此任意两个点集之间的线性簇结构的相
似度可以利用该最短距离来衡量. 为计算此距离, 需
引入黎曼指数映射及其逆映射. 设正交阵 Ψ 对应
G(d, r) 上的一点 p, 则有黎曼指数映射 expp : Tp →
G(d, r):

F = expp(x) = ΨVVV cosΘ + UsinΘ (3)

可将切空间 Tp 上的一点 x 映射至 G(d, r)[23], 其中
UΘV T 是 x 的 THIN-SVD 分解.

相应的, 在以 p 点为中心的内射半径开球内, 存
在 expp 的逆映射, 黎曼对数映射 logp : G(d, r) →
Tp

[23]:
x = logp(F ) = Utan−1(Σ)V T (4)

其中, UΣV T = (I −ΨΨT)F (ΨTF )−1.
对于任意两点 x ∈ G(d, r), y ∈ G(d, r), 以 x

为起点, y 为终点的测地线的长度与切空间 Tx 中向

量 logx(y) 的模相等, 基于此, 对于点集 ∆1 与 ∆2,
其特征 F1 与 F2 之间的相似性可以通过如下测地距

离度量:

d (F1, F2) =
〈
logF1

(F2) , logF1
(F2)

〉
=∥∥logF1

(F2)
∥∥

F1
=

tr
(
logF1

(F2)
(
logF1

(F2)
)T

)
=

tr
(
Utan−2 (Σ) V T

)
(5)

其中, UΣV T = (I − F1F
T
1 ) F2 (FT

1 F2)
−1.

1.3 线性簇结构特征变化分析与最小单元生成

最小单元的生成为一点集生长过程, 从种子点
开始, 点集按照可视邻域关系逐步向外扩张, 不断纳
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入最外层新的数据点, 这一过程保证点集始终满足
最小处理单元条件 1) 和 2). 为使得最终生长结果满
足条件 3) 和 4), 本文利用点集 Grassmann 测地距
离来控制最终子集的大小.
设点集从 p 点开始生长, ∆t 表示第 t 圈扩张完

成后的点集, Ft 为其线性簇结构特征. 对生长过程
分析可知, 对于数据集中任意一点处的子集 ∆, Ft

的变化有如下规律: 从第一轮生长扩张开始, 由于点
集规模较小, Ft 的变化受单个样本点位置的影响较

大, 线性簇结构信息易被噪声淹没, 这使得相邻两次
Ft 和 Ft+1 之间的差异较大. 但随着 ∆ 规模的扩大,
噪声的相对尺度减少, Ft 受生长过程新纳入的单个

样本点的影响消弱, Ft 和 Ft+1 之间的差异逐渐缩

小, 并在子集规模对条件 3) 和 4) 满足度最高时差
异值达到极小值, 在此之后, 规模的逐渐增长会使得
样本分布曲率带来的影响无法忽略, 子集无法满足
同胚映射, Ft 和 Ft+1 之间的差异又逐步扩大. 基于
以上分析, 可设计样本集最小单元的提升算法, 如算
法 1 所示, 其中 tmin 和 tmax 为子集生长限幅, 用以
避免子集规模的过小或过大, di,j 表示 Fi 和 Fj 之间

的 Grassmann 测地距离. 算法从每一个样本点 xk

开始生长, 寻找生长过程中差异矩阵Dt 具有最小范

数的轮次 t∗, 并将此轮次所获得子集 ∆t∗ 作为样本

点 xk 提升所得的最小单元 Θk. 最终经过提升, 将
获得具有交叠的密集最小单元.

算法 1. 最小单元生成算法

Input. X = {xxx1,xxx2, · · · ,xxxn}
Repeat for: k ← 1 to n

1) ∆k
1 ← {xxxk}

2) 从 ∆k
1 生长至 ∆k

tmin

3) Repeat for: t ← (tmin + 1) to (tmax − 1)

a) 生成 ∆k
t

b) 计算 Ft−1, Ft, Ft+1

Dt =




dt−1,t−1 dt−1,t dt−1,t+1

dt,t−1 dt,t dt,t+1

dt+1,t−1 dt+1,t dt+1,t+1




ξt = ‖Dt‖2
End repeat

4) t∗ = arg min
t
|ξt −min{ξt}|

5) Θk = ∆t∗ , FΘk = Ft∗

End repeat

Output. {Θ1, Θ2, · · · , Θn}

2 线性结构挖掘的聚类描述

最小单元提升后, 属于同一线性结构内的最小
单元具有相似的线性簇结构特征, 而不同线性结构
之间的单元线性簇结构特征相异, 基于此可将线性
结构的挖掘问题转化为一个聚类问题: 给定提升后
的最小单元集合, 通过聚类将其划分为若干子集, 并
且要求属于同一线性结构部分的最小单元被划分到

相同子集中, 不同子集中的最小单元分属不同的线
性结构.

2.1 聚类相似度测度

由于属于同一线性结构内的最小单元的线性簇

结构特征相似,反之则相异,因此可利用Grassmann
测地距离相似度来作为线性结构聚类挖掘时的相似

度测度. 但 Grassmann 测地距离与观测空间中的空
域距离无关, 仅以 Grassmann 测地距离为聚类相似
测度可能使在流形上具有相同线性簇结构特征, 但
在空域上被其他线性结构间隔开的非连通区域划分

进同一线性结构当中, 如图 4 所示, 一维非线性流形
M 上的两个部分A 和B 具有相似的线性分布特性,
但被非线性部分 C 隔开, 若仅依靠线性簇特征之间
的 Grassmann 测地距离作为相似度进行聚类, 则将
形成一个从观测空间来看内聚性不好的簇, 如图 4
右侧所示.

图 4 内部不连通的线性结构

Fig. 4 Internally disconnected linear structure

因此, 为保证挖掘所得线性结构的连通性, 在观
测空间定义一种最小单元类测地距离, 设提升后最
小处理单元为 {Θ1,Θ2, · · · ,Θn}, 根据微分几何中
测地线定义, 任意两个最小处理单元 Θi 和 Θj 之间

的类测地距离可定义为

g (Θi,Θj) = Q (η∗) (6)

其中

Q (η) =
∑

k,k+1∈η

f (Θk ∩Θk+1)
min (f (Θk) , f (Θk+1))

(7)

η∗ = arg min
η

Q (η) (8)

f (Θk ∩Θk+1) 6= 0 (9)

其中, f (·) 表示计算集合的势. 若两个集合交集的
势为 0, 则称这两个集合不连通. η 表示 Θi 和 Θj

之间的某条连通路径, Θk 和 Θk+1 表示在这条连通

路径上的两个相邻最小单元, 该类测地距离的求解
等价于一最短路径问题, 以每个最小单元作为节点,
连接边存在于连通的两个单元之间, 其权重为集合
势的比值, 则 Θi 和 Θj 之间的类测地距离可通过

Dijkstra 算法[24] 完成求解.
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2.2 聚类准则函数

相对于聚类数未知的情况, 在固定聚类数的前
提下讨论线性结构的挖掘可以简化问题的求解难度.
设样本集X = {xxxi|xxxi ∈ Rd, 1 ≤ i ≤ n} 经提升后获
得的最小处理单元为 {Θ1,Θ2, · · · ,Θn}, 将类测地
距离作为对线性结构内部不连通的惩罚引入. 考虑
到最小处理单元位于光滑流形上, 其线性簇结构特
征的变化也是平滑的, 空域相邻的单元之间具有相
似线性簇结构特征的概率更高, 基于此再引入滤波
项, 可设计误差平方和准则函数如下:

J =
n∑

i=1

k∑
j=1

ωij ×
(
d

(
Θi, Θ̄j

)
+ αg

(
Θi, Θ̄j

)
+ βd

(
Θi, Θ̄Ωi

))
(10)

其中, d (·) 和 g (·) 分别为 Grassmann 测地距离和
类测地距离, n 和 k 分别表示单元 Θ 的个数和聚类
数, ωij = 1 表示将第 i 个单元分配给线性结构 j,
Θ̄j 代表线性结构 j 的聚类中心, Ωi 为单元 Θi 的局

部邻域, Θ̄Ωi
表示该邻域内单元在 Karcher 均值意

义下的中心. α 和 β 分别为惩罚项与滤波项系数, α
> 0, β > 0, ωij 为分配系数, 有:

ωij =

{
1, si = j

0, si 6= j
(11)

si = j 表示单元 i 属于线性结构 j; si 6= j 则反之,
序列 S = {s1, · · · , sn} 表示线性结构聚类挖掘最优
化问题的解:

S∗ = arg min
S

J (S) (12)

3 线性结构聚类挖掘的蚁群求解

对于组合优化问题, 无法建立解析模型, 且梯度
估计困难, 而与传统算法相比, 蚁群算法作为全局最
优解的有效搜索技术, 已被广泛应用于大规模组合
优化问题. Shelokar 等提出了一种引入了遗传变异
操作的蚁群模型[17], 与传统优化技术相比更适合组
合聚类优化, 该算法采用多解并行搜索, 且通过变异
操作引入了新信息, 加大了解的搜索范围, 使其具备
全局最优的获取能力, 因此本文基于该算法求解线
性结构挖掘的优化问题.

Shelokar 蚁群模型是模仿蚂蚁觅食过程的一种
仿生算法, 其根据式 (13) 更新信息素阵 T [17]:

Tij (t + 1) = (1− ς) Tij (t) +
L∑

l=1

∆T l
ij (13)

其中

∆T l
ij =





1
fl

, xi 属于簇 j

0, 否则

由于在上述更新策略中缺乏启发信息, 且线性
结构挖掘聚类准则函数中惩罚项 g

(
Θi, Θ̄j

)
的引入

会使算法发现位于流形空间球邻域内的线性结构的

倾向增大, 这将使得在有限的迭代次数下算法获得
最佳线性结构划分的能力受到抑制, 为此本文提出
样本曲面复杂度方向估计, 作为搜索时的启发信息,
提高优化所得最优解对应线性结构挖掘的质量.

3.1 点集曲面复杂度最小方向

样本点集的曲面复杂度可由样本点到其最小二

乘超平面投影距离在某一方向上体现出的分布方差

定义, 如图 5 所示, Sa 和 Sb 分别代表两个不同的样

本簇, Sa 更为平坦, 曲面复杂度低, 而 Sb “波折” 程
度较大, 曲面复杂度较高, 并且沿 eee1 方向, 曲面复杂
度最大. 在此定义下, 一个良好的线性结构应尽可能
地保证结构内点的分布平坦, 而分布越 “曲折” 的结
构, 其复杂度越高.

图 5 曲面复杂度示意图

Fig. 5 Schematic diagram of surface complexity

如图 6 所示, 若有一最小单元 Θa, eeea 为 Θa 的

曲面复杂度最小方向, 那么在 eeea 方向上, 如果存在
另一最小处理单元 Θb, 且 Θb 的曲面复杂度最小方

向与 eeea 相近, 则将 Θa 和 Θb 归为同一线性结构内

时, 会比将其他单元, 如 Θc 和 Θa 归为同一线性结

构, 使得最终线性结构的曲面平均复杂度更小, 从而
获得性质更好的线性结构. 由此可知, 将曲面复杂度
最小方向作为启发信息, 可以使得解的搜索过程尽
可能地向降低线性结构内曲面复杂度, 增加线性结
构内点分布的线性程度的方向进行.

设有点集 ∆ = [xxx1,xxx2, · · · ,xxxn]T, 通过最小二乘
拟合得到超平面 Γ = {xxx|xxxTC + b = 0}. 考虑投影
方向, 则 ∆ 向 Γ 的投影长度阵为

H =
∆C + bI

‖C‖ (14)

其中, I = [1, 1, · · · , 1]T ∈ Rn.
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图 6 高线性度聚类示意图

Fig. 6 Schematic diagram of clustering of high linearity

令 K = [H, H, · · · ,H]n×n, 则有投影距离差异
阵

Z =
∣∣K −KT

∣∣ =




z11 · · · z1n

...
. . .

...
zn1 · · · znn


 (15)

最小曲面复杂度方向可以通过构建相关矩阵并

对角化获得求解. 由于 Z 阵为差异阵, 其元素代表
了各点向 Γ 投影时投影距离之间的不相似程度, 为
构建相关矩阵, 需要将此差异阵转换为相似阵, 即各
元素代表各点对之间投影距离的相似程度, 为此可
取 h(x) 为单调线性减函数, 且当 x > 0 时, h(x) >
0. 令

Z∗ =




h (z11) · · · h (z1n)
...

. . .
...

h (zn1) · · · h (znn)


=




z∗11 · · · z∗1n

...
. . .

...
z∗n1 · · · z∗nn




(16)
设 z∗ij 为 Z∗ 任一元素, 将其在 xxxi − xxxj 方向上按 xxxi

− xxxj 模做规范化, 并按矢量 xxxi − xxxj 与观测空间基

B 之间的相关度正交分解:

A∗
i,j =

(
xxxi − xxxj

‖xxxi − xxxj‖
)T Bz∗ij

‖xxxi − xxxj‖ (17)

于是相关矩阵可构造为

R∗ =
1
n2

n∑
i=1

n∑
j=1

A∗T
i,j A

∗
i,j (18)

对 R∗ 求取特征分解 λvvv = Rvvv, 则曲面复杂度
最小方向 vvvmin 为最大特征值 λ∗max 对应的特征向量.

3.2 启发式线性结构蚁群挖掘算法

利用曲面复杂度最小方向估计, 可为 Shelokar
模型信息素矩阵更新引入启发式信息. 设信息素矩
阵为 T , 更新时解集为 SL, Sl 为解集中一解, 对应
适应度值为 fl, Ξl

j 表示由 Sl 确定的第 j 个线性结
构中最小单元的集合. 对 Ξl

j 中任一单元 Θi, 设其曲
面复杂度最小方向为 eeei, 若 eeei 和 Ξl

j 中其他单元的

并集 Ξ̂l
j 所对应的曲面最小复杂度方向 êeel

j 相近, 并
且 Θi 位于以 êeel

j 为方向, 穿过线性结构中心 Θ̄j 的

均值点 ¯̄xj 的直线上时, 则将 Θi 与 Ξ̂l
j 归为同一线

性结构时不会明显降低结构内数据分布的线性及欧

氏同胚程度, 因此遗留在从 Θi 到线性结构 j 路径上
的信息素应该相对更多, 于是融合启发信息的信息
素矩阵 T 的更新策略可设计为

Tij (t + 1) = (1− ς) Tij (t) +
L∑

l=1

∆T l
ij

∆T l
ij =

{
Ql, Θi 属于簇 j

0, 否则
(19)

Ql =
1
fl

+ γ

∣∣∣∣
〈
eeei, êee

l
j

〉
·
〈

x̄i − ¯̄xj

‖x̄i − ¯̄xj‖ , êeel
j

〉∣∣∣∣ (20)

其中, γ > 0 为启发系数, 用以控制启发信息的作用
程度, x̄j 与 ¯̄xj 分别是 Θi 和 Θ̄j 的欧氏均值.
算法每次迭代过程中需要计算聚类中心. 对于

黎曼流形 M 上点的均值, 采用 Karcher 均值的定
义[25]:

x̄ = arg min
x∈M

n∑
i=1

d2 (xi, x) (21)

其中, xi ∈ M , 此均值可通过梯度下降迭代求
解[26−27]:

x̄t+1 = expx̄t

(
1
n

n∑
i=1

logx̄t (xi)

)
(22)

由此可得线性结构 j 的聚类中心的均值线性簇
结构特征的求解迭代式:

F̄ t+1
j = expF̄ t

j


 1

m

∑
Fi∈Πj

logF̄ t
j
(Fi)


 (23)

其中, Πj 为 Ξl
j 中各最小单元线性簇结构特征的集

合, m 为该集合中的元素个数. 对于聚类中心在观
测空间中的空域位置, 同样基于 Karcher 均值求取:

Θ̄j = arg min
Θ∈Ξj

∑
Θi∈Ξj

g2 (Θi,Θ) (24)

则由式 (5) 得:

d
(
Θi, Θ̄j

)
= tr

(
Utan−2 (Σ) UT

)
(25)
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其中, UΣV T = (I − FiF
T
i ) F̄j

(
FT

i F̄j

)−1
. 式 (24)

表示若有一单元 Θ 到线性结构内其他单元的类测地
距离之和最小, 则以该单元作为聚类中心在观测空
间中的近似位置.
至此, 启发式线性结构蚁群挖掘算法可描述如

算法 2 所示, 算法接收最小单元集合 {Θ1, Θ2, · · · ,
Θn} 和最大迭代次 c, 进行循环迭代. 每次迭代中首
先依据 Θi 到聚类 j 的选择概率:

pij =
Tij

k∑
u=1

Tiu

(26)

构造 S = [s1, · · · , sP ]T, 解集中每一个解采用整数
编码, 代表一种最小单元聚类, 之后计算解中各个线
性结构的线性簇结构特征均值 F̄j 与空域类测地均

值 Θ̄j, 并依据准则函数计算解的适应度, 之后对解
进行变异, 对比变异前后的适应度, 并以高适应度解
构成新解集, 最后计算每个线性结构相关的曲面复
杂度最小方向, 更新信息素阵, 进行下次迭代.

算法 2. 启发式线性结构蚁群挖掘算法

Input. Θ1, · · · , Θn, c

随机初始化 T

Repeat for: iter ← 1 to c

1) 计算 Θt 到聚类 j 的选择概率

pij =
Tij

k∑
u=1

Tiu

依据选择概率构造解集 S = [s1, · · · , sp]T

2) 针对 S 中各个解计算各聚类中心

F
t+1
j = exp

F
t
j


 1

m

∑

Fi∈
∏

j

(Fi)




Θj = arg min
Θ∈Ξj

∑
Θi∈Ξj

g2(Θi, Θ)

3) 计算每个解的适应度

J =

n∑
i=1

k∑
j=1

ωij ×
(
d

(
Θi, Θ̄j

)
+ αg

(
Θi, Θ̄j

)
+ βd

(
Θi, Θ̄Ωi

))

d
(
Θi, Θ̄j

)
= tr

(
Utan−2 (Σ) UT

)

g (Θi, Θj) = Q (η∗)

取前 L 个最佳适应度解 SL = [s1, · · · , sL]T

4) 对 SL 各解进行变异操作, 获得 S′L
5) 计算 S′L 中各解的适应度

J ′L = [f ′1, · · · , f ′l , · · · , f ′L]

6) 对于 S′L 中满足 f ′l > fl 的解, 使用其将

SL 中对应解替换, 更新 JL

7) 更新信息素矩阵 T

Tij (t + 1) = (1− ς) Tij (t) +

L∑

l=1

∆T l
ij

∆T l
ij =

{
Ql, Θi 属于簇 j

0, 否则

Ql =
1

fl
+ γ

∣∣∣∣
〈
eeei, êee

l
j

〉
·
〈

x̄i − ¯̄xj

‖x̄i − ¯̄xj‖ , êeel
j

〉∣∣∣∣

8) 更新当前适应度最大解 s∗

End repeat

Output. s∗

4 实验与分析

4.1 合成数据集实验分析

为了直观地对算法进行评价, 本文在四种合成
数据集上进行了实验, 如图 7 所示, 这四种数据集分
别为 Rect-line, Open-D, Swiss-Roll, S-Curve. 其
中 Rect-line 和 Open-D 的观测维度为 2D, 内蕴维
度为 1D, Swiss-Roll 和 S-Curve 为流形学习中的典
型数据集, 其观测维度为 3D, 内蕴维度为 2D, 所有
数据集均加入信噪比为 5 db 高斯白噪声. Rect-line
具有 3 个本质线性结构; Open-D 具有两个本质线
性结构, 其余部分为光滑变化的非线性结构; Swiss-
Roll 无本质线性结构; S-Curve 具有一个本质线性
结构.

图 7 实验数据集

Fig. 7 Experimental datasets

在线性结构聚类数确定的前提下, 对非线性数
据流形的线性结构的理想挖掘应该为: 优先发现本
质线性结构, 并将非线性部分拆解为若干最佳的近
似线性结构. 在数据集 Rect-line 和 Open-D 上, 本
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文对 K-means, Geodesic K-means[18]、有限混合模

型 (FMM)[19], 以及本文算法在多种簇划分数 k 下
进行了对比实验. 其中 K-means 采用欧氏距离相似
测度; Geodesic K-means 采用样本流形上的测地距
离估计作为相似测度; FMM 为有限混合线性回归

模型, 用以发现 2D 空间下的线状结构; 本文算法所
采用的解集规模为 50, 最大迭代次数为 300 次. 图
8 所示第 1∼ 4 列分别对应 K-means、Geodesic K-
means、FMM 以及本文算法在 Rect-line 和 Open-
D 上的线性结构挖掘结果, 不同的线性结构使用不
同的灰度标记.
由图 8 可知, 在 Rect-line 数据集上, 当聚类数

k 取 3 时, FMM 与本文算法均能获得理想的线性

结构挖掘结果; 当 k 为 4 时, FMM 与本文算法均

将 k 为 3 时的一个线性结构拆分为两个, 但本文算
法对原线性结构的拆分具有紧致性, 新结构内的邻
域关系与原结构相应位置保持一致, 而在 FMM 下,
新结构内已经不能保持原结构中数据之间的真实邻

域关系. FMM 的这一不足也在 Open-D 数据集上
被体现. 对于 Open-D 数据集, 在不同 k 下, 本文算
法均成功地将两个本质线性结构优先捕获到, 并将
数据流形的非线性部分拆分为 k 值约束下的若干近
似线性结构; 而 FMM 算法始终将这两个分立的本

质线性结构归并为同一结构, 仅作线状回归, 使得结
构内无法保持连通. 对于 K-means 算法, 由于其仅
依靠数据点之间的欧氏距离衡量相似度, 因此无法

捕获流形上的结构信息, 不具备探测线性结构的能
力, 如数据集 Rect-line 和 Open-D 上的聚类结果.
Geodesic K-means 通过估计样本所在流形上的测
地距离来衡量数据相似度, 没有考虑样本的分布情
况, 同样无法探测线性同胚簇, 但在 Rect-line 数据
集上, 当 k 为 4 时, Geodesic K-means 也获得了理
想的聚类结果, 这是因为其倾向于产生测地距离上
等规模的聚类簇, 当 k = 4 时, 恰好将原数据集按测
地距离等分为 4 部分.

由于 FMM 算法在 2 维以上空间未做推广,
因此在数据集 Swiss-Roll 和 S-Curve 上只对 K-
means、Geodesic K-means 以及本文算法进行对
比. 另外, 由于 3 维及 3 维以上观测空间中, 可以求
取曲面复杂度最小方向, 因此, 为考察曲面复杂度最
小方向作为搜索启发信息时对聚类质量的提升效果,
实验同时对具有和缺乏此信息时的本文算法结果做

了对比.
图 9 所示第 1 行和第 3 行, 从左至右 4 列分

别为 K-means、Geodesic K-means 以及本文算法
在无曲面复杂度最小方向作为启发信息和有此启

发信息时的聚类结果, 其中 Swiss-Roll 上的聚类数
为 8, S-Curve 上的聚类数为 5. 由于 Swiss-Roll 与
S-Curve 均与 2D 欧氏空间局部同胚, 因此为方便考
察线性同胚簇的产生质量, 除给出观测空间中的聚
类结果外, 本文将 Swiss-Roll 与 S-Curve 还原到与
之同胚的 2D 欧氏空间中. 如图 10 所示, A∼H 分

图 8 不同聚类数下 Rect-line 和 Open-D 上的线性结构挖掘结果

Fig. 8 The results of the linear structure mining on Rect-line and Open-D under different clusting numbers
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图 9 Swiss-Roll 和 S-Curve 上的线性结构挖掘结果

Fig. 9 The results of the linear structure mining on Swiss-Roll and S-Curve

图 10 理想线性结构在 2D 欧氏空间中的映射

Fig. 10 The mapping of ideal linear structure in

the 2D Euclidean space

别代表在线性结构聚类挖掘的理想结果下, 原数据
集的不同线性结构在 2D欧氏空间中的映射,其中竖
直方向代表原观测空间中的 y 轴方向, 由于 Swiss-
Roll 和 S-Curve 均在观测空间 y 轴方向上体现出
最佳的线性特性, 故在利用 2D 映射作为聚类效果
的直观验证方法时, 理想聚类情况下 2D 映射竖直
方向上数据点所属线性结构的类别应保持不变. 对
于 Swiss-Roll, 簇 A 对应观测空间中最中心位置处
的线性结构, H 对应数据卷最外部的线性结构, 而
对于 S-Curve, 簇 A、B、D 所对应的线性结构规模

相等, 约为簇 C 线性结构的一半. 对于实际聚类结
果, 本文采用 ISOMAP 算法[7] 将其映射至 2D 欧氏
空间, 如图 9 中第 2 行与第 4 行, 通过将其与图 10
理想聚类映射对比, 可直观地体现出各算法的优劣.

在 Swiss-Roll 数据集上, K-means 类算法产生
的线性结构在结构内无法连通, 并且在 y 轴方向上
不具备线性结构类别的一致性, 对应在观测空间中
体现为近似线性结构的非线性程度较大; Geodesic
K-means 的表现优于 K-means, 近似线性结构内保
持连通, 但在 y 轴方向体现出的结构类别一致性仍
较差, 即所挖掘的近似线性结构线性程度较低; 本
文算法在没有曲面复杂度最小方向作为启发信息

时, 所得解对应的线性结构质量高于 Geodesic K-
means, 但其线性程度仍需提高, 从图 9 中第 2 行
第 3 列子图中可以看到, 中间仍有两不同簇分布在
y 轴方向上, 这意味着其他线性结构的非线性程度
被抬高. 这一问题在使用曲面复杂度最小方向作为
启发信息时得到了很好的解决, 聚类结果接近理想
聚类挖掘划分结果. 在 S-Curve 数据集上, K-means
与 Geodesic K-means 聚类结果相似, 在 y 轴方向
上均有良好的线性结构类别一致性, 这主要是因为
S-Curve 在 y 轴方向上的分布在 −0.5∼ 0.5 区间范
围, 相比其他维度较小. 但两种算法所得结构在观测
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空间的线性程度仍然较差, 从图 9 中第 3 行第 1 列
和第 2 列两个子图可以发现, 有一个线性结构同时
包含了 S 型第一个折角处上下两部分的数据点, 而
这些数据点在理想聚类中分属不同的线性结构. 除
此之外, 斜坡部分为一本质线性结构, 在聚类数比较
小的情况下, 算法应优先拆分此本质线性结构之外
的非线性部分, 但 K-means 与 Geodesic K-means
均将此本质线性结构拆分为两部分. 本文算法在启
发信息有无时均获得了质量较高的线性结构聚类挖

掘结果, 而在有曲面复杂度最小方向作为启发信息
时获得的结果更接近理想的线性结构挖掘结果.
表 1 所示为获得理想聚类结果下各个数据集

上的蚁群参数设置情况. 由表 1 可知, 本文算法对
蚂蚁个数与信息素保留系数并不敏感, 对于 Open-
D、Swiss-Roll、以及 S-Curve 三个数据集, 蚂蚁个
数设置为 50 及以上时均能收敛至理想聚类结果, 而
信息素保留系数只要设置在 0.5∼ 0.9 区间内即可,
并且由于 Rect-line 数据集相对简单, 获得理想聚类
结果时需要的蚂蚁个数下限更低. 蚁群聚类目标函
数中涉及两个权系数 α 和 β, 分别代表类测地相似
度与 Grassmann 测地相似度的重要程度, 由表 1 所
示实验所设参数可知, 相对蚂蚁个数与信息素保留
系数, 算法对 α 表现敏感. α 的经验取值区间为 0 ∼
20, 但对于 Open-D 和 Swiss-Roll 数据集, 其能获
得理想聚类结果的参数变化区间长度仅为 2. β 取
值区间的上限虽然有所波动, 但相比 α, 仍然体现出
良好的区间一致性.

4.2 实际数据集实验分析

一般认为, 人脸图像采集自流形空间, 因此除合
成数据集外, 本文在 LLE 实际人脸数据集[28] 上进

行了算法实验. LLE 人脸数据集是对同一对象在相
同光照条件、不同表情和姿态变化下采集获得, 用于
表情与姿态变化下的人脸流形建模与分析, 共包含
1 965 个样本, 每个人脸样本均为分辨率为 28 像素
× 20 像素的单通道图像. 本文选取包含了正脸、左
向侧脸、右向侧脸三种姿态变化, 以及普通表情、嘴
部动作 (撅嘴及吐舌)、少量眼部动作 (闭眼或挤眉)
三类面部表情变化, 共 600 幅样本构成实验数据集,
如图 11 所示. 实验对本文算法以及 K-means 聚类

算法在不同聚类数下进行了对比分析, 其中本文算
法蚁群参数设置为: 蚂蚁个数 150, 信息素保留系数
0.8, 目标函数权系数 α = 5.0, 目标函数权参数 β =
1.0.

图 11 LLE 人脸样本

Fig. 11 The samples of LLE dataset

图 12 所示为两种算法在挖掘数为 3 时的聚类
结果, 其中位于上方的 3 个子图为本文算法线性结
构挖掘结果, 下方 3 个子图为 K-means 算法的聚类
结果. 可以看出, 本文算法将人脸数据集划分为三个
线性结构簇, 总体上可以分为正面人脸、左向侧脸以
及右向侧脸三个类别, K-means 算法也获得了类似
的划分结果. 图 11 所示为两种算法在挖掘数为 4 时
的结果, 上方 4 个子图为本文算法结果, 下方 4 个子
图为 K-means 算法结果. 本文算法的 4 个结果簇分
别为正面人脸、右向无嘴部动作侧脸、左向无嘴部

动作侧脸、以及嘴部动作, 而 K-means 算法的 4 个
簇分别为正面姿态、正面姿态、右向侧脸、以及左向

侧脸.
在 LLE 人脸数据集中, 眼部动作带来的维度变

化较为微弱, 而嘴部动作所产生样本变化较大, 因此
所有无嘴部动作的正面姿态样本不会体现出剧烈的

分布变化, 在挖掘数为 3 时, 本文算法所得结果将其
划分在同一线性结构簇中, K-means 算法也将其归
为同一簇中. 而当挖掘数为 4 时, 正面人脸簇在本文

表 1 获得理想聚类结果的蚁群参数

Table 1 Parameters of ant colony optimization with acceptable clustering results

数据集 蚂蚁个数 信息素保留系数 目标函数权参数 α 目标函数权参数 β

Rect-line > 30 0.5∼ 0.9 1.0∼ 14.0 0.1∼ 10.0

Open-D > 50 0.5∼ 0.9 3.0∼ 5.0 0.1∼ 3.5

Swiss-Roll > 50 0.5∼ 0.9 11.0∼ 13.0 0.2∼ 6.5

S-Curve > 50 0.5∼ 0.9 5.0∼ 12.0 0.2∼ 7.0
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算法的结果中基本保持不变, 但 K-means 算法将该
簇拆分为 2 个, 从 K-means 算法结果可以看出, 拆
分开的两簇并没有显著性的表情或姿态的差别. 另
外, 在人脸流形上, 嘴部动作与姿态变化一样, 将使
流形产生扭曲. 在挖掘数为 3 时, 本文算法与 K-
means 算法一样, 并未检测到此变化. 可以认为, 相
对于姿态变化, 嘴部动作带来的表情变化所产生的
流形扭曲程度相对较小, 在线性簇划分过程中, 较
小的挖掘数下本文算法倾向于捕获较大的分布变化.
通过增加挖掘数, 在挖掘数为 4 时, 本文算法将嘴部
动作作为单独一簇划分出来, 成功捕获到了这一变
化, 而 K-means 算法却仍将嘴部动作与人脸侧向姿
态的变化混在一起. 由上述实验结果及分析可知, 本
文算法在揭示流形变化方面体现出了 K-means 算
法所不具备的新特性.

5 结论

本文针对在观测空间呈非线性分布, 且内蕴维

度低于观测维度的数据流形的线性结构聚类挖掘问

题作了研究, 提出了基于蚁群算法与 Grassmann 流
形的聚类求解算法. 通过将聚类处理的最小单元从
单一样本点提升为子集, 使得噪声的影响降低, 并利
用 Grassmann 流形测地距离度量聚类单元的相似
度, 同时设计了单元类测地距离保证聚类所得簇的
连通性, 定义了曲面复杂度最小方向以提高蚁群算
法所产生线性同胚簇划分的质量. 在多个数据集上
的实验表明了算法在非线性数据流形线性结构聚类

挖掘方面的可行性. 在算法对于一般数据流形的推
广性方面, 由于均匀密集的采样有助于算法获得更
佳的结果, 故当数据集采样非均匀, 或者样本数量远
小于观测空间维度, 使得在观测空间中的数据分布
过于稀疏时, 算法性能则可能下降, 因此根据实际数
据集的特点对算法做出改进, 使得算法能够应对高
度非均匀采样以及数据稀疏性的问题, 并利用线性
结构挖掘结果构建非线性流形的显式表达, 从而实
现对未知流形结构数据的建模, 是进一步工作的重
点.

图 12 挖掘数为 3 时本文算法和 K-means 在 LLE 人脸数据集上的实验结果

Fig. 12 The result of the proposed method and K-means on LLE dataset when the clustering number is 3
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图 13 挖掘数为 4 时本文算法和 K-means 在 LLE 人脸数据集上的实验结果

Fig. 13 The result of the proposed method and K-means on LLE dataset when the clustering number is 4
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