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基于倒转方法的欠驱动Acrobot系统稳定控制

张安彩 1, 2 赖旭芝 1, 2 佘锦华 3 吴 敏 1, 2

摘 要 针对欠驱动两杆体操机器人 Acrobot, 提出一种新的稳定控制方法. 首先, 通过利用一个虚拟摩擦力矩为 Acrobot 构

造一条下摆轨迹; 然后, 运用倒转的思想为它设计出一条由垂直向下位置到垂直向上位置的期望运动轨迹, 并以此将系统的稳

定控制问题转化为跟踪控制问题; 最后, 基于最优控制理论来设计跟踪控制器, 使 Acrobot 能够沿期望轨迹渐近稳定在垂直向

上位置处. 仿真结果验证了所提方法的有效性.
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Stabilization Control of Underactuated Acrobot Based on Inverse Method

ZHANG An-Cai1, 2 LAI Xu-Zhi1, 2 SHE Jin-Hua3 WU Min1, 2

Abstract This paper presents a new method of stabilizing an underactuated two-link gymnast robot, Acrobot. First, an

artificial friction torque is used to construct a falling-down motion trajectory. Next, we design a reference motion trajectory

for the Acrobot from the straight-down position to the straight-up position based on an inverse idea. This transforms the

problem of stabilizing the Acrobot into a tracking control problem. Finally, we use the knowledge of optimal control to

design a tracking controller, which enables the Acrobot to be asymptotically stabilized at the straight-up position along

the desired trajectory. Simulation results demonstrate the validity of our method.
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对于一个机械系统而言, 如果系统的控制输入
个数等于自由度个数, 则称这一系统为全驱动机械
系统. 相应地, 当系统的控制输入个数少于自由度个
数时, 我们称之为欠驱动机械系统. 与全驱动系统相
比, 欠驱动系统由于减少了驱动器的个数, 使得它不
但能够节约成本, 降低能量消耗, 而且还能增加系统
的灵活度. 因此, 这类系统在工业控制领域具有很好
的应用前景. 然而, 驱动器的减少同时也大大增加了
欠驱动系统的控制设计难度, 很多适用于全驱动系
统的控制方法无法直接推广到这类系统中. 目前, 欠
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驱动系统控制策略的研究是控制领域一个极具挑战

性的课题, 吸引了越来越多的学者投身到这一研究
领域中[1−3].
欠驱动两杆体操机器人 Acrobot[4] 是近年来讨

论的比较多的一个欠驱动系统. 对于这个欠驱动机
器人, 学者们通常研究如何将它从垂直向下位置处
摇起并最终稳定在垂直向上位置处. 然而, 要实现
这一控制目标并非易事, 这主要是因为 Acrobot 是
一个复杂的非线性系统, 状态变量间的耦合性非常
强, 而且二阶非完整约束[5] 使得它不能够严密反馈

线性化. 为简化控制律设计, 目前比较常用的是分
区切换控制策略. 这种策略首先将 Acrobot 的整个
运动空间划分为摇起区和吸引区, 然后在这两个子
区域内分别设计摇起控制器和平衡控制器, 通过控
制器的切换来实现 Acrobot 的稳定控制. 基于这种
策略的稳定控制方法包括部分反馈线性化法[6]、能

量控制法[7]、线性二次型调节法 (Linear quadratic
regulator, LQR)[6]、模糊控制法[8] 等.
虽然分区切换控制策略能够有效地实现 Ac-

robot 的稳定控制目标, 但是有时难于保证控制系统
的全局稳定性. 为解决这一问题, 一方面, 学者们对
这种控制策略的全局稳定性进行了深入的研究, 提
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出了一些有效的理论分析方法, 如文献 [9] 中的非光
滑李雅普诺夫函数分析法. 另一方面, 在用一个控
制器来实现 Acrobot 的稳定控制上, 学者们也做了
一些探索. 如文献 [10] 提出了一种基于商值的控制
方法, 但此方法需要 Acrobot 的初始位置位于垂直
向上位置周围, 虽然通过选择合适的参数可以使初
始位置扩展到垂直向下位置处, 但作者仅仅通过仿
真进行了说明, 并没有给出严格的证明. 另外, 文献
[11] 提出了一种 Backstepping 的控制方法. 由于这
一方法需要求一个非线性方程的显性解, 而这对于
Acrobot 来说是很复杂的, 从而使此法的设计过程
相当复杂繁琐.

基于以上研究背景, 本文提出了一种基于倒转
思想的 Acrobot 系统稳定控制方法. 首先, 利用
Acrobot 受重力作用这一特性, 通过引入一个虚拟
摩擦力矩为它构造出一条下摆轨迹. 然后, 运用倒
转的思想为它设计出一条由垂直向下位置到垂直向

上位置的期望运动轨迹. 最后, 运用最优控制理论
来设计跟踪控制器, 使 Acrobot 能够沿期望轨迹渐
近稳定在垂直向上位置处. 与应用分区切换策略的
稳定控制方法相比, 本文所提方法无需对 Acrobot
的运动空间进行分区, 仅用一个控制器便可实现它
的摇起和平衡控制, 这简化了控制系统设计, 同时
避免了分区控制时难于在平衡区快速而平滑的捕获

Acrobot 的问题. 另外, 与非线性 Backstepping 法
相比, 此法的设计过程更加简洁, 求解过程也更加方
便, 借助一般的计算工具 (如Matlab) 便能完成. 更
值得一提的是, 此方法能够对 Acrobot 的整个稳定
运动过程及稳定时间作出准确预测, 这也是其他稳
定控制方法所无法比拟的.

1 动力学模型

欠驱动两杆体操机器人 Acrobot 的结构如图 1
所示, 其中 mi, Ji 分别为第 i 杆的质量和转动惯量

(i = 1, 2), τ2 为作用在第 2 关节上的外部力矩, g 为

重力加速度. 若记 qqq = [q1, q2]
T, 则 Acrobot 系统的

动力学方程为[4]

M(q2)q̈qq + C(qqq, q̇qq)q̇qq + GGG(qqq) =

[
0
τ2

]
(1)

M(q2) =

[
a1 + a2 + 2a3 cos q2 a2 + a3 cos q2

a2 + a3 cos q2 a2

]

C(qqq, q̇qq) =

[
−a3q̇2 sin q2 −a3(q̇1 + q̇2) sin q2

a3q̇1 sin q2 0

]

GGG(qqq) =

[
−a4 sin q1 − a5 sin(q1 + q2)

−a5 sin(q1 + q2)

]

图 1 Acrobot

Fig. 1 Acrobot

a1 = m1L
2
c1 + m2L

2
1 + J1

a2 = m2L
2
c2 + J2

a3 = m2L1Lc2

a4 = (m1Lc1 + m2L1)g

a5 = m2Lc2g

Acrobot 系统的总能量为

E(qqq, q̇qq) =
1
2
q̇qqTM(q2)q̇qq + P (qqq) (2)

其中, P (qqq) = a4 cos q1 +a5 cos(q1 + q2) 为系统的总
势能. 由式 (1) 不难验证得:

Ė(qqq, q̇qq) = q̇2τ2 (3)

记 xxx = [x1, x2, x3, x4]T = [qqqT, q̇qqT]T, 则系统 (1)
的状态空间形式为

ẋxx = fff(xxx) + ggg(xxx)τ2 (4)

其中

fff(xxx) =




x3

x4

f1(xxx)
f2(xxx)


 , ggg(xxx) =




0
0

g1(xxx)
g2(xxx)


 (5)

[
f1(xxx)
f2(xxx)

]
= −M−1(q2) [C(qqq, q̇qq)q̇qq + GGG(qqq)] (6)

[
g1(xxx)
g2(xxx)

]
= M−1(q2)

[
0
1

]
(7)

本文的控制目标是将 Acrobot 从垂直向下位置 xxxd

= [π, 0, 0, 0]T 处摇起, 并将其最终稳定在垂直向上
的位置 xxxu = [0, 0, 0, 0]T 处. 下面具体论述如何应用
轨迹跟踪的方法实现这一目标.
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2 运动轨迹规划

本节讨论Acrobot 由初始点 xxxd 到目标点 xxxu 的

运动规划问题.

2.1 下摆轨迹设计

定理 1. 若系统 (4) 的控制输入为

τ2 = −Kvx4 (8)

且其初始位置为 xxx0 = [ε, 0, 0, 0]T, 那么, 闭环系统将
最终渐近稳定于 xxxd, 其中 Kv 是一个正常数, ε > 0
为一个非常小的数.

证明. 将式 (8) 代入式 (4) 中, 得:

ẋxx = fff(xxx)−Kvggg(xxx)x4 = WWW (xxx) (9)

为系统 (9) 选取如下的李雅普诺夫函数:

V (xxx) = E(xxx)− Ed ≥ 0 (10)

其中, E(xxx) = E(qqq, q̇qq), Ed = E(qqq, q̇qq)
∣∣
xxx=xxxd

= −(a4 +
a5). 由式 (3) 和式 (8), 可得:

V̇ (xxx) = −Kvx
2
4 ≤ 0 (11)

令 V̇ (xxx) ≡ 0 得 x4 ≡ 0. 由式 (3) 和式 (4) 可知:
E(xxx) = E∗ 和 x2 = x∗2, 它们均为常数. 进而联立式
(2) 和式 (4) 的第四个方程式得:

T1 cos x1 + T2 sinx1 = T3 (12)

其中, Ti (i = 1, 2, 3) 均为常数, 这表明 x1 = x∗1 也
是一个常数, 故有 x3 = 0. 那么, 进一步由式 (9) 得
sin x∗1 = 0, sin x∗2 = 0. 不难解得:

[x∗1, x
∗
2, 0, 0]T ∈ Ω = {xxxu,xxxd,xxx1e,xxx2e}

其中, xxx1e = [0, π, 0, 0]T, xxx2e = [π, π, 0, 0]T. 因此,
由 LaSalle 不变原理[12] 知系统 (9) 将最终趋近于 Ω
的某个子集. 易于验证, Ω 为系统闭环系统 (9) 的平
衡点集. 将式 (9) 分别在平衡点 xxxu, xxxd, xxx1e 和 xxx2e

处线性化, 并运用 Hurwitz 判据验证得 xxxd 是一个稳

定的平衡点, 而 xxx1e, xxx2e 和 xxxu 均为不稳定的平衡点.
所以, 闭环系统 (9) 将最终渐近稳定于 xxxd. ¤
对 Acrobot 定义一个过渡过程时间 td, 使得当

t > td 时满足如下稳态条件:
{
|Ξ(q1, 2π)− π| < 0.05π, |q̇1| < 0.05

|Ξ(q2, 2π)| < 0.05, |q̇2| < 0.05
(13)

其中, Ξ(qi, 2π) = min (κ(qi), 2π − κ(qi)), κ(qi) =
mod(qi, 2π) 为 qi 除以 2π 后的正余数. 注意到 xxx0

充分接近 xxxu, 且 xxx(td) 位于 xxxddd 的小邻域内, 故可取

Acrobot 由 xxx0 到 xxx(td) 的这段轨迹作为它的一条下
摆轨迹, 并将此轨迹记为

xxxF (t) = [qqqT
F (t), q̇qqT

F (t)]T, t ∈ [0, td] (14)

其中, xxxF (0) = xxx0, 且与轨迹 xxxF (t) 相对应的控制力
矩为

τ2F (t) = −Kv q̇2F (t), t ∈ [0, td] (15)

注 1. 由定理 1 看到, 控制力矩 (8) 在 Acrobot
下摆过程中不断吸收能量, 使其最终稳定在能量最
小的垂直向下位置 xxxd 处. 从这个角度来讲, 可称力
矩 (8) 为一个虚拟的摩擦力矩.

2.2 期望轨迹设计

在得到 Acrobot 的一条下摆轨迹后, 我们运用
倒转的思想为它构造如下一条期望运动轨迹:

xxxW (t) ={
[qqqT

F (td − t),−q̇qqT
F (td − t)]T, t ∈ [0, td]

0, t ∈ (td, td + δ]

并定义与其对应的期望控制力矩为

τ2W (t) =

{
τ2F (td − t), t ∈ [0, td]
0, t ∈ (td, td + δ]

其中 δ > 0 为一个常数. 显然, xxxW (t) 在 t ∈ [0, td]
上的部分为下摆轨迹 xxxF (t) 的倒转轨迹, 而在 (td,

td + δ] 上的部分为 Acrobot 的一条平衡轨迹. 因
为 xxxF (t) 满足方程 (1), C(qqq, q̇qq)q̇qq = −C(qqq,−q̇qq)q̇qq, 所
以由方程 (1) 易于验证 xxxW (t) 在 t ∈ [0, td + δ] 上满
足:

M(q2W )q̈qqW + C(qqqW , q̇qqW )q̇qqW + GGG(qqqW ) =

[
0

τ2W

]

(16)
其中, qqqW = [q1W , q2W ]T, xxxW = [qqqT

W , q̇qqT
W ]T.

从 xxxW (t) 的构造过程不难发现, 它是 Acrobot
的一条始于 xxxd 的某个小邻域并终于 xxxu 的运动轨

迹. 对于从初始位置 xxxd 出发的 Acrobot, 倘若能
够设计一个跟踪控制器, 使它在 t ∈ [0, td + δ] 上
跟踪 xxxW (t), 那么, 这一机器人从 xxxd 被摇起并最终

被稳定在 xxxu 的稳定控制目标便可实现. 这样的话,
Acrobot 的稳定控制问题就转化为期望轨迹的跟踪
控制问题.

3 跟踪控制器设计

本节基于最优控制知识来设计跟踪控制器, 使
Acrobot 沿期望轨迹 xxxW (t) 实现渐近稳定控制. 若
记 ∆qqq = [∆q1,∆q2]T = qqq − qqqW , τ2E = τ2 − τ2W ,
D(·) = M−1(·), 则将式 (1) 和式 (16) 两式相减得
如下的误差方程:
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[
∆q̈1

∆q̈2

]
=−D(q2W + ∆q2)×

[
H1(∆qqq, ∆q̇qq)

H2(∆qqq, ∆q̇qq)− τ2E

]
(17)

H1 = − a3 (∆q̇2 + q̇2W ) ×
(2∆q̇1 + ∆q̇2) ϕ1(∆q2)+

∆q̇2 (2q̇1W + q̇2W ) ϕ1(∆q2)+

a3(2q̈1W + q̈2W )ϕ2(∆q2)−
a3q̇2W (2q̇1W + q̇2W ) ϕ3(∆q2)−
a4ϕ3(∆q1)− a5ϕ4(∆q1 + ∆q2)

H2 = a3∆q̇1 (∆q̇1 + 2q̇1W ) ϕ1(∆q2)+

a3q̈1W ϕ2(∆q2)− a3q̇
2
1W ϕ3(∆q2)−

a5ϕ4(∆q1 + ∆q2)

ϕ1(ξ) = sin(ξ + q2W )

ϕ2(ξ) = [cos(ξ + q2W )− cos q2W ]

ϕ3(ξ) = [sin(ξ + q2W )− sin q2W ]

ϕ4(ξ) = [sin(ξ + q1W + q2W )− sin(q1W + q2W )]

上式中 ξ 表示任一函数变量. 不难看出, 误差方程
(17) 是一个比 Acrobot 系统本身还要复杂的非线性
方程, 我们很难为其设计一个非线性控制器将误差
稳定在零点处. 本文采用线性化方法来为误差方程
设计稳定控制器. 记 eee = [∆qqqT,∆q̇qqT]T, 并将式 (17)
在 eee = 000 处线性化得:

ėee = A(t)eee + B(t)τ2E (18)

其中

A(t) =

[
02×2 I2

D(q2W )E(t) −2D(q2W )C(qqqW , q̇qqW )

]

B(t) =




02×1

D(q2W )

(
0
1

)



E(t) =

[
µ1(qqqWWW ) µ2(qqqW ) + µ3(qqqW , q̇qqW , q̈qqW )
µ2(qqqW ) µ2(qqqW ) + µ4(qqqW , q̇qqW , q̈qqW )

]





µ1(qqqW ) = a4 sin q1W + µ2(qW )
µ2(qqqW ) = a5 cos(q1W + q2W )

µ3(qqqW , q̇qqW , q̈qqW ) = a3(2q̈1W + q̈2W ) sin q2W +

a3q̇2W (2q̇1W + q̇2W ) cos q2W

µ4(qqqW , q̇qqW , q̈qqW )=a3 (q̈1W sin q2W−q̇2
1W cos q2W )

且 0i×j 表示 i× j 阶零矩阵, I2 表示二阶单位矩阵.
由于在期望运动轨迹 xxxW (t) 中仅有分量 q1W (t) 在
t = td 处存在一个小的阶跃, 其余分量均是连续的,
故由上述表达式可知B(t) 在 [0, td + δ] 上是连续的,
而矩阵 A(t) 也会在 t = td 处存在一个小的阶跃. 假
设 [A(t), B(t)] 在 [0, td] 上是能控的, 对于正定矩阵
Q ∈ R4×4 及正常数 R ∈ R, 设计如下的最优控制
律:

τ2E = −KKK(t)eee, KKK(t) = R−1BT(t)P (t) (19)

其中, P (t) = PT(t) > 0 为时变黎卡提矩阵方程

Ṗ (t) + AT(t)P (t) + P (t)A(t)−
P (t)B(t)R−1BT(t)P (t) + Q = 0 (20)

的正定解. 由最优控制的知识可知误差 eee(t) 在 [0,
td] 上会收敛到零. 现将 Acrobot 在 (td, td + δ] 上
的运动看作是以 xxxW (td) 为初始条件的运动. 注意到
A(t), B(t) 在 (td, td + δ] 上是时不变的, 且在此区间
上有 eee(t) = xxx(t), 另外, xxxW (td) = [ε, 0, 0, 0]T 是一
个与 xxxu 充分接近的点, 若 [A(t), B(t)] 在 (td, td + δ]
上也是完全能控的, 则同样应用最优控制律 (19) 可
使 eee(t) = xxx(t) 最终稳定在 xxxu 处. 综上可知, 控制律

τ2 = τ2W + τ2E (21)

可使 Acrobot 从 xxxd 摇起并最终稳定在 xxxu 处. 整个
稳定控制系统的结构图如图 2 所示.

图 2 Acrobot 稳定控制系统结构图

Fig. 2 Configuration of the stabilizing control

system for Acrobot

4 仿真研究

在 Matlab 环境下, 运用 Simulink 搭建系统模
型进行仿真研究, 以验证上述方法的有效性. Ac-
robot 的机械参数如表 1 所示. 此外, 取系统的仿真
步长为 h = 0.001s, 并取定理 1 中的初始条件为 xxx0

= [0.01, 0, 0, 0]T. 注意到虚拟摩擦力矩 (8) 仅与参
数 Kv 有关, 故下摆过渡过程时间 td 只由这个参数

决定. 通过仿真研究发现, 当Kv较大或者较小时, td
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表 1 欠驱动 Acrobot 的机械参数

Table 1 Physical parameters of underactuated Acrobot

m1 (kg) L1 (m) Lc1 (m) J1 (kg ·m2) m2 (kg) L2 (m) Lc2 (m) J2 (kg ·m2)

0.105 0.109 0.073 1.0396× 10−4 0.080 0.215 0.1075 3.0817× 10−4

均比较大 (即 Acrobot 的下摆收敛时间较长), 但存
在一个优化的控制参数 Kv = 0.00182 使得 td 取到

最小值 4 s. 为使Acrobot快速稳定在xxxd 处, 以获得
一条用时最少的期望轨迹, 从而使 Acrobot 实现从
垂直向下位置到垂直向上位置的最优时间运动, 我
们取Kv = 0.00182 并只针对此种情形进行仿真. 取
期望轨迹中平衡阶段的时间 δ 为 2 s, 则在上述条件
下Acrobot 的整体期望运动轨迹 xxxW (t) 及期望控制
力矩 τ2W (t) 的仿真图如图 3 所示. 显然, 期望的运
动轨迹为一条连续的轨迹.

图 3 Acrobot 的期望运动轨迹

Fig. 3 The desired motion trajectory of Acrobot

鉴于目前缺乏一种有效求解时变黎卡提方程

(20) 的工具, 为得到优化反馈控制增益, 这里采用一

种简化处理的方法. 取

A(t) = A(kh), B(t) = B(kh), ∀ t ∈ [kh, (k + 1)h]

并在 t ∈ [kh, (k + 1)h] 上将 P (t) 看作常量 (即取
Ṗ (t) = 0), 其中

k ∈ K =
{
0, 1, 2, · · · , 5 999

}

记
C(kh) = [B(kh), A(kh)B(kh),

A2(kh)B(kh), A3(kh)B(kh)]

运用Matlab 函数 rank 验证可得:

rank[C(kh) ] = 4, k ∈ K
故 [A(t), B(t)] 在采样点处均是完全能控的. 取式
(20) 中的控制参数为

Q = 0.015I4, R = 8× 103

其中, I4 为四阶单位矩阵, 然后运用 Matlab 函数
LQR 计算可得式 (19) 中的反馈控制增益

KKK(t) = [K1(t),K2(t),K3(t),K4(t)]

如图 4 所示. 注意到在 t = t1 = 3.419 s 处, 增益
KKK(t) 会发生一个小突变, 这主要是因为 det[C(t1)]
太小 (可由Matlab 函数 Det 计算得到), 即 [A(t1),
B(t1)] 接近不能控所致.
图 5 给出了在初始状态 xxx(0) = xxxd 下的系统仿

真图. 由仿真结果可以看出, 在控制器 (21) 的作用
下, Acrobot 能够较好地跟踪期望运动轨迹, 从而实
现了从 xxxd 处摇起并最终稳定在 xxxu 处的控制目标.
为进一步说明所提控制算法在实际应用中的可行性,
我们在仿真实验中将参数摄动、外界扰动及关节摩

擦力等因素考虑在内. 令 m1, m2 和 J2 大于标称值

5%, Lc1, Lc2 和 J1 小于标称值 5%, 并假设角速度
q̇ 的测量值上存在峰值为 ±0.6 的外部白噪声扰动,
此外, 还设在 Acrobot 的第一、二关节处分别存在
粘滞摩擦力

f1 = −0.01q̇1, f2 = −0.0025q̇2

在上述条件下系统的仿真结果如图 6 所示. 结果显
示, 虽然Acrobot的运动轨迹会发生少许改变,但其
稳定控制目标仍能较好的实现, 这说明基于倒转的
稳定控制方法在这种情形下仍然是有效的.
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图 4 式 (19) 中的状态反馈增益KKK(t)

Fig. 4 The state feedback gain KKK(t) in (19)

图 5 基于倒转方法的 Acrobot 稳定控制仿真结果

Fig. 5 Simulations for the stabilization of Acrobot

based on rewinding approach

图 6 存在参数摄动、外界扰动及关节摩擦力时 Acrobot

系统的稳定控制仿真结果

Fig. 6 Simulations for the stabilization of Acrobot when

the perturbations in parameters, the external disturbance

and friction actuated on joints are present

由仿真图 5 和图 6 注意到 Acrobot 在 [t1, 4] 这
一时间段上跟踪期望轨迹的性能并不是很好, 这主
要是由 [A(t1), B(t1)] 接近不能控所造成的. 因此,
如何提高 Acrobot 在这一时间段上的跟踪性能, 使
它能够准确跟踪期望轨迹, 从而以更加平滑的方式
稳定在 xxxu 处, 将是我们下一步研究工作的重点. 另
外, 本文只针对 Acrobot 的理想模型设计稳定控制
器, 没有考虑关节耦合等因素对系统控制的影响, 当
把这些因素考虑在内后如何利用倒转的思想进行稳

定控制器设计, 也是我们下一步研究工作的另一个
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主要方向.

5 结论

为将欠驱动体操机器人 Acrobot 从垂直向下位
置摇起并最终稳定在垂直向上的位置, 本文提出了
一种基于倒转思想的稳定控制方法. 这一控制方法
首先为具有二阶非完整约束的 Acrobot 系统设计一
条由初始点到目标点的期望运动轨迹, 然后再基于
最优控制知识设计跟踪控制器, 使 Acrobot 渐近跟
踪期望轨迹并最终稳定在目标点. 此方法简单有效,
它无需对 Acrobot 的运动空间进行划分, 仅用一个
控制器便可实现这一机器人的摇起控制和平衡控制,
而且尤为重要的是, 它能够对 Acrobot 的整个稳定
过程做出准确预测.
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