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具有多项式型非线性项的大规模随机非线性系统的

分散输出反馈镇定

井元伟 1 李武全 2 张嗣瀛 1

摘 要 基于齐次占优方法研究具有多项式型非线性项的大规模随机非线性系统的分散输出反馈镇定问题. 本文的主要贡献

在于利用高增益齐次占优方法来解决大规模随机非线性系统的分散控制问题. 这种方法能彻底地去掉传统结果中所要求的线

性增长条件, 不仅推广了以前的结果还得到了一些新的结果. 仿真验证了输出反馈控制器的有效性.
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Abstract This paper employs homogeneous domination approach to deal with the problem of decentralized output-

feedback stabilization for a class of large-scale stochastic nonlinear systems with polynomial nonlinearity. The main

contribution of this paper is the development of a high gain homogeneous domination approach for the decentralized

control of large-scale stochastic nonlinear systems. This methodology enables us to completely remove the linear growth

condition which is the common assumption for global output feedback stabilization, and leads to a new result combining

and generalizing the previous work. The efficiency of the output-feedback controller is demonstrated by a simulation

example.
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考虑到现实生活中的许多控制问题不能用单个

系统来解决, 大规模系统的概念应运而生. 常见的
大系统有很多, 如具有很强关联项的能量系统、在空
间中广泛分布的水利系统、具有外部干扰或者结构

复杂的交通系统. 由于需要控制的系统复杂并且需
要解决的问题困难, 运行速度快、内存大的计算机也
不能解决这些问题. 因此, 研究大规模系统的控制问
题, 具有很强的现实意义. 最近, 大规模系统的分散
控制问题受到广泛关注[1].
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随机非线性系统的稳定控制器设计问题是近年

来的研究热点之一[2−7]. 自从文献 [8] 首次给出了输
出反馈镇定的结果后, 随机系统的输出反馈控制问
题受到越来越多的关注[9−12]. 然而, 大部分结果都
是关于集中控制的, 关于大规模随机非线性系统的
结果不多[13−15]. 研究大规模随机非线性系统的分散
控制问题, 不仅具有重要的理论意义, 而且具有很强
的工程意义. 在系统的扩散项和漂移项只能依赖于
可测的输出条件下, 利用李雅普诺夫迭代方法, 文献
[13] 为大规模随机系统设计了状态反馈和输出反馈
控制器. 在文献 [14] 中, 对于严格反馈系统, 分散风
险灵敏度状态反馈控制问题得到了研究. 这类系统
的子系统通过输出耦合在一起, 并且漂移项还含有
未知参数, 但要求扩散项已知. 最近, 文献 [15] 研究
了具有不确定性的大规模随机非线性系统的分散自

适应控制问题, 系统的系数可以依赖于输出和逆动
态, 但不能依赖于不可测的状态.
受文献 [1, 16] 的启发, 利用齐次占优方法, 本文
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考虑具有多项式型非线性项的大规模随机非线性系

统的分散输出反馈镇定问题.
本文的主要创新点如下:
1) 即使对于集中的单输入单输出系统, 本文的

结果也是最新的, 因为本文系统的漂移项和扩散项
满足多项式型增长条件, 它是线性增长条件[10] 的推

广;
2) 为大规模随机非线性系统的分散输出反馈控

制问题的研究提供了一种新的思路;
3) 漂移项和扩散项不仅依赖输出还可依赖于不

可测的状态;
4) 将确定大规模系统的控制思想推广到了随机

系统.

1 预备知识与齐次占优定理

1.1 预备知识

用 R+ 表示全体非负实数, R+
odd = {q ∈ R:

q > 0 且 q 是两个奇整数之比 }, Rn 表示 n 维

空间. XT 表示 X 的转置, tr{X} 表示方阵 X 的

迹, | · | 表示欧氏空间中向量的 2 范数, Ci 表示相

应定义域上的 i 阶连续可微函数. 对于 n × m 的

矩阵 A, 定义两种范数 |A| = (
∑n

i=1

∑m

j=1 A2
ij)

1
2 和

|A|∞ = max1≤i≤n{
∑m

j=1 |Aij|}. Ci 表示具有 i 阶连

续偏导数的函数. K 表示连续、严格单调、零点等于
0 的 R+ 到 R+ 的函数全体; K∞ 表示 K 中无界函
数全体; R+×R+ 到R+ 的函数 β(s, t) ∈ KL 表示
对给定的 t, β(·, t) ∈ K, 而给定 s, β(s, ·) 是单调递
减的且 limt→∞ β(s, t) = 0.
考虑如下随机非线性系统:

dxxx = fff(xxx)dt + gT(xxx)dωωω, ∀ xxx0 ∈ Rn (1)

其中, xxx ∈ Rn 为可测的状态, ωωω 为定义在概率空间

(Ω,F , P ) 上独立标准Wiener 过程向量. xxx0 是初始

状态. 对任意 t ≥ 0, 当 xxx ∈ Rn 时, fff : Rn → Rn

和 g : Rn → Rn×r 是局部 Lipschitz 函数.
下面给出本文要用到的定义与引理.
定义 1[8]. 对于随机系统 (1), 给定 V (xxx) ∈

C2, 定义微分算子 L 为 LV (xxx) = ∂V
∂xxx

fff(xxx) +
1
2
tr{g(xxx)∂2V

∂x2 gT(xxx)}.
定义 2[8]. 对于满足 fff(0) = 0 和 g(0) = 0 的

随机系统 (1), 如果对任意的 ε > 0, 存在 KL 函数
β(·, ·) 使得 P

{|xxx(t)| < β(|xxx0|, t)
} ≥ 1− ε, ∀t ≥ 0,

xxx0 ∈ Rn \ {0}, 系统 (1) 的平衡点 xxx(t) = 0 是以概
率全局渐近稳定的.
定义 3[16]. 对于坐标 (x1, · · · , xn) ∈ Rn 和实

数 ri > 0, i = 1, · · · , n,
定义扩张 4ε(xxx) 为 4ε(xxx) = (εr1x1, · · · ,

εrnxn), ∀ε > 0, 其中 ri 称为坐标的权 (扩张权简
写为4 = (r1, · · · , rn));

函数 V ∈ C(Rn,R) 是 τ 阶齐次的, 如果存在
实数 τ ∈ R使得 ∀xxx ∈ Rn\{0}, ε > 0, V (4ε(xxx)) =
ετV (x1, · · · , xn);

矢量函数 fff ∈ C(Rn,Rn) 称为 τ 阶齐次的,
如果存在实数 τ ∈ R 使得对 i = 1, · · · , n, ∀xxx ∈
Rn\{0}, ε > 0, fi(4ε(xxx)) = ετ+rifi(xxx);
对于 p ≥ 1, 定义齐次 p 范数为 ‖xxx‖4,p =

(
∑n

i=1 |xi|
p
ri )

1
p , ∀xxx ∈ Rn. 若 p = 2, 有 ‖xxx‖4 for

‖xxx‖4,2.
引理 1[8]. 考虑随机系统 (1), 如果存在 C2 函

数 V (xxx), K∞ 函数 β1 和 β2, 常数 c > 0, 非负函数
W (xxx) 使得:

β1(|xxx|) ≤ V (xxx) ≤ β2(|xxx|), LV ≤ −cW (xxx)

则

1) 对于任意的 xxx0, 系统 (1) 在 [0,∞) 几乎处
处存在唯一解;

2) 当 fff(0) = 0, g(0) = 0, 且W (xxx) = β3(|xxx|)
连续, 平衡点 xxx = 0 是以概率全局渐近稳定的, 并且
P {limt→∞W (xxx(t)) = 0} = 1, 其中 β3(·) 是 K 函
数.
引理 2[16]. 给定权 4 = (r1, · · · , rn), 假

定 V1(xxx) 和 V2(xxx) 是 τ1 阶和 τ2 阶齐次的. 则

V1(xxx)V2(xxx)关于4也是齐次的, 且 V1 ·V2 是 τ1 +τ2

阶齐次的.
引理 3[16]. 假定 V : Rn → R 关于权 4 是 τ

阶齐次的. 那么有:
1) ∂V

∂xi
是 τ − ri 阶齐次的, ri 是 xi 的权重;

2) 存在正数 c̄ 使得:

V (xxx) ≤ c̄‖xxx‖τ
4

进而, 如果 V (x) 正定, 则:

c‖xxx‖τ
4 ≤ V (xxx)

其中 c > 0.
引理 4[5]. 设 x, y 是实变量, 对于任意的正数

a, b, m 和 n, 下面的不等式成立:

axmyn ≤ b|x|m+n +
n

m + n

(
m + n

m

)−m
n

×

a
m+n

n b−
m
n |y|m+n

1.2 齐次占优定理

考虑如下的随机非线性系统

dXXX i = (EEEi(XXX i) + FFF i(XXX))dt + GT
i (XXX)dωωω,

i = 1, · · · ,m (2)
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其中, XXX i = (Xi1, · · · , Xin)T ∈ Rn 为状态, XXX =
(XXXT

1 , · · · ,XXXT
m)T ∈ Rmn, ωωω 的定义见式 (1). EEEi :

Rn → Rn, FFF i : Rmn → Rn, Gi : Rmn → Rr×n

是满足局部 Lipschitz 条件的波雷尔函数, 并且
EEEi(0) = 0, FFF i(0) = 0, Gi(0) = 0.

利用引理 1∼ 3, 下面证明本文的主要结果.
定理 1. 考虑系统 (2) 且满足如下两个条件:
1) 存在 C2 的 λ − τi (λ − τi > 0) 阶齐次李

雅普诺夫函数 Vi(XXX i) 使得 ∂Vi

∂XXXi
EEEi(XXX i) 负定, 其中

EEEi(XXX i) 是 τi 阶齐次的, 它们都是相对于同一个权
4 = (ri1, · · · , rin);

2) 对于任意的 j = 1, · · · , n, 存在正数 cij, c̄ij,
kij, k̄ij 使得:

|Fij(XXX)| ≤ cijL
1−kij‖XXX‖τi+rij

4

|Gij(XXX)| ≤ c̄ijL
1
2−k̄ij‖XXX‖

τi
2 +rij

4 (3)

其中, Fij(XXX) 是 FFF i(XXX) 的第 j 个元素, Gij(XXX) 代
表 Gi(X) 的第 j 列.
那么, 存在足够大的常数 L > 1 使得下述系统

dXXX = (LEEE(XXX) + FFF (XXX))dt + GT(XXX)dωωω (4)

是以概率全局渐近稳定的, 其中 EEE(XXX) =
(EEET

1 (XXX1), · · · ,EEET
m(XXXm))T ∈ Rmn, FFF (XXX) =

(FFFT
1 (XXX), · · · ,FFFT

m(XXX))T ∈ Rmn, GGGT(X) =
(GGG1(XXX), · · · ,GGGm(XXX))T ∈ R(mn)×r.
证明. 由 ∂Vi

∂XXXi
EEEi(XXX i) =

∑n

j=1
∂Vi

∂XXXij
EEEij(XXX i) 和

条件 1), 考虑到 ∂Vi

∂XXXij
和 Eij(XXX i) 分别是 λ− τi− rij

阶和 rij + τi 阶齐次的, 由引理 2 和引理 3 可得:

∂Vi

∂XXX i

EEEi(XXX i) ≤ −ccci0‖XXX i‖λ
4 (5)

其中, ccci0 > 0 是常数. 类似的, 利用条件 2) 和引理
2 和引理 3, 有:

∂Vi

∂XXX i

FFF i(XXX) =
n∑

j=1

∂Vi

∂XXX ij

Fij(XXX) ≤ ci0L
1−ki0‖XXX‖λ

4

(6)

其中, ki0 = min{kij}1≤j≤n, ci0 > 0 是常数.
由引理 3, 可知 ∂2Vi

∂Xij∂Xis
是 λ − rij − ris 阶齐

次的. 利用 |A| 和 |A|∞ 的定义, 注意到 Gi(XXX) ∈
Rr×n, 利用条件 2)、引理 2 和引理 3, 有:

1
2
tr

{
Gi(XXX)

∂2Vi

∂XXX2
i

GT
i (XXX)

}
≤

1
2
r

∣∣∣∣Gi(XXX)
∂2Vi

∂XXX2
i

GT
i (XXX)

∣∣∣∣
∞
≤

1
2
r
√

r

∣∣∣∣Gi(XXX)
∂2Vi

∂XXX2
i

GT
i (XXX)

∣∣∣∣ ≤

1
2
r
√

r

∣∣∣∣∣
n∑

j,s=1

GT
ij(XXX)

∂2Vi

∂Xij∂Xis

Gis(XXX)

∣∣∣∣∣ ≤

1
2
r
√

r

n∑
j,s=1

∣∣∣∣GT
ij(XXX)

∂2Vi

∂Xij∂Xis

Gis(XXX)
∣∣∣∣ ≤

1
2
r
√

r

n∑
j,s=1

∣∣∣∣
∂2Vi

∂Xij∂Xis

∣∣∣∣
∣∣GT

ij(XXX)
∣∣ |Gis(XXX)| ≤

c̃i0L
1−k̃i0‖XXX‖λ

4 (7)

其中, k̃i0 = min{k̄ij + k̄is}1≤j,s≤n, c̃i0 > 0 是常数,
第 2 个不等式利用了 |A|∞ ≤ √

r|A| (A 是 r 维方

阵).
选取 V (XXX) =

∑m

i=1 Vi(XXX i), 对于系统 (4), 利
用式 (5)∼ (7), 可得:

LV |(4) = L

m∑
i=1

∂Vi

∂XXX i

EEEi(XXX i) +
m∑

i=1

∂Vi

∂XXX i

FFF i(XXX) +

1
2

m∑
i=1

tr{Gi(XXX)
∂2Vi

∂XXX2
i

GT
i (XXX)} ≤

−L

m∑
i=1

ccci0‖XXX i‖λ
4 + c0L

1−k‖XXX‖λ
4 ≤

−Lc̃0‖XXX‖λ
4 + c0L

1−k‖XXX‖λ
4 ≤

−L(c̃0 − c0L
−k)‖XXX‖λ

4 (8)

其中, c0 > 0, c̃0 > 0, 和 k = min1≤i≤m{ki0, k̃i0} >

0 是常数. 显然, 如果常数 L 足够大, 式 (8) 的右侧
是负定的. 故存在足够大的 L 使得:

LV |(4) ≤ −c̄0‖XXX‖λ
4 (9)

其中, c̄0 > 0 是常数. 由引理 1, 系统 (4) 以概率全
局渐近稳定的. ¤

注 1. 对于大规模随机非线性系统的分散输出
反馈控制问题, 定理 1 提供了一种系统化的方法, 它
有以下优势:
对于随机系统进行控制器设计, 难点在于 Itô

微分不仅包含梯度还包含高阶海森项. 传统的设计
方法, 如文献 [8−12], 要求每一步都要对扩散项和漂
移项进行上界估计. 然而, 所估计的上界应该能被负
项阻尼掉. 因此, 在海森项的作用下, 如何对扩散项
和漂移项进行恰当的估计, 是一个难度很大的问题.
然而, 利用定理 1 中的设计方法, 不必每一步都

对扩散项和漂移项进行上界估计. 定理 1 提供了一
种占优的方法, 使得设计过程非常方便和有效. 基于
这种方法, 先对标称系统设计状态反馈控制器, 通过
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构造齐次降阶观测器和设计可调增益的输出反馈控

制器, 通过调节控制器增益, 使得整个系统稳定.

2 问题描述

考虑如下由 m 个子系统组成的大规模关联随

机非线性系统:

dxi1 =
(
xi2 + fi1(xxx)

)
dt + gggT

i1(xxx)dωωω

dxi2 =
(
xi3 + fi2(xxx)

)
dt + gggT

i2(xxx)dωωω

...

dxin =
(
ui + fin(xxx)

)
dt + gggT

in(xxx)dωωω

yi = xi1 (10)

其中, xxx = (xxxT
1 , · · · , xxxT

m)T ∈ Rmn, xxxi = (xi1, · · · ,

xin)T ∈ Rn, ui ∈ R 和 yi ∈ R, i = 1, · · · ,m, 分别
是系统的状态、子系统的状态、输入和输出. ωωω 是定

义在 (Ω,F , P ) 空间上的 r 维标准维纳过程. 对于
i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n, C1 函数 fij : Rmn → R
和 gggij : Rmn → Rr 在零点处等于零.
本文需要下面的假设条件:
假设 1. 对 i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n, 存在常

数 τi ≥ 0 和 b > 0, 使得

|fij(xxx)| ≤ b
m∑

s=1

j∑
k=1

|xsk|
rij+τi

rsk

|gggij(xxx)| ≤ b

m∑
s=1

j∑
k=1

|xsk|
2rij+τi

2rsk (11)

其中, ri1 = 1, rij +τi = ri,j+1, τi−τs < 1
(n−1)(2n−1)

,
1 ≤ i, s ≤ m.
注 2. 据作者所知, 关于大规模随机系统的输出

反馈控制的所有结果[13−15] 都不能处理扩散项和漂

移项依赖于不可量测状态的情形. 然而, 从假设 1 可
知, 系统 (10) 的扩散项和漂移项可依赖不可量测状
态. 因此, 本文推广了以前的结果.
注 3. 即使对于单输入单输出的集中系统, 本文

的结果也是新的, 因为本文的扩散项与漂移项满足
多项式增长条件, 它是线性增长条件[10] 的推广. 考
虑如下的随机系统:

dx1 =
(

x2 +
1
2
x2

1 sinx1

)
dt + ln(1 + x2

1)dω

dx2 = udt +
(

1
2
x3

1 sinx1 + x
4
3
2

)
dω

y = x1 (12)

显然, 系统 (12) 的扩散项不满足文献 [10] 中的线性
增长条件. 但是, 取 τ = 2, 系统 (12) 满足本文的条
件.

本文的控制目标是, 在假设 1 的条件下, 对式
(10) 设计镇定的分散输出反馈控制器. 设计过程分
为两部分: 1) 为标称系统设计稳定的输出反馈控制
器; 2) 利用定理 1 中的齐次占优方法, 为系统 (10)
设计稳定的分散输出反馈控制器.

3 标称线性系统的齐次输出反馈控制

在本节中, 对 i = 1, · · · ,m, 研究如下标称线性
系统的输出反馈控制问题:

dzij = zi,j+1dt, j = 1, · · · , n− 1

dzin = υidt

yi = zi1 (13)

设计过程分为两部分: 1) 对于式 (13), 首先设计
状态反馈控制器; 2) 利用齐次占优技术, 对于系统
(13), 设计稳定的输出反馈控制器.
假定 τi = qi/di, qi 是偶数且 di 是奇数. 因而

rij ∈ R+
odd. 利用文献 [16] 中的方法可以对更一般

的 rij 进行处理.
选取 r = max1≤i≤m{rin}, 下面开始设计过程.

3.1 标称线性系统 (13)的齐次状态反馈控制

步骤 1. 定义 ξi1 = zi1 和 Vi1(zi1) =
ri1

4r−τi
z

(4r−τi)/ri1
i1 , 由式 (13) 可得:

LVi1(zi1) ≤ z
4r−τi−ri1

ri1
i1 (zi2 − z∗i2)+

z
4r−τi−ri1

ri1
i1 z∗i2 (14)

显然, 虚拟控制器

z∗i2 = −nz
τi+ri1

ri1
i1 = −ξ

ri2
ri1
i1 αi1 (15)

使得

LVi1(zi1) ≤ −nξ
4r
ri1
i1 + z

4r−τi−ri1
ri1

i1 (zi2 − z∗i2) (16)

归纳步. 在第 k − 1 步, 假定存在 C2 正定的李

雅普诺夫函数 Vi,k−1(z̄i,k−1) 和定义如下的虚拟控制
器 z∗i1, z∗i2, · · · , z∗ik.

z∗i1 = 0, ξi1 = zi1 − z∗i1

z∗i2 = −ξ
ri2
ri1
i1 αi1, ξi2 = zi2 − z∗i2

...
...

z∗ik = −ξ
rik

ri,k−1
i,k−1 αi,k−1, ξik = zik − z∗ik (17)



6期 井元伟等: 具有多项式型非线性项的大规模随机非线性系统的分散输出反馈镇定 955

使得

LVi,k−1 ≤ −(n− k + 2)
k−1∑
j=1

ξ
4r
rij

ij +

ξ

4r−τi−ri,k−1
ri,k−1

i,k−1 (zik − z∗ik) (18)

其中, αij (1 ≤ j ≤ k − 1) 是正数. 在第 k 步, 选取
李雅普诺夫函数:

Vik = Vi,k−1 +
rik

4r − τi

ξ
4r−τi

rik

ik (19)

其中, z̄ik = (zi1, · · · , zik)T. 利用式 (13)、式 (17) 和
式 (18) 可得:

LVik(z̄ik) ≤ −(n− k + 2)
k−1∑
j=1

ξ
4r
rij

ij + ξ
4r−τi−rik

rik

ik ×

(zi,k+1 −
k−1∑
j=1

∂z∗ik
∂zij

zi,j+1) + ξ

4r−τi−ri,k−1
ri,k−1

i,k−1 ξik (20)

利用引理 4, 有:

ξ

4r−τi−ri,k−1
ri,k−1

i,k−1 ξik = (ξ
1

ri,k−1
i,k−1 )4r−τi−ri,k−1(ξ

1
rik

ik )rik ≤
1
2
ξ

4r
ri,k−1
i,k−1 + cikξ

4r
rik

ik (21)

其中, cik > 0 是常数. 由于 ri,j+1 + (k − j)τi =
rik + τi = ri,k+1, 结合式 (17) 和引理 4, 可得:

−ξ
4r−τi−rik

rik

ik

k−1∑
j=1

∂z∗ik
∂zij

zi,j+1 ≤

cij1|ξik|
4r−τi−rik

rik

k−1∑
j=1

ξ
τi

ri,k−1
i,k−1 · · · ξ

τi
rij

ij |zi,j+1| ≤

cij1|ξik|
4r−τi−rik

rik

k−1∑
j=1

ξ
τi

ri,k−1
i,k−1 · · · ξ

τi
rij

ij |ξi,j+1 −

ξ
ri,j+1

rij

ij αij| ≤ cij2|ξik|
4r−τi−rik

rik

k−1∑
j=1

|ξij|
rik+τi

rij ≤

1
2

k−1∑
j=1

ξ
4r
rij

ij + ĉikξ
4r

rik

ik (22)

其中, cij1, cij2 和 ĉik 是正数. 将式 (21) 和式 (22)
代入式 (20), 可得:

LVik(z̄ik)≤ −(n−k+1)
k−1∑
j=1

ξ
4r
rij

ij +ξ
4r−τi−rik

rik

ik z∗i,k+1+

ξ
4r−τi−rik

rik

ik (zi,k+1 − z∗i,k+1) + (cik + ĉik)ξ
4r

rik

ik (23)

选取虚拟控制

z∗i,k+1 = −(n− k + 1 + cik + ĉik)ξ
τi+rik

rik

ik =

− ξ
ri,k+1

rik

ik αik (24)

代入式 (23) 得:

LVik(z̄ik) ≤ −(n− k + 1)
k∑

j=1

ξ
4r
rij

ij +

ξ
4r−τi−rik

rik

ik (zi,k+1 − z∗i,k+1)

步骤 nnn. 对于系统 (13), 考虑如下的李雅普诺夫
函数:

Vin(z̄in) = Vi,n−1(z̄i,n−1) +
rin

4r − τi

ξ
4r−τi

rin

in (25)

由式 (23) 可得:

LVin(z̄in) ≤ −
n−1∑
j=1

ξ
4r
rij

ij + ξ
4r−τi−rin

rin

in (υi − z∗i,n+1) +

ξ
4r−τi−rin

rin

in z∗i,n+1 + (cin + ĉin)ξ
4r
rn

in (26)

其中, cin, ĉin 是正数, ξin = zin − z∗in. 显然, 状态反
馈控制器

z∗i,n+1 = −(1 + cin + ĉin)ξ
τi+rin

rin

in = −ξ
ri,n+1

rin

in αin (27)

使得:

LVin(z̄in) ≤

−
n∑

j=1

ξ
4r
rij

ij + ξ
4r−τi−rin

rin

in (υi − z∗i,n+1) (28)

3.2 标称线性系统 (13)的齐次输出反馈控制

构造如下的齐次观测器:

η̇ik = −li,k−1ẑik

ẑik = (ηik + li,k−1ẑi,k−1)
rik

ri,k−1 (29)

其中, ẑi1 = zi1 和 li,k−1, k = 2, · · · , n, 是常数增益,
选取的方法见文献 [16]. 在式 (27) 中, 用 ẑij 替换

zij, 可以得到如下的输出反馈控制器:

υi = −αin(ẑin + αi,n−1(ẑi,n−1 + · · ·+ αi2(ẑi2 +

αi1z
ri2
ri1
i1 )

ri3
ri2 · · · )

rin
ri,n−1 )

rin+τi
rin (30)

其中, ẑi = (ẑi1, ẑi2, · · · , ẑin)T. 选取

Ui(ηi2, · · · , ηin) =

n∑
j=2

∫ z

4r−rij
rij

ij

γ

4r−rij
ri,j−1

ij

(s
ri,j−1
4r−rij − γij)ds (31)
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其中, γij = ηij + li,j−1zi,j−1.
类似于文献 [16] 中的推导过程, 经过运算可得:

LVi(zi1, · · · , zin, ηi2, · · · , ηin) ≤

−1
4
( n∑

j=1

ξ
4r
rij

ij +
n∑

j=2

e
4r
rij

ij

)
(32)

其中, eij = zij − ẑij, j = 2, · · · , n, 且
Vi(zi1, · · · , zin, ηi2, · · · , ηin) = Vin(zi1, · · · , zin)
+Ui(ηi2, · · · , ηin).
可以证明 Vi(zi1, · · · , zin, ηi2, · · · , ηin) 关于

ZZZi = (zi1, · · · , zin, ηi2, · · · , ηin)T

是正定正则的. 因而, 式 (32) 说明闭环系统

dZZZi =Ei(ZZZi)dt = (zi2, · · · , zin, υi(ẑi),

fi,n+1, · · · , fi,2n−1)Tdt (33)

是 以 概 率 全 局 渐 近 稳 定 的, 其 中, fij =
−li,j−nẑi,j−n+1, j = n + 1, · · · , 2n− 1.
引入扩张权重

4 = (ri1, ri2, · · · , rin︸ ︷︷ ︸
for zi1, ··· , zin

, ri1, ri2, · · · , ri,n−1︸ ︷︷ ︸
for ηi2, ··· , ηin

)

可知式 (33) 是 τi 阶齐次的.

4 系统 (10)的输出反馈镇定

基于上一节得到的控制器和观测器, 可以得到
本文的主要结果.

定理 2. 在假设 1 的条件下, 系统 (10) 能够实
现输出反馈以概率全局渐近稳定.
证明. 对每个子系统, 引入坐标变换

zij =
xij

Lj−1
, υi =

ui

Ln
,

i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n (34)

其中, L > 1 是待设计的参数, 系统 (10) 转化为

dzij =
(
Lzi,j+1 +

fij(xxx)
Lj−1

)
dt +

gT
ij(xxx)
Lj−1

dωωω,

j = 1, · · · , n− 1

dzin =
(
Lυi +

fin(xxx)
Ln−1

)
dt +

gT
in(xxx)
Ln−1

dωωω

yi =zi1 (35)

构造具有可调增益的 L.

η̇ik = −Lli,k−1ẑik

ẑik = (ηik + li,k−1ẑi,k−1)
rik

ri,k−1 , k = 2, · · · , n

(36)

其中, lij 的取值同式 (29) 中一样. 采用和式 (30) 具
有相同形式的控制器, 有:

υi = −αin(ẑin + αi,n−1(ẑi,n−1 + · · ·+ αi2(ẑi2+

αi1z
ri2
ri1
i1 )

ri3
ri2 · · · )

rin
ri,n−1 )

rin+τi
rin (37)

第 i 个子闭环系统 (35)∼ (37) 整理成

dZZZi = LEEEi(ZZZi)dt + FFF i(ZZZ)dt + GT
i (ZZZ)dωωω (38)

其中, ZZZi = (zi1, · · · , zin, ηi2, · · · , ηin)T, ZZZ =
(ZZZT

1 , · · · ,ZZZT
m)T, FFF i(ZZZ) = (fi1(xxx), fi2(xxx)

L
, · · · ,

fin(xxx)

Ln−1 , 0, · · · , 0)T, GT
i (ZZZ) = (gi1(xxx), gi2(xxx)

L
, · · · ,

gin(xxx)

Ln−1 , 0, · · · , 0)T, i = 1, · · · ,m.
闭环系统 (10)、(34) 和 (38) 可整理成

dZZZ = (LEEE(ZZZ) + FFF (ZZZ))dt + GT(ZZZ)dωωω (39)

其 中, E(Z) = (ET
1 (Z1), · · · , ET

m(Zm))T,
FFF (ZZZ) = (FT

1 (ZZZ), · · · , FT
m(ZZZ))T, GT(ZZZ) =

(G1(ZZZ), · · · , Gm(ZZZ))T.
利用假设 1、式 (34) 和 L > 1, 可得:

∣∣∣∣
fij(x)
Lj−1

∣∣∣∣ ≤ b
m∑

s=1

j∑
k=1

|xsk|
rij+τi

rsk

Lj−1
=

b
m∑

s=1

j∑
k=1

|Lk−1zsk|
rij+τi

rsk

Lj−1
(40)

下面对 L 的次数进行整理

(k − 1)(rij + τi)
rsk

− (j − 1) =

1 +
(k − 1)(jτi + 1)
(k − 1)τs + 1

− j =

1− j − j(k − 1)(τi − τs)− (k − 1)
(k − 1)τs + 1

(41)

令

bijsk =
j − j(k − 1)(τi − τs)− (k − 1)

(k − 1)τs + 1
(42)

注意到假设 1 中的 τi − τs < 1
(n−1)(2n−1)

, 对 k ≥ 2,
有:

bijsk >
j − j(k−1)

(n−1)(2n−1)
− (k − 1)

(k − 1)τs + 1
≥

1− j(j−1)

(n−1)(2n−1)

(k − 1)τs + 1
≥

1− j(j−1)

n(n−1)

(k − 1)τs + 1
≥ 0 (43)
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另外, 当 k = 1 时, bijsk = j > 0. 因而可知 bijsk >

0. 选取 b0 = mini,j,s,k{bijsk}, 利用 L > 1 可得:
∣∣∣∣
fij(xxx)
Lj−1

∣∣∣∣ ≤ bL1−b0

m∑
s=1

j∑
k=1

|zsk|
rij+τi

rsk ≤

b̂L1−b0‖ZZZ‖rij+τi

4 (44)

其中, b̂ > 0 为常数. 类似地, 可得:
∣∣∣∣
gij(xxx)
Lj−1

∣∣∣∣ ≤ b̃L
1
2−b̃0‖ZZZ‖rij+

τi
2

4 (45)

其中, b̃ 和 b̃0 是正数. 由式 (25) 和式 (31)

知 Vi(Zi) =
∑n

j=2

∫ z
(4r−rij)/rij
ij

γ
(4r−rij)/ri,j−1
ij

(sri,j−1/(4r−rij) −
γij)ds +

∑n

s=1
ris

4r−τi
ξ
(4r−τi)/ris

is 是 C2, 正定并且是
4r − τi 阶齐次的. 由式 (33) 可知, Ei(Zi) 是 τi 阶

齐次的. 定理 1 的第 1 个条件得到满足.
由式 (44)和式 (45), 定理 1的第 2个条件成立.
因此, 由定理 1 可知, 当 L > 1 充分大时, 系

统 (39) 是以概率全局渐近稳定的. 由式 (34), 系统
(10) 能够实现输出反馈以概率全局渐近稳定. ¤
注 4. 接下来, 证明系统 (10)、系统 (34)∼ (37)

是满足局部 Lipschitz 条件的. 由于 fij(x) 和 gij(x)
是 C1 函数, 函数 fij(x) 和 gij(x) 很显然满足该条
件. 现在来证明式 (37) 中的 υi(ẑi) 是 C1 的.
由式 (17) 和式 (37), 对于 i = 1, · · · ,m, 可得

∂υi(ẑi)
∂ẑij

= Aij ξ̂
τi

rin

in · · · ξ̂
τi
rij

ij (46)

其中, ξ̂ij = ẑij +αi,j−1(ẑi,j−1 +αi,j−2(ẑi,j−2 + · · ·+
αi2(ẑi2 + αi1z

ri2/ri1
i1 )ri3/ri2 · · · )ri,j−1/ri,j−2)rij/ri,j−1 ,

ẑi1 = zi1, Aij 是常数. 结合 rij = (j − 1)τi + 1
和 τi ≥ 0, 由式 (46) 和 ξ̂ij 的定义, 可得 ∂υi(ẑi)

∂ẑij
是连

续的, 因而式 (37) 中的 υi(ẑi) 是 C1 的.
因此, 闭环系统 (10)、系统 (34)∼ (37) 是满足

局部 Lipschitz 条件的, 解的存在唯一性得到保证.

5 仿真例子

考虑系统




dx11 =
(
x12 +

1
2
x21 sinx11

)
dt +

1
3
x

4
3
21dωωω

dx12 =
(
u1 +

1
3
x

7
5
22

)
dt +

1
2
x22 sinx22dωωω

y1 = x11

dx21 =
(
x22 +

1
2
x21 sinx21

)
dt +

1
3
x11 cos x11dωωω

dx22 = u2dt + x
6
5
12dωωω

y2 = x21

(47)

选取 r11 = 1, τ1 = 2/3, r12 = 5/3, r21 = 1, τ2 =
2/3, r22 = 5/3, 显然, 假设 1 得到满足. 在设计过程
中, 选取 r = 5/3.
引入坐标变换:

z11 = x11, z12 =
x12

L
, υ1 =

u1

L2

z21 = x21, z22 =
x22

L
, υ2 =

u2

L2
(48)

L > 1 是待定常数, 系统 (47) 转化为




dz11 =
(
Lz12 +

1
2
z21 sin z11

)
dt +

1
3
z

4
3
21dωωω

dz12 =
(
Lυ1 +

1
3
L

2
5 z

7
5
22

)
dt +

1
2
z22 sin(Lz22)dωωω

y1 = z11

dz21 =
(
Lz22 +

1
2
z21 sin z21

)
dt +

1
3
z11 cos z11dωωω

dz22 = Lυ2dt + L
1
5 z

6
5
12dωωω

y2 = z21

(49)
利用本文的算法, 可得如下结果:




.
η12 = −Ll11ẑ12

ẑ12 = (η12 + l11z11)
5
3

υ1(z11, ẑ12) = −20.3(ẑ12 + 2z
5
3
11)

7
5

.
η22 = −Ll21ẑ22

ẑ22 = (η22 + l21z21)
5
3

υ2(z21, ẑ22) = −20.3(ẑ22 + 2z
5
3
21)

7
5

(50)

在仿真中, 取 l11 = l21 = 200, L = 80, 初
始值 x11(0) = 0.02, x12(0) = 0.8, η12(0) = 0.1,
x21(0) = −0.02, x22(0) = 0.8, η22(0) = −0.3. 图 1
给出了系统 (47)∼ (50) 的响应, 控制器的有效性得
到了验证.

图 1 闭环系统 (47)∼ (50) 的响应

Fig. 1 The responses of closed-loop system (47)∼ (50)
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6 结论

对一类具有多项式型非线性项的大规模随机非

线性系统 (10), 本文研究其分散输出反馈控制问题.
本文将已有的结果推广到更一般的形式.
还有一些问题需要进一步解决, 比如, 如何为系

统 (10) 设计分散输出反馈逆最优控制器, 如何将本
文的结果推广到更一般的系统.
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