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分布式无源性系统的同步控制与分析

陈 刚 1 余 名 1

摘 要 针对由多个无源性系统所构成的分布式有向网络系统, 基于

Lyapunov 方法提出了设计与分析同步控制协议的新框架. 其设计与分

析方法适用于一类更广泛的有向拓扑网络, 克服了已有理论框架下拓扑

分析的局限性. 该方法也适用于带有通信时延及控制输入饱和的系统.

在新的理论框架下, 分析了网络化拉格朗日系统的同步控制问题, 并对网

络化多机械手系统的同步控制进行了仿真研究. 仿真结果表明了算法的

有效性.
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Abstract Based on Lyapunov methods, a systematic way is

proposed to design and analyze the synchronizing control proto-

cols for the distributed passive systems with a directed commu-

nication topology. The proposed method extends the previous

work in the context of passive system control and is suitable

for more general directed communication graph topology. The

communication delays and the controller saturation are also con-

sidered. Under the proposed theoretic framework, we show that

the synchronization problems of networked Lagrange systems

can be solved. As an illustration of our results, we study the

synchronizing control for the networked manipulator systems.

The simulation results show the effectiveness of the proposed

algorithm.
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随着嵌入式技术和网络通信技术的迅速发展, 分布式控

制系统的设计与实现在技术和成本上均成为可能. 分布式控

制系统的理论与应用研究成为一个热点课题, 吸引了众多控

制领域的研究者[1−6]. 事实上, 由嵌入式系统所构成的分布

式网络系统 (如分布式多机电系统、传感器网络等) 在工程实

际中 (如危险废物材料的处理、环境监控、工业过程控制等)

具有极其广阔的应用前景.

目前, 已有大量的文献针对分布式系统的同步控制与分

析问题进行了研究. 这些工作是在引入一些关键概念 (如不

可约性、M 矩阵、Frobenius 型等) 的基础上, 结合传统的

分析工具 (如图理论、矩阵分析、Lyapunov 理论等) 而展开
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的. 采用以上的分析思路, 对节点具有单积分或双积分动力

学模型的分布式网络系统的一致协调问题已得到广泛的研

究[2−6]. 目前, 分布式非线性控制系统仍是一个研究热点和

难点. 对带有领航者的分布式非线性系统, 文献 [7−8] 研究

了协调跟踪控制问题. 本文主要研究无领航者的分布式非线

性系统的同步控制问题. 针对该问题, 文献 [9−10] 分别提出

了一种基于无源性理论的设计与分析框架. 在文献 [9] 的分

析框架下, 分布式系统的通信拓扑要求是平衡图. 文献 [10]

的分析方法要求通信拓扑为无向图. 文献 [9−10] 的分析方

法不能推广到更一般的拓扑网络系统, 即非平衡有向拓扑网

络. 基于拉格朗日方程建立的机械手动力学模型, 文献 [11]

研究了多机械手的位置同步控制问题, 其分析方法要求通信

拓扑图为全连通图. 采用收缩性分析方法, 文献 [12] 研究了

网络化拉格朗日系统的同步控制问题. 然而, 其结论只适用

于无向图或环形有向图. 基于人工势能法, 文献 [13] 提出了

一种适用于网络化拉格朗日系统的编队控制策略, 其分析方

法只适用于无向通信拓扑. 文献 [14] 也研究了网络化拉格朗

日系统的同步控制问题, 其分析法同样只适用于无向拓扑图.

文献 [9−14] 的分析方法要求拓扑网络中的每个节点系

统的入度与出度是相等的 (如无向图和有向平衡图). 然而,

对更广泛的一类网络化无源性系统, 即具有有向非平衡拓扑

的无源性系统, 以上的分析方法将失效. 为克服已有分析方

法的局限性, 本文提出一种新的分析框架. 该分析框架并不

要求拓扑系统中每个节点的入度与出度相等, 该分析方法也

适用于具有通信时延和控制输入饱和的同步控制问题. 在该

理论框架下, 进一步研究网络化拉格朗日系统的同步控制问

题并进行仿真研究.

1 基本术语及定义

1.1 图理论

下面给出图论中的一些基本术语.

令 G = (V, E) 表示有向图, 其中 V = {ν1, ν2, · · · , νN}
表示图中节点的集合, E ⊆ V × V 表示图中边的集合. 设图

中不存在自环, 即 (νi, νi) 6∈ E, ∀ i. A = [aij ] 表示邻接矩阵.

当 (νj , νi) ∈ E 时, aij > 0; 否则 aij = 0. 节点 νi 的邻节点

集可表示为 Ni = {νj : (νj , νi) ∈ E}. 节点 i 的入度 di (即

矩阵 A 第 i 行元素之和) 定义为 di =
∑

j∈Ni
aij . 入度矩阵

D 定义为 D = diag{di}. 进而, 图的 Laplacian 矩阵 L 定义

为 L = D − A. 强连通图是指一个有向图中任意两个节点之

间都存在一条连通的路径.

1.2 无源性系统

考虑如下的仿射非线性系统:

ẋxx = f(xxx) + g(xxx)uuu

yyy = h(xxx)
(1)

其中, xxx ∈ Rn 为状态量, uuu ∈ Rm 为连续且有界的输入

量, yyy ∈ Rm 为输出量. 设 f(·) ∈ Rn, g(·) ∈ Rn×m 以

及 h(·) ∈ Rm 为足够光滑的函数, 且函数 f 和 h 分别满足

f(0) = 0, h(0) = 0.

定义 1. 称系统 (1) 对于给定的 ω(uuu,yyy) 是耗散的, 当存

在一个正定函数 V (xxx) 使得耗散不等式

V (xxx(t))− V (xxx(0)) ≤
∫ t

0

ω(uuu(τ), yyy(τ))dτ, ∀ t ≥ 0
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对任意输入信号 uuu 成立. 此时 ω(uuu,yyy) 称为供给率, V (xxx) 称

为存储函数.

定义 2. 当供给率 ω(uuu,yyy) = yyyTuuu, 且存储函数 V (xxx) 满

足 V (000) = 0 时, 系统 (1) 称为是无源的.

定义 3. 对系统 (1), 如果存在连续可微的非负定函数

V (xxx) (V (000) = 0) 和正定函数 S : Rn → R+ 使得 V (xxx(t))−
V (xxx(0)) =

∫ t

0
(yyy(τ)Tuuu(τ)− S(xxx(τ)))dτ , t ≥ 0, 则称系统 (1)

是严格无源的.

下面是关于系统无源性的重要引理.

引理 1[15]. 对于非线性系统 (1), 以下论述是等价的:

1) 系统 (1) 是无源的.

2) 存在一个连续可微函数 V (xxx) ≥ 0 (V (000) = 0) 使得:

LfV (xxx) = −S(xxx)

LgV (xxx) = hT(xxx)

其中, LfV (xxx) = ∂V T

∂xxx
f(xxx), LgV (xxx) = ∂V T

∂xxx
g(xxx).

考虑一个由 N 个无源性子系统所构成的分布式网络系

统, 其动力学方程为

ẋxxi = fi(xxxi) + gi(xxxi)uuui

yyyi = hi(xxxi), i = 1, 2, · · · , N
(2)

当 t → ∞ 时, 如果 yyyi(t) − yyyj(t) → 0, ∀ i, j 成立, 则称系统

(2) 中的 N 个子系统输出同步, 简称系统 (2) 输出同步.

2 线性控制协议下的输出同步

引理 2[16]. 设图 G 强连通, 图中节点数为 N , 图的

Laplacian 矩阵为 L, 则存在一个矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T

使得 pppTL = 000 且 pi > 0, ∀i = 1, 2, · · · , N .

引理 3. 设图 G 强连通. 令矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T

表示对应于图 Laplacian 矩阵 L 零特征值的左特征向量. 则

有:

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijxxx
T
i (xxxi − xxxj) =

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajixxx
T
i (xxxi − xxxj)

证明. 定义 di =
∑N

j=1 aij , xxx = (xxxT
1 ,xxxT

2 , · · · ,xxxT
N )T,

P = diag{pi}. 令 ⊗ 表示 Kronecker 乘积符号, 则有:

xxxT((LTP )⊗ In)xxx =

N∑
i=1

(dixxx
T
i −

N∑
j=1

aijxxx
T
j )pixxxi

将 di =
∑N

j=1 aij 代入上式可得:

xxxT((LTP )⊗ In)xxx =

N∑
i=1

(

N∑
j=1

aijxxx
T
i −

N∑
j=1

aijxxx
T
j )pixxxi =

N∑
i=1

N∑
j=1

aijpi(xxxi − xxxj)
Txxxi

注意到 (xxxi − xxxj)
Txxxi = xxxT

i (xxxi − xxxj), 则有:

N∑
i=1

N∑
j=1

aijpi(xxxi − xxxj)
Txxxi =

N∑
i=1

N∑
j=1

aijpixxx
T
i (xxxi − xxxj)

因此

xxxT((LTP )⊗ In)xxx =

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijxxx
T
i (xxxi − xxxj) (3)

注意到 ppp 为对应于 L 零特征值的左特征向量, 即 pppTL = 000,

则有 pidi −
∑N

j=1 pjaji = 0. 因此

xxxT((LTP )⊗ In)xxx =

N∑
i=1

(dipixxx
T
i xxxi −

N∑
j=1

piaijxxx
T
j xxxi) =

N∑
i=1

(

N∑
j=1

pjajixxx
T
i xxxi −

N∑
j=1

piaijxxx
T
j xxxi) =

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajixxx
T
i xxxi −

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajixxx
T
i xxxj =

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajixxx
T
i (xxxi − xxxj) (4)

根据式 (3) 和式 (4) 可知结论成立. ¤
下面的引理为著名的巴巴拉特引理[17].

引理 4. 设W (t) : R → R 为时间区间 [t0,∞) 上的一

致连续函数, limt→∞
∫ t

t0
W (τ)dτ 存在且有界. 则当 t → ∞

时, W (t) → 0.

设计如下的线性控制协议:

uuui = k0

∑
j∈Ni

aij(yyyj − yyyi) (5)

其中 k0 > 0 为控制增益.

定理 1. 考虑分布式无源性系统 (2), 设通信图为强连通

图. 在控制协议 (5) 的作用下, 分布式无源性系统的输出渐

近同步.

证明. 考虑如下的 Lyapunov 候选函数:

V = 2

N∑
i=1

piVi (6)

其中, pi 为特征矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T 的第 i 个元素, Vi

为对应于第 i 个无源性子系统的存储函数. 对式 (6) 两边求

导可得:

V̇ = 2

N∑
i=1

pi(LfiVi + LgiVi uuui)

由于分布式系统中各个子系统都是无源的, 由引理 1 可

得:

V̇ = 2

N∑
i=1

pi(−Si(xxxi) + hT
i (xxxi)uuui) =

2

N∑
i=1

pi(−Si(xxxi) + yyyT
i uuui)

代入式 (5), 可得:

V̇ = −2

N∑
i=1

piSi(xxxi) + 2k0

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (yyyj − yyyi) =

− 2

N∑
i=1

piSi(xxxi) + k0

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (yyyj − yyyi)+

k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajiyyy
T
j (yyyi − yyyj)



884 自 动 化 学 报 38卷

根据引理 3, 有:

V̇ = −2

N∑
i=1

piSi(xxxi) + k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajiyyy
T
i (yyyj − yyyi)+

k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajiyyy
T
j (yyyi − yyyj) =

− 2

N∑
i=1

piSi(xxxi)− k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjaji(yyyj − yyyi)
T(yyyj − yyyi)

进一步可知:

V̇ ≤ −k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjaji(yyyj − yyyi)
T(yyyj − yyyi) (7)

定义 W (yyy) = k0

∑N
i=1

∑N
j=1 pjaji(yyyj − yyyi)

T(yyyj − yyyi). 由

V̇ ≤ 0, 可知:

0 ≤ V (t) ≤ V (t0) (8)

对式 (7) 两边求积分后可得:
∫ t

t0
W (yyy)dτ ≤ V (t0) − V (t).

由式 (8) 可知
∫ t

t0
W (yyy)dτ 存在且有界. 应用引理 4 可知: 当

t →∞ 时, W (yyy) → 0, 即 yyyi → yyyj , ∀ i, j. 故结论成立. ¤
注1. 文献 [9] 也对网络化无源性系统的输出同步问题进

行了研究, 然而文献 [9] 的分析方法是建立在平衡通信拓扑

基础上的, 即要求拓扑图中每个节点的入度与出度相等. 不

同于文献 [9], 本文的分析方法并不要求拓扑图中每个节点的

入度与出度相等. 根据网络化系统中每个子系统均为无源性

系统的事实, 并利用强连通拓扑图的性质, 我们构造了新的

Lyapunov 函数. 在此基础上, 利用引理 3 可将文献 [9−14]

的结论推广到更一般的有向通信拓扑中.

3 考虑通信时延的输出同步控制

当进一步考虑通信时延时, 系统的输出同步可重新定义

如下:

定义 4. 考虑分布式无源性系统 (2), 称系统输出同步,

当 t →∞ 时, yyyi(t) → yyyj(t− τij), ∀ i, j = 1, 2, · · · , N 成立,

其中 τij 表示信息从 j 个节点传送到第 i 个节点时的迟延总

和.

定理 2. 考虑分布式无源性系统 (2), 设通信拓扑为强连

通图. 在控制协议

uuui =
∑

j∈Ni

aij(yyyj(t− τij)− yyyi(t)) (9)

作用下, 网络化无源性系统的输出渐近同步.

证明. 考虑 Lyapunov 候选函数

V =

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij

∫ t

t−τij

yyyT
j (τ)yyyj(τ)dτ + 2

N∑
i=1

piVi (10)

其中, pi 为特征矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T 中的第 i 个元素,

Vi 为对应于第 i 个无源性子系统的存储函数. 对式 (10) 两

边求导, 且应用引理 1, 可得:

V̇ =

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyy
T
j (t)yyyj(t)− yyyT

j (t− τij)yyyj(t− τij))+

2

N∑
i=1

pi(LfiVi + LgiVi uuui) =

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyy
T
j (t)yyyj(t)− yyyT

j (t− τij)yyyj(t− τij))−

2

N∑
i=1

piSi(xxxi) + 2

N∑
i=1

pih
T
i (xxxi)uuui

将式 (9) 代入上式, 可得:

V̇ =

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyy
T
j (t)yyyj(t)− yyyT

j (t− τij)yyyj(t− τij))−

2

N∑
i=1

piSi(xxxi)+2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (t)(yyyj(t−τij)−yyyi(t)) ≤

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyy
T
j (t)yyyj(t)− yyyT

j (t− τij)yyyj(t− τij))+

2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (t)(yyyj(t− τij)− yyyi(t)) (11)

注意到
∑N

j=1 pjaji =
∑N

j=1 piaij , 有:

N∑
i=1

yyyT
i (t)yyyi(t)

(
N∑

j=1

pjaji

)
=

N∑
i=1

yyyT
i (t)yyyi(t)

(
N∑

j=1

piaij

)
=

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (t)yyyi(t)

(12)

根据式 (12), 可得:

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
j (t)yyyj(t) =

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajiyyy
T
i (t)yyyi(t) =

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (t)yyyi(t) (13)

将式 (13) 代入式 (11), 可得:

V̇ ≤ −
N∑

i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
j (t− τij)yyyj(t− τij)+

2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (t)yyyj(t− τij)−

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i (t)yyyi(t) ≤

−
N∑

i=1

N∑
j=1

piaij(yyyi(t)− yyyj(t− τij))
T(yyyi(t)− yyyj(t− τij))

采用定理 1 中类似的分析方法, 可得: 当 t → ∞ 时,∑N
i=1

∑N
j=1 piaij(yyyi(t)−yyyj(t−τij))

T(yyyi(t)−yyyj(t−τij)) → 0,

即 yyyj(t− τij) → yyyi(t), ∀ i, j. ¤
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4 考虑输入饱和的输出同步控制

设存在正矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T 使得图的权重满足

piaij = pjaji, ∀ i, j, 则称图满足细致平衡条件. 显然, 如果

图为细致平衡图, 则矢量 ppp 为对应于图的 Laplacian 矩阵 L

零特征值的左特征向量. 考虑输入饱和时, 控制协议 (5) 可

修正为

uuui = k0

∑
j∈Ni

aij tanh(yyyj − yyyi) (14)

在给出本节的结论之前, 需要下面的引理.

引理 5. 设图 G 强连通且满足细致平衡的条件, 即存在

正矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T 使得 piaij = pjaji, ∀ i, j. 则

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i tanh(yyyj − yyyi) =

− 1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyyj − yyyi)
T tanh(yyyj − yyyi)

成立.

证明.

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i tanh(yyyj − yyyi) =

1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i tanh(yyyj − yyyi)+

1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajiyyy
T
j tanh(yyyi − yyyj) =

1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i tanh(yyyj − yyyi)−

1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
j tanh(yyyj − yyyi) =

− 1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyyj − yyyi)
T tanh(yyyj − yyyi)

在第二步的证明中, 利用了性质 piaij = pjaji, ∀ i, j. ¤
定理 3. 考虑分布式无源性系统 (2), 设通信拓扑图强连

通且满足细致平衡的条件. 在控制协议 (14) 的作用下, 网络

化无源性系统的输出渐近同步.

证明. 选择 Lyapunov 候选函数

V = 2

N∑
i=1

piVi (15)

其中, pi 为特征矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T 的第 i 个元素, Vi

为第 i 个无源性子系统的存储函数. 对式 (15) 两边求导, 且

应用引理 1, 可得:

V̇ = 2

N∑
i=1

pi(LfiVi + LgiVi uuui) = 2

N∑
i=1

pi(−Si(xxxi) + yyyT
i uuui)

代入式 (14), 可得:

V̇ = −2

N∑
i=1

piSi(xxxi) + 2k0

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijyyy
T
i tanh(yyyj − yyyi)

根据引理 5, 有:

V̇ = −2

N∑
i=1

piSi(xxxi)−

k0

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyyj − yyyi)
T tanh(yyyj − yyyi) ≤

− k0

N∑
i=1

N∑
j=1

piaij(yyyj − yyyi)
T tanh(yyyj − yyyi)

采用定理 1 中类似的证明方法, 可得结论. ¤

5 网络化拉格朗日系统的同步控制

考虑一个分布式拉格朗日系统, 设系统节点数为 N , 其

动力学模型为

Mi(qqqi)q̈qqi + Ci(qqqi, q̇qqi)q̇qqi + gi(qqqi) = τττ i, i = 1, 2, · · · , N (16)

其中, 向量 qqqi ∈ Rm 为关节的广义坐标, Mi(qqqi) ∈ Rm×m

为惯性矩阵, Ci(qqqi, q̇qqi) ∈ Rm×m 为哥氏力/离心力矩阵,

gi(qqqi) ∈ Rm 表示重力力矩矢量.

对于式 (16) 所示的拉格朗日运动学模型, 可以证明其满

足如下性质, 充分利用这些性质将大大简化控制系统的设计

与分析.

性质 1. 存在正常数 Mm,i, MM,i, CM,i 使得 Mm,i ≤
‖Mi(qqqi)‖ ≤ MM,i, ‖Ci(qqqi, q̇qqi)‖ ≤ CM,i‖q̇qqi‖ 对任意 qqqi ∈ Rm

成立.

性质 2. 矩阵函数 Ṁi(qqqi) − 2Ci(qqqi, q̇qqi) 对任意 qqqi, q̇qqi

是斜对称的. 即对任意向量 zzz ∈ Rm, 有 zzzT(Ṁi(qqqi) −
2Ci(qqqi, q̇qqi))zzz = 0.

为使得拉格朗日系统相对输出量是无源的, 设计如下的

控制律:

τττ i = −Mi(qqqi)Λq̇qqi − Ci(qqqi, q̇qqi)Λqqqi + gi(qqqi) + uuui (17)

其中, Λ 为正定对角矩阵, uuui 表示协调控制量. 将式 (17) 代

入式 (16), 且令 rrri = q̇qqi + Λqqqi, 可得:

Mi(qqqi)ṙrri + Ci(qqqi, q̇qqi)rrri = uuui, i = 1, 2, · · · , N (18)

显然, 相对于输入 –输出对 (uuui, rrri), 系统 (18) 是无源的.

在后续定理的证明中, 需要下面的引理.

引理 6[18]. 令 eeei = H(s)rrri, H(s) 表示 m × m 维严

正则且指数稳定的传递函数矩阵. 如果 rrri ∈ Lm
2 , 则有

eeei ∈ Lm
2

⋂
Lm
∞, eeei 连续, 且当 t →∞ 时, eeei → 0. 进一步, 如

果 t →∞, rrri → 0 成立, 则有 ėeei → 0.

设计如下的协调控制输入:

uuui = k0

∑
j∈Ni

aij(rrrj − rrri) (19)

其中 k0 > 0 为控制增益.

定理 4. 考虑网络化拉格朗日系统 (16), 设通信拓扑为

强连通图. 在控制协议 (17) 和 (19) 的作用下, 网络化拉格

朗日系统的状态变量渐近同步, 即当 t → ∞ 时, qqqi → qqqj ,

q̇qqi → q̇qqj , ∀ i, j.

证明. 考虑 Lyapunov 候选函数

V =

N∑
i=1

pirrr
T
i Mi(qqqi)rrri (20)
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其中, pi 为特征矢量 ppp = (p1, p2, · · · , pN )T 的第 i 个元素, Vi

为第 i 个无源性子系统的存储函数. 对式 (20) 两边求导可

得:

V̇ =

N∑
i=1

pirrr
T
i Ṁi(qqqi)rrri + 2

N∑
i=1

pirrr
T
i Mi(qqqi)ṙrri (21)

由式 (18), 可得:

V̇ =

N∑
i=1

pirrr
T
i (Ṁi(qqqi)− 2Ci(qqqi, q̇qqi))rrri + 2

N∑
i=1

pirrr
T
i uuui

根据性质 2 以及控制律 (19), 可进一步得:

V̇ = 2k0

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijrrr
T
i (rrrj − rrri) =

k0

N∑
i=1

N∑
j=1

piaijrrr
T
i (rrrj − rrri) + k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajirrr
T
j (rrri − rrrj)

由引理 3, 有:

V̇ = k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajirrr
T
i (rrrj − rrri)+

k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjajirrr
T
j (rrri − rrrj) =

− k0

N∑
i=1

N∑
j=1

pjaji(rrrj − rrri)
T(rrrj − rrri) (22)

定义W0(rrr) = k0

∑N
i=1

∑N
j=1 pjaji(rrrj − rrri)

T(rrrj − rrri). 下面

证明当 t →∞ 时, rrri → rrrj , ∀ i, j.

根据性质 1, 可知:

N∑
i=1

Mm,ipirrr
T
i rrri ≤ V ≤

N∑
i=1

MM,ipirrr
T
i rrri

定 义 W1(rrr) =
∑N

i=1 Mm,ipirrr
T
i rrri, W2(rrr) =∑N

i=1 MM,ipirrr
T
i rrri. 对任意 rrr(t0) = (rrrT

1 (t0), rrr
T
2 (t0), · · · ,

rrrT
N (t0))

T, 可选择足够大的常数 c 使得 rrr(t0) ∈ {rrr ∈
RNm|W2(rrr) ≤ c}. 由 W2(rrr) ≤ c ⇒ V ≤ c,

V ≤ c ⇒ W1(rrr) ≤ c 以及 V̇ ≤ 0, 可知 rrr(t) ∈
{rrr ∈ RNm|W1(rrr) ≤ c}, ∀ t ≥ t0. 因此存在正常数

ρ > 0 使得 ‖rrr‖ < ρ, ∀ t ≥ t0. 由于函数 V 单调非增且下

界为 0, 因此当 t → ∞ 时, 函数 V 是收敛的. 对式 (22)

两边求积分, 可得:
∫ t

t0
W0(rrr)dτ = V (t0) − V (t). 因此,

limt→∞
∫ t

t0
W0(rrr)dτ 存在且有界. 下面证明 ‖q̇qqi‖ 有界.

选择 Lyapunov 函数 Vi =
1

2
qqqT

i qqqi, 其时间导数为

V̇i = qqqT
i (rrri − Λqqqi) ≤ −λmin(Λ)‖qqqi‖2 + ‖qqqi‖‖rrri‖. 显然,

当 ‖qqqi‖ > ‖rrri‖
λmin(Λ)

时, V̇i < 0. 因此, ‖qqqi‖ 是有界的. 注

意到 ‖q̇qqi‖ ≤ ‖rrri‖ + λmax(Λ)‖qqqi‖, 由 ‖rrri‖ 和 ‖qqqi‖ 的有
界性可知 ‖q̇qqi‖ 也是有界的. 由式 (18) 和式 (19) 可得:

ṙrri(t) = M−1
i (qqqi)(k0

∑
j∈Ni

aij(rrrj − rrri) − Ci(qqqi, q̇qqi)rrri). 根

据性质 1, 可知 ṙrri(t) 在任意时刻 t ≥ t0 都是有界的. 因此

rrri(t) 在时间区间 [t0,∞) 上是一致连续的. 进而, W0(rrr) 在

时间区间 [t0,∞) 上一致连续. 根据引理 4 可知: 当 t → ∞
时, W0(rrr) → 0, 即 rrri → rrrj , ∀ i, j.

注意到 rrri−rrrj = (q̇qqi− q̇qqj)+Λ(qqqi−qqqj) 且 rrri−rrrj ∈ Lm
2 ,

根据引理 6, 可知当 t → ∞ 时, qqqi − qqqj → 0. 由于当 t → ∞
时, rrri − rrrj → 0 成立, 进一步可知: q̇qqi − q̇qqj → 0, ∀ i, j. ¤

6 仿真实例

作为分布式拉格朗日系统的实例, 考虑一个由多个工业

机械手所构成的分布式系统. 为图示的便利, 我们考虑由四

个二连杆机械手所构成的分布式系统. 图 1 为二连杆机械手

的示意图. 机械手的动力学模型可描述为[19]

Mi(qqqi) =

[
Mi11 Mi12

Mi21 Mi22

]

Ci(qqqi, q̇qqi) =

[
Ci11 Ci12

Ci21 0

]

gi(qqqi) =

(
gi1

gi2

)

Mi11 = (m1 + m2)a
2
1 + m2a

2
2 + 2m2a1a2cos(qi2)

Mi12 = m2a
2
2 + m2a1a2cos(qi2), Mi22 = m2a

2
2

Ci11 = −q̇i2m2a1a2sin(qi2)

Ci12 = −(q̇i1 + q̇i2)m2a1a2sin(qi2)

Ci21 = q̇i1m2a1a2sin(qi2)

gi1 = (m1 + m2)ga1cos(qi1) + m2ga2cos(qi1 + qi2)

gi2 = m2ga2cos(qi1 + qi2)

图 1 二连杆旋转机械手

Fig. 1 Two-link revolute manipulator

例 1. 考虑一个由四个机械手构成的强连通非平衡拓扑

系统 (如图 2 所示), 其中边上的数字表示权重值. 为简化起

见, 设四个机械手的物理参数是相同的. 连杆 1、2 的质量

和长度分别设置为 m1 = m2 = 1kg, a1 = a2 = 1m. 令四

个机械手的初始状态分别取为 qqq1(0) = (0.3, 0.2)T, qqq2(0) =

(0.4, 0.8)T, qqq3(0) = (0.6, 0.5)T, qqq4(0) = (0.5, 0.3)T. 各个机

械手的协调控制输入由式 (19) 给出, 取 k0 = 8, Λ = 5I. 图

3 和图 4 给出了四个机械手的运动轨迹. 仿真结果表明, 在

任意初始条件下, 四个机械手均实现了同步一致.

图 2 通信拓扑 1

Fig. 2 Communication topology 1
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图 3 各机械手关节 1 的运动轨迹

Fig. 3 Trajectories of Joint 1 of each manipulator

图 4 各机械手关节 2 的运动轨迹

Fig. 4 Trajectories of Joint 2 of each manipulator

例 2. 考虑图 5所示的非平衡拓扑系统.设机械手之间的

通信存在时延. 令四个机械手的初始状态分别取为 qqq1(0) =

(3, 2)T, qqq2(0) = (4, 8)T, qqq3(0) = (6, 5)T, qqq4(0) = (5, 3)T. 仿

真中通信时延取为 τ21 = τ43 = 0.1 s, τ32 = τ14 = 0.2 s. 设

k0 = 5, Λ = 5I. 图 6 和图 7 给出了存在通信时延的各机械

手运动轨迹. 仿真结果表明, 网络化系统渐近同步一致.

图 5 通信拓扑 2

Fig. 5 Communication topology 2

例 3. 考虑图 8 所示的非平衡拓扑系统. 令四个机械

手的初始状态分别为 qqq1(0) = (0.7, 1)T, qqq2(0) = (0.5, 0.8)T,

qqq3(0) = (0.6, 0.5)T, qqq4(0) = (0.5, 0.6)T. 仿真中取 k0 = 2,

Λ = 5I. 当考虑控制输入饱和的情形时, 图 9 和图 10 给出了

各个机械手的轨迹图. 仿真结果表明, 网络化系统渐近同步.

7 结语

本文给出了有向通信拓扑下分布式无源性系统的设计与

分析框架. 相对已有成果, 本文方法适用于更广泛的一类分

布式系统, 推广了已有的分析框架. 在此基础上, 进一步分析

了在考虑通信时延和控制器饱和情况下的分布式无源性系统

的同步输出问题. 最后, 本文运用无源性的方法设计与分析

了网络化拉格朗日系统的同步控制协议. 仿真结果表明了算

法的有效性.

图 6 考虑时延的各机械手关节 1 的运动轨迹

Fig. 6 Trajectories of Joint 1 of each manipulator with

communication delay

图 7 考虑时延的各机械手关节 2 的运动轨迹

Fig. 7 Trajectories of Joint 2 of each manipulator with

communication delay

图 8 通信拓扑 3

Fig. 8 Communication topology 3

图 9 考虑输入饱和的各机械手关节 1 的运动轨迹
Fig. 9 Trajectories of Joint 1 of each manipulator with

input saturation
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图 10 考虑输入饱和的各机械手关节 2 的运动轨迹
Fig. 10 Trajectories of Joint 2 of each manipulator with

input saturation
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