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具有 iISS逆动态的非线性系统的

输出反馈调节

赵丛然 1 解学军 1

摘 要 研究了具有积分输入状态稳定 (Integral input-to-state sta-

bility, iISS) 逆动态和未知控制方向的更一般的非线性系统的输出反馈

调节问题. 利用自适应反推的方法, 所设计的输出反馈控制器使得闭环系

统的输出调节到原点, 并且闭环系统的其他信号有界.
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Abstract This paper discusses output-feedback regulation for

more general nonlinear systems with integral input-to-state sta-

bility (iISS) inverse dynamics and unknown control direction.

By using the adaptive backstepping method, an output feed-

back controller is given to drive the output to the origin while

maintaining other closed-loop signals bounded.
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自从文献 [1] 引入输入状态稳定 (Input-to-state stabil-

ity, ISS) 的概念以来, 这个概念就在非线性系统控制器设计

和稳定性分析中扮演着重要角色. 随后, 文献 [2−5] 等研究了

ISS 的各种性质, 文献 [6−8] 及其相关文献研究了具有 ISS

逆动态非线性系统的控制器设计和稳定性分析问题. 近年

来, 文献 [2] 给出了另一个重要的概念—积分输入状态稳定

(Integral ISS, iISS). 文献 [9] 研究了基于 iISS 的 Lyapunov

描述, 并证明了 iISS 要严格弱于 ISS. 之后, 文献 [10−11] 进

一步讨论了 iISS 的性质, 并给出了几个含有 iISS 系统的非

线性小增益定理.

据我们所知, 目前有关具有 iISS 逆动态非线性系统的控

制器设计和稳定系分析问题的研究结果很少. Jiang 等在文

献 [12] 中给出了具有 iISS 逆动态的下列非线性系统输出反

馈控制的一个一致的框架:

η̇ηηηηηηηη = q(ηηηηηηηηη, y), ẋxx = Axxx + Bu + g(ηηηηηηηηη, y), y = x1
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A =


 0 In−2

0 0 · · · 0


 , B = [0, · · · , 0, 1]T (1)

本文将考虑具有 iISS 逆动态的更一般的非线性系统:

η̇ηη = qqq(ηηη, y)

ẋi = xi+1 + fi(x̄xxi) + gi(ηηη, y), i = 1, · · · , n− 1

ẋn = g∞u + fn(xxx) + gn(ηηη, y)

y = x1 (2)

其中, xxx = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, u ∈ R, y ∈ R 分别为系统的

状态、控制输入和输出. ηηη ∈ Rq 代表逆动态, (x2, · · · , xn) 和

ηηη 是不可量测的信号, x̄xxi = (x1, · · · , xi) ∈ Ri, i = 1, · · · , n.

假定不确定的函数 qqq : Rq ×R → Rq 和 gi : Rq ×R → R,

i = 1, · · · , n 是局部 Lipschitz 的, 并且高频增益 g∞ 6= 0 的

符号未知. fi : Ri → R, i = 1, · · · , n, 是已知光滑函数且满

足下面的假设:

假设 1. fi(x̄xxi), i = 1, · · · , n, 是已知光滑函数, 满足

fi(000) = 0且 | 1
g∞ fi(x̄xxi)−fi(

¯̂
ξξξi)| ≤ ρi|ξ̄ξξi−¯̂

ξξξi|,其中 ξi = 1
g∞ xi,

ξ̄ξξi = (ξ1, · · · , ξi),
¯̂
ξξξi = (ξ̂1, · · · , ξ̂i) ∈ Ri, ρ1, · · · , ρn 是已知

正常数.

由于 fi(·) 满足比文献 [12] 更一般的假设 1, 这就使得文

献 [12] 中的观测器不能用于系统 (2) 的输出反馈控制器设

计. 因此, 研究系统 (2) 的控制器设计和稳定性分析是一个有

意义的问题. 在最新的文献 [13] 中, Wu 等对系统 (2) 的特殊

形式, 即 fi(x̄xxi) = dixi, 研究了这个问题. 然而文献 [13] 的主

要缺陷在于观测器增益 P 是由一个时变的 Riccati 微分方程

决定的. 这不可避免地大大增加了闭环系统方程的个数和计

算量. 而在本文中, 观测器增益仅通过解一个线性矩阵不等

式 (Linear matrix inequality, LMI) 即可得到, 克服了文献

[13] 的不足.

本文对满足假设 1 的更一般的系统 (2), 通过反推的方

法, 给出了一个输出反馈控制器, 使得闭环系统的输出调节

到原点, 并保证了其他的闭环信号有界.

1 数学预备知识

如下符号将会在全文中使用: R+ 代表所有非负实数

的集合, Rn 是 n 维欧氏空间. |xxx| 代表向量 xxx 的欧氏范数.

为简单起见, 对在原点的任一个小邻域内的 s, 用 σ1(s) =

O(σ2(s)) 表示 σ1(s) ≤ cσ2(s), c > 0 为一常数.

考虑非线性系统

ẋxx = f(xxx,uuu), xxx(0) = xxx0 ∈ Rn (3)

其中, xxx ∈ Rn 为状态, uuu ∈ Rm 为控制输入, 且 fff : Rn ×
Rm → Rn 是局部 Lipschitz 函数.

定义 1[2]. 如果存在 α, γ ∈ K∞, β ∈ KL, 对于每一个

初始条件 xxx(0) ∈ Rn 和任一可测的局部必然有界函数 uuu :

R+ → Rn, 满足 α(|xxx(t)|) ≤ β(|xxx(0)|, t) +
∫ t

0
γ(|uuu(s)|)ds 的

解 xxx(t) 对每一个 t > 0 都存在, 则称系统 (3) 是 iISS 的.

命题 1[9]. 系统 (3) 是 iISS 当且仅当存在连续可微函数

V (xxx), 称为 iISS-Lyapunov 函数, 使得对于任意的 (xxx,uuu) ∈
Rn × Rm,

α(|xxx|) ≤ V (xxx) ≤ α(|xxx|)
V̇ (xxx) =

∂V

∂xxx
f(xxx,uuu) ≤ −π(|xxx|) + γ(|uuu|) (4)
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其中, α, α 和 γ 是 K∞ 类函数, π 仅仅是正定连续函数.

命题 2[12]. 考虑系统 (3), iISS-Lyapunov 函数 V (xxx) 满

足式 (4), 则对任意的光滑函数 φ 满足 φ2(s) = O(π(s)). 如

果 π 有界, 则 lim sups→∞
φ2(s)
π(s)

< ∞ 成立. 那么总是存

在一个正定函数 σ 和一类 K∞ 函数 ϕ 使
∫ t

0
φ2(|xxx(s)|)ds ≤

σ(|xxx(0)|) +
∫ t

0
ϕ(|uuu(s)|)ds. 并且, 如果 γ 在式 (4) 中满足

γ(s) = O(s2), 那么 ϕ(s) = O(s2).

命题 3[14]. 对任意的常数 r0 ≥ 0 和任意的时变有界

函数 δ(t) ∈ [bmin, bmax], 其中 −∞ < bmin < bmax < 0 或

者 0 < bmin < bmax < ∞, 定义 Nussbaum 函数 Ns 满足

lim infk→∞ 1
k

∫ k

0
Ns(r)dr = −∞, lim supk→∞

1
k

∫ k

0
Ns(r)dr

= ∞, 其中 Ns(r) =

{
δ(r)N0(r), |r| ≥ r0

0, 否则
, N0(r) =

exp(r2) cos(0.5πr).

2 输出反馈控制器设计

2.1 假设条件

假设 2. 存在一个 iISS-Lyapunov 函数 V0 满足 α0(ηηη) ≤
V0(ηηη) ≤ α0(ηηη), ∂V0(ηηη)

∂ηηη
qqq(ηηη, y) ≤ −π0(|ηηη|) + γ0(|y|), 其中 π0

是一个正定连续函数, α0, α0, γ0 是 K∞ 类函数.

假设 3. 对于每一个 1 ≤ i ≤ n,存在未知正常数 pi1, pi2,

已知正半定光滑函数 φi1 和 φi2, 满足 |gi(ηηη, y)| ≤ pi1φi1(|y|)
+ pi2φi2(|ηηη|).
注 1. 我们首先讨论假设 1. 在大多数非线性系统输出反

馈控制的文献中, fi(·) 通常以 fi(y) 的形式出现. 然而在本

文中, fi(·) 不仅包含输出 y, 也包含不可量测的状态变量 x̄xxi.

Wu 等考虑了更加一般的系统[13]:

η̇ηη = q(ηηη, y), ẋxx = Axxx + Bu + ggg(ηηη, y), y = x1

A =




c11 1 0 · · · 0

0 c22 1 · · · 0

...
...

. . .
. . .

...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · cnn




, B =




0

...

0

1




T

(5)

而在本文中, 满足假设 1 的系统 (2) 包含系统:

η̇ηη = qqq(ηηη, y), ẋxx = Axxx + Bu + ggg(ηηη, y), y = x1

A =




c11 1 0 · · · 0

c21 c22 1 · · · 0

...
...

. . .
. . .

...

cn−1,1 cn−1,2 cn−1,3 · · · 1

cn1 cn2 cn3 · · · cnn




(6)

其中, B = [0, · · · , 0, 1]T, cij 代表任意的常数, 显然, 对于 i

= 1, · · · , n, 当 cij = 0, i ≥ j, 系统 (6) 退化为系统 (1); 当

cij = 0, i > j, 系统 (6) 退化为系统 (5).

并且, 假设 1 中的 fi(·) 可以是一些非线性函数, 例如:

sin x, cos x, ln(1 + x2).

注 2. 假设 2 是一个 iISS 条件, 严格弱于 ISS. 假设 3 在

许多文献中是一个常用的条件.

2.2 观测器设计

对于系统 (2), 我们给出下列的观测器:

˙̂
ξi = ξ̂i+1 + fi(

¯̂
ξξξi)− liξ̂1, i = 1, · · · , n− 1

˙̂
ξn = u + fn(

¯̂
ξξξn)− lnξ̂1 (7)

其中, l1, · · · , ln 是设计参数. 定义误差变量 ei = ξi− ξ̂i, 1 ≤
i ≤ n, 由式 (2) 和式 (7), 可以得到 ėi = ei+1 − lie1 + fi(x̄xxi)

g∞

− fi(
¯̂
ξξξi) + gi(ηηη,y)

g∞ + 1
g∞ liy, ėn = −lne1 + fn(x̄xxn)

g∞ − fn(
¯̂
ξξξn) +

gn(ηηη,y)
g∞ + lny

g∞ , i = 1, · · · , n− 1, 可写为

ėee = Aeee +
1

g∞
FFF (xxx)− F̂FF (ξ̂ξξ) + GGG(ηηη, y) (8)

其中, A =
[
−lll In−1

0 · · · 0
]
, eee = (e1, · · · , en)T, lll = (l1,

· · · , ln)T, FFF (xxx) = (f1(x1), f2(x̄xx2), · · · , fn(x̄xxn))T, F̂FF (ξ̂ξξ) =

(f1(ξ̂1), f2(
¯̂
ξξξ2), · · · , fn(

¯̂
ξξξn))T, GGG(ηηη, y) = ( g1(ηηη,y)

g∞ + l1y
g∞ , · · · ,

gn(ηηη,y)
g∞ + lny

g∞ )T. 取

ēee =
eee

p∗
, p∗ = max

1≤i≤n

{
1

|g∞| ,
pi1

|g∞| ,
pi2

|g∞| , p
2
12

}
(9)

式 (8) 变为

˙̄eee = Aēee +
1

p∗

( 1

g∞
FFF (xxx)− F̂FF (ξ̂ξξ)

)
+

1

p∗
GGG(ηηη, y) (10)

因此, 结合式 (2), 式 (7) 和式 (10), 可得:

η̇ηη = qqq(ηηη, y)

˙̄eee = Aēee +
1

p∗

( 1

g∞
FFF (xxx)− F̂FF (ξ̂ξξ)

)
+

1

p∗
GGG(ηηη, y)

ẏ = g∞ξ̂2 + g∞p∗ē2 + f1(y) + g1(ηηη, y)

˙̂
ξi = ξ̂i+1 + fi(

¯̂
ξξξi)− liξ̂1, i = 2, · · · , n− 1

˙̂
ξn = u + fn(

¯̂
ξξξn)− lnξ̂1 (11)

2.3 控制器设计

下面, 我们利用反推法给出控制器的设计过程.

步骤 1. 定义第一个虚拟控制律

α1 = cN0(k)ψ1(y)y, k̇ = Γψ1(y)y2 (12)

其中, Γ, c 是两个正的设计参数且 ψ1 是一个待设计的光

滑函数, 引入一个新的中间变量 v2 = ξ̂3 + f2(
¯̂
ξξξ2) − l2ξ̂1 −

∂α1
∂k

Γψ1(y)y2, 并取 z1 = ξ̂2 − α1(k, y), 那么

ż1 = v2 − ∂α1

∂y

(
g∞ξ̂2 + g∞p∗ē2 + f1(y) + g1

)
(13)

步骤 2. 定义 V1 = 1
2
y2, V2 = 1

2
y2 + 1

2
z2
1 , 由式 (11) ∼

(13) 得:

V̇2 = z1

(
v2 − ∂α1

∂y

(
g∞(α1 + z1 + p∗ē2) + f1 + g1

))
+

g∞(cN0ψ1y
2 + yz1 + p∗ē2y) + (f1 + g1)y (14)

由 Young 不等式得:

g∞yz1 − g∞
∂α1

∂y
z1(α1 + z1) ≤
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1 +
(
cN0ψ1

∂α1
∂y

)2

2ψ1
z2
1 + g2

∞y2ψ1 +

|g∞|
2

(
1 +

(∂α1

∂y

)2)
z2
1

− ∂α1

∂y
z1(g∞p∗ē2 + g1 + f1(y)) ≤

4ε2p
∗ + (g∞p∗)2 + 1

4ε2

(∂α1

∂y

)2

z2
1 +

ε2
(
ē2
2 + f2

1 (y)
)

+
g2
1

4p∗
(15)

其中, ε2 是一个设计参数. 定义未知常数 θ 满足

θ ≥ max
{ |g∞|

2
,
g2
∞
4

,
4ε2p

∗ + (g∞p∗)2 + 1

4ε2

}
(16)

定义 θ̂ 为参数 θ 的估计, 选择

Φ1 =
(
g2
∞y2ψ1 + ε2

(
ē2
2 + f2

1 (y)
)

+
g2
1

4p∗

)
+

(
g∞p∗ē2 + g1 + f1(y)

)
y (17)

V̄2 = V2 +
1

2Γθ

(
θ̂ − θ

)2

τ1 = Γθ

(
1 + 2

(∂α1

∂y

)2)
z2
1

z2 = ξ̂3 − α2

(
k, y, ξ̂1, ξ̂2, θ̂

)

α2 = l2ξ̂1 − c1z1 − f2(
¯̂
ξξξ2)−

1 +
(
cN0ψ1

∂α1
∂y

)2

2ψ1
z1 +

∂α1

∂k
Γψ1y

2 − θ̂
(
1 + 2

(∂α1

∂y

)2)
z1 (18)

其中, Γθ > 0, c1 > n − 2 是设计参数. 结合式 (17) 和式

(18)得, ˙̄V2 ≤ cg∞N0(k)ψ1(y)y2 +Φ1 +z1z2−c1z
2
1 + 1

Γθ
(θ̂−

θ)(
˙̂
θ − τ1).

步骤 iii (((3 ≤≤≤ iii ≤≤≤ nnn))). 为了符号的一致性, 定义 u = ξ̂n+1.

假定在第 i− 1 步, 我们有:

˙̄Vi−1 ≤ cg∞N0(k)ψ1(y)y2 + Φi−2 + zi−2zi−1 +

1

Γθ

(
θ̂ − θ −

i−2∑
j=1

Γθzj
∂αj

∂θ̂

)(
˙̂
θ − τi−2

)
−

i−2∑
j=2

cjz
2
j − (c1 − i + 3)z2

1 (19)

下面证明式 (19) 对于 Lyapunov 函数 V̄i = V̄i−1 + 1
2
z2

i−1 仍

然成立. 注意到 żi−1 = − ∂αi−1
∂y

(g∞ξ̂2 + g∞p∗ē2 + f1(y) +

g1(ηηη, y)) + vi − ∂αi−1

∂θ̂

˙̂
θ, vi = −∑i−1

j=1

∂αi−1

∂ξ̂j
(ξ̂j+1 + fj(

¯̂
ξξξj)−

lj ξ̂1) + ξ̂i+1 + fi(
¯̂
ξξξi)− liξ̂1, 下式成立:

˙̄Vi ≤ ˙̄Vi−1 + zi−1

(
vi − ∂αi−1

∂θ̂

˙̂
θ − ∂αi−1

∂y
(g∞(α1 + z1) +

g∞p∗ē2 + f1(y) + g1(ηηη, y))
)

(20)

由 Young 不等式, 可得 −zi−1
∂αi−1

∂y
(g∞p∗ē2 + g1 + f1(y))

≤ ε2(ē
2
2 + f2

1 (y)) + 4ε2p∗+(g∞p∗)2+1
4ε2

(
∂αi−1

∂y
)2z2

i−1 + 1
4p∗ g2

1 ,

−zi−1
∂αi−1

∂y
g∞(α1 + z1) ≤ z2

1 +
(cN0

∂αi−1
∂y

)2ψ1

4
z2

i−1 +
g2
∞
4
×

(
∂αi−1

∂y
)2z2

i−1 + g2
∞y2ψ1. 定义

αi =

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂ξ̂j

(
ξ̂j+1 + fj(

¯̂
ξξξj)− lj ξ̂1)

)
− zi−2 −

ci−1zi−1 − fi(
¯̂
ξξξi) + liξ̂1 +

∂αi−1

∂k
Γψ1y

2 +

∂αi−1

∂θ̂
τi−1 +

i−2∑
j=1

zj
∂αj

∂θ̂
2Γθ

(∂αi−1

∂y

)2

zi−1 −

2θ̂
(∂αi−1

∂y

)2

zi−1 −

(
cN0

∂αi−1
∂y

)2

ψ1

4
zi−1

Φi−1 = Φi−2 + g2
∞ψ1(y)y2 + ε2(ē

2
2 + f2

1 (y)) +
1

4p∗
g2
1

τi−1 = τi−2 + 2Γθ

(∂αi−1

∂y

)2

z2
i−1 (21)

结合式 (16) 和式 (20) 以及 zi = ξ̂i+1 − αi, 意味着
˙̄Vi ≤

cg∞N0(k)ψ1(y)y2 + Φi−1 + zi−1zi −
∑i−1

j=2 cjz
2
j + 1

Γθ

(
θ̂ −

θ −∑i−1
j=1 Γθzj

∂αj

∂θ̂

)(
˙̂
θ − τi−1

)
− (c1 − i + 2)z2

1 .

因此在第 n 步, 存在光滑动态输出反馈控制器

k̇ = Γψ1(y)y2,
˙̂
θ = τn−1, u = αn

(
k, y, ξ̂1, · · · , ξ̂n, θ̂

)
(22)

使得 V̄n = 1
2
y2 +

∑n−1
j=1

1
2
z2

j + 1
2Γθ

(θ̂ − θ)2 满足

˙̄Vn ≤cg∞N0(k)ψ1(y)y2 + Φn−1 −
n−1∑
j=2

cjz
2
j − (c1 − n + 2)z2

1

(23)

3 稳定性分析

在给出闭环系统的稳定性分析之前, 我们需要如下引理.

引理 1. 存在一个已知的 ρ = (
∑n

i=1 ρ2
i )

1
2 和一个依赖

于参数 ε2, g∞, pi1, pi2, 1 ≤ i ≤ n 的正常数 θ0, 满足

1

p∗

∣∣∣ 1

g∞
FFF (xxx)− F̂FF (ξ̂ξξ)

∣∣∣ ≤ ρ|ēee|
∣∣∣ 1

p∗
GGG(ηηη, y)

∣∣∣
2

≤
n∑

i=1

2
(
li|y|+ φi1(|y|)

)2

+

n∑
i=1

2φ2
i2(|ηηη|)

∣∣∣Φn−1

∣∣∣ ≤ nε2(ē
2
2 + f2

1 (y)) + (n− 1)g2
∞ψ1y

2+

θ0(y
2 + φ11(|y|)|y|+ φ2

11(|y|)) + nφ2
12(|ηηη|) (24)

证明. 由完全平方公式, Φ1, · · · , Φn−1 在式 (17) 和式

(21) 中的定义, FFF (xxx), F̂FF (ξ̂ξξ), GGG(ηηη, y) 在式 (8) 下面的定义和

p∗ 在式 (9) 中的表达式, 结论显然成立. ¤
定理 1. 假定假设 1∼ 3 成立且满足下面的性质:

φ2
i2(s) = O(π0(s)) (25)

另外, 如果 π0 有界, 则

lim
s→∞

sup
φ2

i2(s)

π0(s)
< ∞ (26)
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对所有的 1 ≤ i ≤ n 和 γ0(s) = O(s2) 成立. 那么通过选择

式 (22) 中设计参数 ψ1, 可得:

1)闭环系统 (2), (7)和 (22)的解有良好定义且在 [0,∞)

上有界;

2) limt→∞
(
|xxx(t)|+ |ηηη(t)|+ |u(t)|

)
= 0.

证明. 选择 Lyapunov 函数

Vēee = ēeeTPēee, Vc = Vēee + V̄n (27)

其中, P = PT > 0 是待确定的. 由式 (10) 和式 (24), 有:

V̇ēee ≤ ēeeT
(
ATP + PA

)
ēee + δ−1

1 ēeeTPPēee + δ−1
2 ēeeTPPēee +

δ1
1

p∗2

∣∣∣ 1

g∞
FFF (xxx)− F̂FF (ξ̂ξξ)

∣∣∣
2

+ δ2

∣∣∣GGG(ηηη, y)

p∗

∣∣∣
2

≤

ēeeT
(
ATP + PA + δ−1

1 P 2 + δ1ρ
2I + δ−1

2 P 2
)
ēee +

2δ2

n∑
i=1

((
li|y|+ φi1(|y|)

)2

+ φ2
i2(|ηηη|)

)
(28)

其中, δ1, δ2 是由式 (30) 决定的设计参数. 由式 (23), 式 (24)

和式 (28) 得:

V̇c ≤ cg∞N0ψ1y
2 − (c1 − n + 2)z2

1 + (n− 1)g2
∞ψ1y

2 +

ēeeT(ATP + PA + (δ−1
1 + δ−1

2 )P 2 + (ρ2δ1 + nε2)I)ēee −
n−1∑
j=2

cjz
2
j + θ0(y

2 + φ11(|y|)|y|+ φ2
11(|y|)) +

2δ2

n∑
i=1

(
li|y|+ φi1(|y|)

)2

+ 2δ2

n∑
i=1

φ2
i2(|ηηη|) +

nε2f
2
1 (y) + nφ2

12(|ηηη|) (29)

随后, 我们将证明通过选择 l1, · · · , ln, δ1, δ2, ε2 可以使得正

定矩阵 P 满足下面的矩阵不等式:

ATP + PA + (δ−1
1 + δ−1

2 )P 2 + (ρ2δ1 + nε2)I ≤ −Q (30)

其中 Q 是一个给定的正定矩阵. 下面证明式 (30) 的解总是

存在的. 首先, 利用

ATP + PA + δ−1
1 P 2 + ρ2δ1I ≤ −2Q (31)

和文献 [15] 中的 Schur 引理, 可将式 (31) 转换为线性矩阵不

等式

[ PĀ + ĀTP + SB + BTST + ρ2δ1I + 2Q P

P −δ1I

]
≤ 0

其中, Ā =
[

0 I(n−1)×(n−1)
0 0

]
, B = [−1, 0, · · · , 0]1×n. 结

合上面的不等式,利用Matlab中的LMI工具箱和 lll = P−1S,

可以解得 P , S 和 δ1. 其次, 我们选择充分大的 δ2 和充分小

的 ε2 使得 δ−1
2 P 2 + nε2I ≤ Q, 这结合式 (31) 意味着式 (30)

成立.

由式 (25), 式 (26) 和命题 2 得
∫ t

0
φ2

i2(|ηηη(s)|)ds ≤
σi0(|ηηη(0)|) +

∫ t

0
ϕi1(|y(s)|)ds, 其中 σi0 是正定函数, ϕi1 是

K∞ 类函数且在原点附近是二次的. 选择光滑函数 ψ1 满足

ψ1(y)y2 ≥ max
1≤i≤n

{
y2 + φ11(|y|)|y|+ φ2

11(|y|), f2
1 (y),

(li|y|+ φi1(|y|))2, ϕi1(|y|), γ0(|y|)
}

(32)

函数 ψ1 总是存在的, 因为 f1(y), φi1 是光滑的且在原点等于

零, γ0 和 ϕi1 在原点附近是二次的. 因此由式 (29) 和式 (32)

可得:

V̇c ≤ cg∞N0(k)ψ1(y)y2 − (c1 − n + 2)z2
1 −

n−1∑
j=2

cjz
2
j +

(
(n− 1)g2

∞ + nε2 + θ0 + 2nδ2

)
ψ1(y)y2 −

ēeeTQēee + nφ2
12(|ηηη|) + 2δ2

n∑
i=1

φ2
i2(|ηηη|) (33)

对式 (33) 的两边积分并利用式 (12), 可得:

Vc(t) ≤ Vc(0) +
cg∞
Γ

∫ k(t)

0

N0(s)ds + d2k(t) + d3 −

λmin(Q)

∫ t

0

|ēee(s)|2ds−
n−1∑
j=2

cj

∫ t

0

z2
j (s)ds −

(c1 − n + 2)

∫ t

0

z2
1(s)ds (34)

其中, λmin(Q) 是 Q 的最小特征值, d2 = 1
Γ
((n − 1)g2

∞ +

nε2 + θ0 + 2nδ2 + n + 2δ2

∑n
i=1 l2i ), d3 = −d2k(0) −

cg∞
Γ

∫ k(0)

0
N0(s)ds + nσ10(|ηηη(0)|) + 2δ2

∑n
i=1 σi0(|ηηη(0)|).

假定闭环系统的解定义在一个右最大区间 [0, T ) 上, 0 <

T ≤ ∞. 下面我们将利用反证法证明 k(t) 在 [0, T ) 上有界.

假定 k(t) 是无界的, 因为 k̇ = Γψ1(y)y2 ≥ 0, 因此 k(t) 递增

且当 t → T 时, 趋于∞. 对式 (34) 的两边同时除以 k(t), t

足够大 (其中 t < T ), 有:

−Vc(0)− d3

k(t)
≤ c

Γ

1

k(t)

∫ k(t)

0

g∞N0(s)ds + d2 (35)

由命题 3 和 g∞ 的有界性假设, 式 (35) 的右边收敛到 −∞,

而式 (35) 得左边在 t → T 时收敛到零, 矛盾. 因此, k(t) 在

[0, T ) 上有界. 利用式 (12), 式 (32) 和 k(t) 有界, 可以得到∫ t

0
γ0(|y(s)|)ds 在 [0, T ) 上有界. 这个性质结合假设 2 意味

着 V0(ηηη(t)) 在 [0, T ) 上有界, 因此 ηηη(t) 也在 [0, T ) 上有界.

利用式 (34) 和 k(t) 的有界性, 可以得到 Vc(t) 在 [0, T ) 上有

界. 由 Vc(t) 在式 (27) 中的定义, 可得闭环系统的信号 y(t),

z1(t), · · · , zn−1(t), θ̂(t) 和 ēee(t) 在 [0, T ) 上也是有界的. 在

反复的控制器设计的过程中, 由 zi(t) 和 αi(t) 的定义, 很容

易证明 ξ̂ξξ(t),xxx(t), u(t) 在 [0, T ) 上也有界. 因此, T = ∞, 结

论 1) 得证.

最后, 结论 2) 可按照文献 [12] 中定理 1 的证明方法得

到证明. ¤

4 仿真例子

考虑下面的系统:

η̇ = − η

1 + η2
+ y2

ẋ1 = x2 + f1(x1) + p11y

ẋ2 = g∞u + f2(x̄xx2) + p21y + p22
η

1 + η2

y = x1 (36)

其中, f1(x1) = sin x1, f2(x̄xx2) = ln(1+x2
1 +x2

2), p11, p21, p22

是未知正常数. 由文献 [10] 可知, η 子系统是 iISS 而不是
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ISS. 选择 V (η) = ln(1 + η2), 易证 V̇ (η) ≤ −2 η2

(1+η2)2
+ y2.

由假设 1∼ 3,取 π0(|η|) = 2 η2

(1+η2)2
, γ0(|y|) = y2, φ11(|y|) =

|y|, φ21(|y|) = |y|, φ22(|η|) = |η|
1+η2 , 且 lim sups→∞

φ2
22(s)

π(s)
<

∞, 那么定理 1 的条件满足. 按照第 2 节中控制器的设计过

程, 设计控制律如下:

u = l2ξ̂1 − c1z1 − f2(
¯̂
ξξξ2) +

∂α1

∂k
Γψ1y

2 −

1 +
(
cN0(k)ψ1

∂α1
∂y

)2

2ψ1
z1 − θ̂

(
1 + 2

(∂α1

∂y

)2)
z1

˙̂
ξ1 = ξ̂2 + f1(ξ̂1)− l1ξ̂1,

˙̂
ξ2 = u + f2(

¯̂
ξξξ2)− l2ξ̂1

k̇ = Γψ1(y)y2,
˙̂
θ = Γθ

(
1 + 2

(∂α1

∂y

)2)
z2
1 (37)

其中, α1 = cN0(k)ψ1(y)y, z1 = ξ̂2 − α1, 且 Γ > 0, Γθ > 0,

c > 0, c1 > 0.

由命题 2, 取 ϕ11(|y|) = y2, ϕ21(|y|) = y2, 因此式 (22)

中的 ψ1 可取为 ψ1(y) = 3 + 2l21 + 2l22. 在仿真中, 选择参数 c

= 0.01, c1 = 0.01, l1 = 1.4, l2 = 2, Γθ = 0.05, τ = 0.05, p11

= 0.1, p21 = 0.5, p22 = 0.5, g∞ = 10, 初始值 η(0) = −0.3,

x1(0) = −2, x2(0) = −0.1, ξ̂1(0) = −0.05, ξ̂2(0) = −0.05,

k(0) = 0, θ̂(0) = −0.9. 图 1 给出了闭环系统 (36) 和 (37) 的

响应, 这证明了控制方案的有效性.

图 1 闭环系统 (36) 和 (37) 的响应

Fig.1: The responses of closed-loop systems (36) and (37)

5 结论

针对具有 iISS 逆动态和未知控制方向的更一般的非线

性系统, 本文研究了它的输出反馈调节问题, 但仍存在一些

问题有待研究和解决: 1) 在有未知控制方向的情况下怎样设

计降阶观测器; 2) 如我们近期的工作[16−19] 中所做的, 怎样

将系统 (2) 推广到具有 SiISS (Stochastic iISS) 逆动态的随

机系统.
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