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一类非线性时变时滞系统的稳定性分析与吸引域估计

杨仁明 1, 2 王玉振 1

摘 要 针对一类非线性时变时滞系统, 研究其稳定性和吸引域的估计问题. 首先, 通过坐标变换和正交分解法, 将这类系统

转化为一个等价形式. 其次, 基于正交条件和引入自由权矩阵, 给出了这类系统具有较小保守性的稳定性和吸引域估计结果.

最后, 仿真例子验证了所提出方法的有效性.
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Abstract The stability and estimate of domain of attraction are studied for a class of nonlinear time-varying delay

systems. Firstly, an equivalent form is obtained for the systems by means of coordinate transformation and orthogonal

decomposition of vector fields. Then, based on the orthogonal condition and the free-weighting matrix method, several

less conservative results are derived on the stability and estimate of domain of attraction. Finally, illustrative examples

show effectiveness of the proposed method.
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许多实际的控制系统经常包含时滞. 时滞的存
在会带来系统不稳定、振动以及更差的行为, 因此研
究时滞系统的稳定性和控制问题具有重要的理论和

实际意义. 在过去的几十年里, 关于线性时滞系统的
稳定性分析与控制设计, 已有许多较好的结果[1−8].

然而, 与线性时滞系统相比, 关于非线性时滞
系统的相应结果却较少. 这是因为非线性时滞系统
包含着更为复杂的动力学行为, 因此研究这类系统
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的分析与设计相应更难. 尽管如此, 有许多学者研
究了这类系统, 并给出了一些较好的结果[9−20]. 文
献 [16−17] 通过应用非线性矩阵不等式 (Nonlinear
matrix inequality, NLMI) 技术, 研究了拟线性时滞
系统的稳定性. 通过一个迭代过程, 文献 [13] 研究
了一类三角结构系统的鲁棒镇定问题. 应用自由权
矩阵方法, 文献 [18] 得到一些具有较小保守性的稳
定性结果.文献 [17]通过应用 Lyapunov-Krasovskii
(L-K) 泛函方法, 研究了输入到状态稳定性, 得到了
几个较小保守性的稳定性条件.

众所周知, 对一个给定的局部渐近稳定的非线
性系统, 研究其吸引域是一个重要的问题. 然而, 对
一个非线性时滞系统, 要找到其精确的吸引域几乎
是不可能的. 因此, 吸引域的估计便成为唯一可能
研究该类问题的方法. 一类非线性无时滞系统[21−22]

以及一些简单非线性时滞系统[16, 23] 的吸引域估计

分别被研究. 文献 [16] 研究了一类可表达为微分代
数形式的常时滞非线性系统的吸引域估计, 并提出
了一个新的估计方法. 文献 [23] 通过应用一阶近似
方法, 给出了一类非线性时滞系统的吸引域估计.
本文研究一类非线性时变时滞系统的稳定性和

吸引域的估计问题, 并得到了几个新的和保守性小
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的结果.本文的主要贡献如下: 1)通过应用坐标变换
和正交分解方法把待研究的非线性时滞系统转化为

拟线性形式, 这不同于已存在的方法[15−16, 18, 23−24];
2) 通过正交条件和自由权矩阵方法, 给出了较小保
守性的结果. 另一方面, 为了得到较小保守性的结
果, 本文也构建了一个包含时滞以及其导数信息的
L-K 泛函, 并应用了 Jensen 不等式[1] 和自由权矩

阵[7] 方法. 与文献 [18] 相比, 本文所得到的结果有
更小的保守性.
注 1. 设 P 和 Q 是对称矩阵, P > Q (P ≥

Q) 表示 P − Q 是正定的 (半正定的). 类似的, P

< Q (P ≤ Q) 意味着 P − Q 是负定的 (半负定
的). λmax(P ) 和 λmin(P ) 分别表示矩阵 P 的最大

和最小特征值. ‖xxx‖ =
√

xxxTxxx 表示 xxx 的欧氏范数,
〈· , ·〉 代表欧氏空间中的内积. 连续可微的欧氏空
间 φφφ : [−h, 0] → Rn 连同它的有限范数 ‖φφφ‖h =
sup−h≤t≤0 ‖φφφ(t)‖ 记为 ∧

, xxxt 表示 xxxt(θ) = xxx(t +
θ), ∀ θ ∈ [−h, 0], 以及 xxxt ∈ Ω ⊆ Rn 意味着 xxx(t +
θ) ∈ Ω, ∀ θ ∈ [−h, 0].

1 问题描述与预备工作

考虑下列非线性时变时滞系统:
{

ẋxx(t) = f(xxx(t)) + g(xxx(t− d(t)))

xxx(θ) = φφφ(θ), θ ∈ [−h2, 0]
(1)

其中, xxxt = xxx(t+θ) ∈ C([−h2, 0],Rn), f(xxx)与 g(xxx)
是满足 f(0) = 0 和 g(0) = 0 的两个 n 维光滑向量

场, φφφ(θ) 是 n 维向量初值函数, d(t) 是一个连续可
微的时变时滞函数并满足下列限制条件:

0 < h1 ≤ d(t) ≤ h2 (2)

µ1 ≤ ḋ(t) ≤ µ2 (3)

其中, h1, h2, µ1 和 µ2 是已知的常数.
本文的主要目标是研究系统 (1) 的稳定性与吸

引域的估计.
如果 f(xxx) ≡ 0 并且 d(t) ≡ 0, 则系统 (1) 表达

为

ẋxx = g(xxx), g(0) = 0 (4)

接下来, 给出系统 (1) 的一个假设.
假设 1. 假设存在 n × n 矩阵M(xxx) 和 Jacobi

矩阵 Jhhh(xxx) 非奇异的光滑向量场 h(xxx) 使得 g(xxx) =
M(xxx)h(xxx) 在 Ω 内成立, 其中 Ω ⊂ Rn 是原点的一

个有界凸邻域.
注 2. 根据文献 [25], 如果 g(xxx) 的 Jacobi 矩阵

Jg 有一个 r × r (1 ≤ r ≤ n) 非奇异的主对角块, 则

必存在 n × n 矩阵M(xxx) 和 Jhhh(xxx) 非奇异的向量场

h(xxx) 使得 g(xxx) = M(xxx)h(xxx) 成立.
在假设 1 下, yyy = h(xxx) 在 Ω 内是微分同胚的.

这样取 yyy = h(xxx) 作为坐标变换, 则系统 (4) 可表达
为

ẏyy = A(xxx)M(xxx)yyy|xxx=h−1(yyy) (5)

其中, A(xxx) = Jh(xxx).
显然, 在假设 1 下, 系统 (4) 与系统 (5) 是等价

的.
下面考虑系统 (1). 如果假设 1 成立, 并令 xxxd =

xxx(t− d(t)), 则系统 (1) 可表达为

ẋxx(t) = f(xxx(t)) + M(xxxd)h(xxxd)

类似于系统 (5), 可得:

ḣ(xxx) = A(xxx)f(xxx) + A(xxx)M(xxxd)h(xxxd) (6)

根据文献 [12, 25], 沿着 h(xxx) 的切方向和正交
方向分解 A(xxx)f(xxx), 得到:

A(xxx)f(xxx) =
〈A(xxx)f(xxx), h(xxx)〉

‖h(xxx)‖2
h(xxx) + G(xxx) (7)

其中

G(xxx) = A(xxx)f(xxx)− 〈A(xxx)f(xxx), h(xxx)〉
‖h(xxx)‖2

h(xxx)

显然

〈G(xxx), h(xxx)〉 = 〈A(xxx)f(xxx), h(xxx)〉 −
〈A(xxx)f(xxx), h(xxx)〉

‖h(xxx)‖2
‖h(xxx)‖2 = 0

即 G(xxx) ⊥ h(xxx) 成立.
因此在假设 1 和坐标变换 yyy = h(xxx) 下, 系统

(1) 可等价转化为




ẏyy(t) = B(xxx,xxxd)yyyd + D(xxx)yyy + G(xxx)

yyy(θ) = h(φφφ(θ)), ∀θ ∈ [−h2, 0]
(8)

其中

yyyd = yyy(t− d(t)), xxx = h−1(yyy), xxxd = h−1(yyyd)

B(xxx,xxxd) = A(xxx)M(xxxd)

D(xxx) =





〈A(xxx)f(xxx), h(xxx)〉
‖h(xxx)‖2

In, yyy 6= 0

D(0), yyy = 0
(9)
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D(0) = limxxx→0
〈A(xxx)f(xxx), h(xxx)〉

‖h(xxx)‖2 In. 如果极限不存在,
可令 D(0) = 0n×n.
下面给出系统 (1) 的几条性质.
由 G(xxx) ⊥ h(xxx) 易得:

〈G(xxx), yyy〉 = 0 (10)

根据式 (7) 和式 (9) 以及 yyy = h(xxx), 可得: H(xxx)yyy =
D(xxx)yyy + G(xxx), 即

E(xxx)yyy + G(xxx) = 0 (11)

其中

E(xxx) = D(xxx)−H(xxx)

H(xxx)=





A(xxx)f(xxx)hT(xxx)
‖h(xxx)‖2

, h(xxx) 6= 0

lim
xxx→0

A(xxx)f(xxx)hT(xxx)
‖h(xxx)‖2

或 0n×n, h(xxx) = 0

另外, 我们有:

g(xxx) = M(xxx)yyy, g(xxxd) = M(xxxd)yyyd (12)

为了方便应用, 下面给出吸引域估计的定义.
定义 1[16]. 假设系统 (1) 的零解是渐近稳定的.

集合 Θ =
{
φφφ ∈ Λ : limt→∞xxx(t,φφφ) = 0

}
称为系统

(1) 的零解吸引域的估计.

2 稳定性分析

本节基于等价形式 (8), 分两种情形研究系统
(1) 的稳定性: 1) µ1 和 µ2 是已知的; 2) µ1 和 (或)
µ2 未知.

对 µ1 和 µ2 已知的情形, 我们有下列结果.
定理 1. 当 µ1 和 µ2 已知, 并且式 (2) 和式 (3)

成立时, 考虑系统 (1). 如果假设 1 成立, 且存在常
数 a, 常正定矩阵 P , Qi (i = 1, 2, 3), Zj (j = 1, 2),
R 以及常阵 N1, N2, N3, 使得

Φ(xxx,xxxd) =


Γ11 Γ12 Z1 0 Γ15

∗ Γ22 Z2 Z2 B̂TZ

∗ ∗ Γ33 0 0

0 ∗ 0 −Q3 − Z2 0

∗ ∗ 0 0 Γ55




< 0

(13)

其中, (xxx,xxxd) ∈ Ω×Ω, D̂ = D(xxx), B̂ = A(xxx)M̂ , M̂

= M(xxxd), E(xxx) 定义于式 (11), 并且

h12 = h2 − h1, Z = h2
1Z1 + h2

12Z2

Γ11 = PD̂ + D̂TP + Q1 − Z1 + D̂TZD̂ +

NT
1 E(xxx) + ET(xxx)N1 + MT(xxx)RM(xxx)

Γ12 = PB̂ + D̂TZB̂

Γ22 =− (1− µ2)Q2 + (1− µ1)Q3 −
(1− µ2)M̂TRM̂ − 2Z2 + B̂TZB̂

Γ33 =−Q1 + Q2 − Z1 − Z2

Γ15 = P + aIn + NT
1 + ET(xxx)N2 +

N3h
T(xxx) + D̂TZ

Γ55 = NT
2 + N2 + Z (14)

则系统 (1) 是局部渐近稳定的.
证明. 由第 1 节可知在假设 1 下, 系统 (1) 等价

于系统 (8). 因此为了证明系统 (1) 是局部渐近稳定
的, 只需证明在该定理的条件下, 系统 (8) 是局部渐
近稳定的.
考虑系统 (8), 构建如下的 L-K 泛函:

V (t, yyyt) = V1(yyy) + V2(t, yyyt) + V3(t, yyyt) (15)

其中

yyyt = yyy(t + θ), V1(yyy) = yyyT(t)Pyyy(t)

V2(t, yyyt) =
∫ t

t−h1

yyyT(s)Q1yyy(s)ds +

∫ t−h1

t−d(t)

yyyT(s)Q2yyy(s)ds +

∫ t−d(t)

t−h2

yyyT(s)Q3yyy(s)ds +

∫ t

t−d(t)

gT(xxx(s))Rg(xxx(s))ds

V3(t, yyyt) = h1

∫ t

t−h1

∫ t

s

ẏyyT(τ)Z1ẏyy(τ)dsdτ +

h12

∫ −h1

−h2

∫ t

t+s

ẏyyT(τ)Z2ẏyy(τ)dsdτ

沿系统 (8) 的轨线计算 V (t, yyyt) 的导数, 并根据
式 (8) 和式 (12), 易得:

V̇1 = yyyT
{

PD̂ + D̂TP
}
yyy +

2yyyTPB̂yyyd + 2yyyTPG(h−1(yyy))

V̇2 ≤ yyyT[MT(xxx)RM(xxx) + Q1]yyy +



5期 杨仁明等: 一类非线性时变时滞系统的稳定性分析与吸引域估计 719

yyyT(t− h1)
{
−Q1 + Q2

}
yyy(t− h1) +

yyyT
d

{
− (1− µ2)Q2+ (1− µ1)Q3− (1− µ2)×

M̂TRM̂
}
yyyd + yyyT(t− h2)(−Q3)yyy(t− h2)

V̇3 = h2
1ẏyy

T(t)Z1ẏyy(t) + h2
12ẏyy

T(t)Z2ẏyy(t) −

h1

∫ t

t−h1

ẏyyT(s)Z1ẏyy(s)ds −

h12

∫ t−h1

t−h2

ẏyyT(s)Z2ẏyy(s)ds =

h2
1ẏyy

T(t)Z1ẏyy(t) + h2
12ẏyy

T(t)Z2ẏyy(t) −

h1

∫ t

t−h1

ẏyyT(s)Z1ẏyy(s)ds −

h12

∫ t−h1

t−d(t)

ẏyyT(s)Z2ẏyy(s)ds −

h12

∫ t−d(t)

t−h2

ẏyyT(s)Z2ẏyy(s)ds

应用 Jensen 不等式, 可得:

− h1

∫ t

t−h1

ẏyyT(s)Z1ẏyy(s)ds ≤

− [yyy − yyy(t− h1)]TZ1[yyy − yyy(t− h1)] (16)

− h12

∫ t−h1

t−d(t)

ẏyyT(s)Z2ẏyy(s)ds ≤

− [yyy(t− h1)− yyyd]
TZ2[yyy(t− h1)− yyyd]

− h12

∫ t−d(t)

t−h2

ẏyyT(s)Z2ẏyy(s)ds ≤

− [yyyd − yyy(t− h2)]TZ2[yyyd − yyy(t− h2)] (17)

另外, 由式 (10), 式 (11) 和 yyy = h(xxx), 得到:

2[yyyTNT
1 + GT(h−1(yyy))NT

2 ]×
[E(h−1(yyy))yyy + G(h−1(yyy)) = 0 (18)

2ayyyTG(h−1(yyy)) = 0, 2yyyTN3yyy
TG(h−1(yyy)) = 0

(19)

把 ẏyy(t) = D̂yyy + B̂yyyd + G(h−1(yyy)) 代入 V̇3, 并注
意到式 (16)∼ (19), 我们有 V̇ ≤ ξξξTΦξξξ, 其中 ξξξ =
[yyyT, yyyT

d , yyyT(t− h1), yyyT(t− h2), GT(h−1(yyy))]T.

由条件 (13), 可得当 ξξξ 6= 0 时, V̇ < 0, 即系统
(8) 在 Ω0 = h(Ω) 内是局部渐近稳定的. 所以系统
(1) 是局部渐近稳定的. ¤

接下来, 当 µ1 未知 µ2 已知时, 我们有下列结
果.

定理 2. 考虑系统 (1), 假设 µ1 未知和 µ2 已知,
并且式 (2) 和式 (3) 成立. 如果假设 1 成立, 并存在
常数 a, 常正定矩阵 P , Qi (i = 1, 2, 3), Zj (j = 1,
2), R 以及常阵 N1, N2, N3 使得下列不等式成立:

Φ(xxx,xxxd) =


Γ11 Γ12 Z1 0 Γ15

∗ Γ22 Z2 Z2 B̂TZ

∗ ∗ Γ33 0 0

0 ∗ 0 −Q2 − Z2 0

∗ ∗ 0 0 Γ55




< 0

其中, (xxx,xxxd) ∈ Ω × Ω, h12, Z, D̂, B̂, M̂ , Γ11,
Γ12, Γ15 和 Γ55 与定理 1 相同, 并且 Γ22 = −(1 −
µ2)Q3 − 2Z2 − (1 − µ2)M̂TRM̂ + B̂TZB̂, Γ33 =
−Q1 + Q2 + Q3 −Z1 −Z2. 则系统 (1) 是局部渐近
稳定的.

证明. 类似于定理 1, 下面构建一个候选 L-K
泛函: V (t, yyyt) = V1(yyy) + V2(t, yyyt) + V3(t, yyyt), 其中

V1(yyy) = yyyT(t)Pyyy(t)

V2(t, yyyt) =
∫ t

t−h1

yyyT(s)Q1yyy(s)ds +

∫ t−h1

t−h2

yyyT(s)Q2yyy(s)ds +

∫ t−h1

t−d(t)

yyyT(s)Q3yyy(s)ds +

∫ t

t−d(t)

gT(xxx(s))Rg(xxx(s))ds

V3(t, yyyt) = h1

∫ t

t−h1

∫ t

s

ẏyyT(τ)Z1ẏyy(τ)dsdτ +

h12

∫ −h1

−h2

∫ t

t+s

ẏyyT(τ)Z2ẏyy(τ)dsdτ

其余证明类似于定理 1, 因此省略. ¤
根据定理 2, 当 µ1 和 µ2 都未知时, 可得下列推

论.
推论 1. 在条件 (2)下, 考虑系统 (1). 如果假设

1 成立, 并存在常数 a, 常正定矩阵 P , Qi (i = 1, 2),
Zj (j = 1, 2), 以及常阵 N1, N2, N3 使得下列不等

式成立:

Φ(xxx,xxxd) =
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


Γ11 Γ12 Z1 0 Γ15

∗ Γ22 Z2 Z2 B̂TZ

∗ ∗ Γ33 0 0

0 ∗ 0 −Q2 − Z2 0

∗ ∗ 0 0 Γ55




< 0

其中, (xxx,xxxd) ∈ Ω × Ω, h12, Z, D̂, B̂, M̂ , Γ12, Γ15

和 Γ55 与定理 2 相同, Γ11 = PD̂ + D̂TP + Q1 −
Z1 + D̂TZD̂ + NT

1 E(xxx) + ET(xxx)N1, Γ22 = −2Z2

+ B̂TZB̂ 和 Γ33 = −Q1 + Q2 − Z1 − Z2. 则系统
(1) 是局部渐近稳定的.
证明. 在定理 2 的证明中, 令Q3 = 0 和 R = 0,

可得这个结果. ¤
下面, 给出系统 (1) 在常时滞情形下的一个结

果.
推论 2. 当 d(t) = τ > 0 时 (τ 是常数), 考虑

系统 (1). 如果假设 1 成立, 并存在常数 a, 常正定
矩阵 P , Q, Z, R 以及常阵 Ni (i = 1, 2, 3), 使得
Φ(xxx,xxxd) =




Γ11 Γ12 Γ13

∗ Γ22 τ 2B̂TZ

∗ ∗ N2 + NT
2 + τ 2Z


 < 0 (20)

成立, 其中 (xxx,xxxd) ∈ Ω × Ω 和 D̂, B̂, M̂ , E(xxx) 与
定理 2 相同,

Γ11 = PD̂ + D̂TP + Q− Z + NT
1 E(xxx) +

ET(xxx)N1 + τ 2D̂TZD̂ + MT(xxx)RM(xxx)

Γ12 = PB̂ + Z + τ 2D̂TZB̂

Γ13 = aIn + NT
1 + ET(xxx)N2 + P +

N3h
T(xxx) + τ 2D̂TZ

Γ22 =−Q− Z − M̂TRM̂ + τ 2B̂TZB̂

则系统 (1) 是局部渐近稳定的.
证明. 考虑下列候选 L-K 泛函:

V (t, yyyt) = yyyT(t)Pyyy(t) +
∫ t

t−τ

[yyyT(s)Qyyy(s) +

gT(xxx(s))Rg(xxx(s))]ds +

τ

∫ t

t−τ

∫ t

s

ẏyyT(α)Zẏyy(α)dαds

同于定理 2 的证明, 可得这个结果. ¤
注 3. 本节应用的方法是自由权矩阵加向量场

的正交分解, 这个方法有下列优势: 1) 在假设 1 下,

应用这个方法, 人们能够把非线性时滞系统 (1) 转
化为拟线性形式 (8); 2) 通过应用正交条件 (10), 可
以引入更大自由度的方程 2ayyyTG(h−1(yyy)) = 0 和
2yyyTN3yyy

TG(h−1(yyy)) = 0, 使得本文的结果有较小的
保守性 (参见例 1 和例 2); 3) 如果 Jg 是非奇异的,
容易看到本文得到的所有结果只包含 xxx 而不包含时

滞项 xxx(t − d(t)), 这是本文应用坐标变换方法的优
势 (见例 1).

3 吸引域估计

通过应用第 2 节的结果, 本节研究系统 (1) 的
吸引域估计问题.
为了方便应用, 假设集合 Ω0 = h(Ω):

Ω1 =
{
yyy ∈ h(Ω) : αT

i yyy ≤ 1, i = 1, 2, · · · ,m
}

(21)

其中, αi (i = 1, 2, · · · ,m) 定义了 Ω1 的m 个边界,
是已知的常向量, Ω 与 h(xxx) 与第 2 节相同.
对系统 (1) 的吸引域估计, 我们给出下列结果:
定理 3. 当 µ1, µ2 已知, 并且式 (2) 和式 (3) 成

立时, 考虑系统 (1). 如果:
1) 假设 1 成立, 并存在常数 a, 常正定矩阵 P ,

Qi (i = 1, 2, 3), Zj (j = 1, 2) 以及常阵 N1, N2, N3

使得条件 (13) 在 Ω 内成立;
2) 存在正实数 k, s, ι 使得

k − h2 − h3
1

2
− h12(h2

1 + h2
2)

2
− 1 ≥ 0 (22)

ι ≥ max
1≤i≤2

{λmax(Zi)} (23)

以及如下最优问题

min η

s.t. ηIn − P ≥ 0 (24)
[

2s− k −sαT
i

−sαi P

]
≥ 0 (25)

η ≥ max
1≤i≤3

{λmax(Qi)} (26)

有解 (η∗, P ∗), 这里 i = 1, 2, · · · ,m.
则集合

Θd =
{
φφφ ∈ Λ : η∗‖h(φφφ)‖2 ≤ 1, ι‖ḣ(φφφ)‖2 ≤ 1

}
(27)

是系统 (1) 的一个吸引域估计.
证明. 根据条件 1) 以及定理 1, 可得式 (15) 中

的 V (t, yyyt) 是系统 (8) 的一个 L-K 泛函候选函数.
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令 Ψ =
{
yyyt ∈ h(Λ) : V (t, yyyt) ≤ k

}
, 在条件 1) 下,

如果 Ψ ⊂ Ω1 成立, 则 Ψ 是一个正不变集. 下面证
明 Ψ ⊂ Ω1.
由于 V1(yyy) ≤ V (t, yyyt), 易得集合

Ψ1 =
{
yyy ∈ h(Λ) : V1(yyy) ≤ k

}
(28)

包含Ψ, 其中 V1 = yyyTPyyy. 因此, 只需证明Ψ1 ⊂ Ω1.
注意到

Ω1 =
{
yyy ∈ h(Ω) : αT

i yyy ≤ 1, i = 1, 2, · · · ,m
}

(29)

并根据式 (28) 和式 (29), 若使 Ψ1 ⊂ Ω1 成立, 需要

yyyTPyyy − k ≤ 0, ∀yyy ∈ h(Λ),

s.t. 2− 2αT
i yyy ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m (30)

成立. 应用 S- 过程[26], 只需下列条件成立:

ξξξT

[
2s− k −sαT

i

−sαi P

]
ξξξ ≥ 0 (31)

这等价于条件 (25). 从条件 (25), 可得式 (30) 成立,
即 Ψ ⊂ Ω1 成立, 其中 ξξξ = [1, yyyT]T, s > 0 是通过
S- 过程引入的标量.

接下来, 为了说明式 (27) 是系统 (1) 的一个吸
引域估计, 需要证明 V (h(φφφ)) ≤ k 对 ∀φφφ ∈ Θd 成

立. 根据式 (23) 和式 (26) 以及 φφφ ∈ Θd, 只需证明:

h(φφφ)TPh(φφφ)− k + h2 +
h3

1

2
+

h12(h2
1 + h2

2)
2

≤ 0,

∀φφφ ∈ Λ : η‖h(φφφ)‖2
h2
≤ 1
(32)

应用 S- 过程, 不等式 (32) 成立只需下式成立:

ξξξT

[
γ1 0

0 ηIn − P

]
ξξξ ≥ 0 (33)

其中, γ1 = k−h2−h3
1
2 −h12(h

2
1+h2

2)

2
− 1. 从条件 (22) 和

(24), 可得式 (33) 成立, 即 V (h(φφφ)) ≤ k. 这样定理
得证. ¤

注意到人们不能直接从式 (27) 得到系统 (1) 的
吸引域估计, 下面给出一个粗略的计算方法.

1) 如果 h 是单位算子, 从式 (27) 可直接得到系
统 (1) 的吸引域估计.

2) 如果 h 是一线性算子, 易得:

‖h(φφφ)‖ ≤ ‖h‖‖φφφ‖ (34)

其中, ‖h‖ = sup‖xxx‖=1 ‖h(xxx)‖, xxx ∈ Ω.
3) 如果 h 是一个非线性算子, 用微分中值不等

式, 可得:

‖h(φφφ)‖ = ‖h(φφφ)− h(0)‖ ≤ ‖Jh(ξξξ)‖‖φφφ‖ (35)

其中, ξξξ ∈ Ω, Jh(xxx) 是 h(xxx) 的 Jacobi 矩阵.
根据式 (34) 和式 (35), 如果

√
η∗‖h‖‖φφφ‖ ≤ 1

或
√

η∗d‖φφφ‖ ≤ 1 成立, 则 η∗‖h(φφφ)‖2
h2
≤ 1, 这样

人们能够得到系统 (1) 的吸引域估计, 其中 d =
supξξξ∈Ω ‖Jh(ξξξ)‖.

注 4. 1) 用同样的方法, 易得初值 φ 的导数集

的估计; 2) 定理 3 的结果可推广到系统 (1) 为常时
滞的情形.
注 5. 本文的结果都是以非线性矩阵不等式

的形式给出的, 有许多方法可以解这种不等式, 譬
如, 有限元方法[27]、凸集顶点算法[16]、平方和分解

法[15]、分割方法[28−29]、凸集方法[30] 等. 在第 4 节,
我们将用凸集算法来解这些 NLMI (见例 1 和例 2).

4 例证

例 1. 考虑下列非线性时滞系统:




ẋ1 = x3
1 + x2

1 − x1 + 0.5x2 − 2x1(t− d(t))+

2x2(t− d(t))

ẋ2 = −0.5x1 + x3
2 + x2

2 − x2 − 2x1(t− d(t))−
2x2(t− d(t))

(36)
其中, xxx = [x1, x2]T ∈ Ω = {(x1, x2): |x1| ≤ 0.5,
|x2| ≤ 0.5}, d(t) 是一个时变时滞满足 0 ≤ d(t) ≤ τ

(注意到当 d(t) 是常数时, 系统 (36) 就是文献 [16]
中的例 10).

在这个例子中, f(xxx) = [x3
1 + x2

1 − x1 + 0.5x2,
−0.5x1+x3

2+x2
2−x2]T, g(xxx) = [−2x1+2x2, −2x1−

2x2]T.由于 g(x)是线性的,令yyy = [x1, x2]T = h(xxx).
很明显, Jh(xxx) = A(xxx) = I2 在 Ω 内非奇异. 取 yyy =
h(xxx) 作为一个坐标变换, 则当 h(xxx) 6= 0, 可得:

D(xxx) =
(

x4
1 + x4

2 + x3
1 + x3

2

x2
1 + x2

2

− 1
)

I2

B(xxx) =

[
−2 2

−2 −2

]
(37)

H(xxx) =

[
x2

1 + x1 − 1 0.5

−0.5 x2
2 + x2 − 1

]
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其中, f(xxx) = C(xxx)xxx. 当 h(xxx) = 0 时,

h(0) =

[
0

0

]
, D(0) =

[
−1 0

0 −1

]

E(0) =

[
0 −0.5

0.5 0

]
(38)

接下来, 我们用推论 1 分析系统 (36) 的稳定性.
注意到 x2

1 + x1− 1 和 x2
2 + x2− 1 是区间 [-0.5,

0.5] 上的单调函数, 易得:

H1 =

[
−0.25 0.5

−0.5 −0.25

]
, h1 =

[
0.5

0.5

]

H2 =

[
−1.25 0.5

−0.5 −0.25

]
, h2 =

[
−0.5

0.5

]

H3 =

[
−0.25 0.5

−0.5 −1.25

]
, h3 =

[
0.5

−0.5

]

H4 =

[
−1.25 0.5

−0.5 −1.25

]
, h4 =

[
−0.5

−0.5

]

令 a = 0, h1 = 0, h12 = τ . 用推论 1 以及凸集
方法, 可得存在 P , Qi, Zi (i = 1, 2) 和Ni (i = 1, 2,
3) 使得推论 1 中的矩阵 Φ(xxx,xxxd) 是负定的, 同时最
大的时滞 hmax = 0.3009. 根据推论 1, 当 0 < d(t)
≤ 0.3009 时, 系统 (36) 是局部渐近稳定的.
为了表明本文的方法有较小的保守性, 我们给

出与文献 [18] 的一个比较. 应用文献 [18] 中的方法,
得到最大的时滞是 hmax = 0.2608, 比应用推论 1 所
得到的 0.3009 要小.

另一方面,当 h1 = 0.01, µ1 = −1和 µ2 = 2时,
用定理 1 来研究这个系统的渐近稳定性. 令 a = 0,
R = 0, 用定理 1和凸集算法, 得存在矩阵 P , Qi, Zj

(i = 1, 2, 3; j = 1, 2) 和 Ni (i = 1, 2, 3) 使得定理
1 中 Φ(xxx,xxxd) 是负定的, 同时最大的 h2 是 hmax =
0.2576. 根据定理 1, 当 0.01 ≤ d(t) ≤ 0.2576 时, 系
统 (36) 是渐近稳定的.
从这个例子可以看出, 在分析非线性时滞系统

的稳定性时, 本文的方法是有效的, 并有较小的保守
性.

例 2. 考虑下列非线性时滞系统[16]:
{

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − 2x2 − 2x2(t− τ) + 0.5x3
2(t− τ)

(39)

其中, xxx = [x1, x2]T ∈ Ω = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤
2.82}, τ = 1.
下面, 用定理 3 来给出系统 (39) 的吸引域估计.
在这个例子中, f(xxx) = [x2, −x1 − 2x2]T,

g(xxx) = [0, −2x2 +0.5x3
2]

T. 分解 g(xxx)如下: g(xxx) =
1
2

[
0 0

−2 + 0.5x2
2 2− 0.5x2

2

][
−x1 + x2

−x1 − x2

]
=

M(xxx)h(xxx). 由于 Jh 非奇异, 取 yyy = h(xxx) 作为坐
标变换, 可得 D(xxx), H(xxx) 以及 h(xxx):

当 h(xxx) 6= 0,

D(xxx) =
−2x2

2

x2
1 + x2

2

I2 ∈ [−2, 0]I2

H(xxx) =

[
−1 2

0 −1

]
, h(xxx) =

[
−x1 + x2

−x1 − x2

]

当 h(xxx) = 0,

D(0) =

[
0 0

0 0

]

H(0) =

[
−1 2

0 −1

]
, h(0) =

[
0

0

]
(40)

通过直接计算, 可得:

Ω1 = {yyy ∈ R2 : ‖yyy‖ ≤ 2.8
√

2}

B̂ = {1− 0.25x2
2(t− 1)}

[
−1 1

1 −1

]

M(xxx) =
{

1− 0.25x2
2

}[
0 0

−1 1

]

M̂ = {1− 0.25x2
2(t− 1)}

[
0 0

−1 1

]

注意到 1−0.25x2
2 ∈ [−0.96, 1]和 1−0.25x2

2(t−
1) ∈ [−0.96, 1], 易得:

B̂1 =

[
−1 1

1 −1

]
, M̂1 =

[
0 0

−1 1

]

B̂2 =

[
0.96 −0.96

−0.96 0.96

]
, M̂ 2 =

[
0 0

0.96 −0.96

]

D1 =

[
0 0

0 0

]
,M 1 =

[
0 0

−1 1

]

h1 =

[
−x1

−x1

]
, D2 =

[
−2 0

0 −2

]
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M 2 =

[
0 0

0.96 −0.96

]
, h2 =

[
x2

−x2

]

另一方面, 选取 α1 = α2 = 1
2.8
√

2
, 可得对 yyy =

(y1, y2)T ∈ Ω1, i = 1, 2, αi|yi| ≤ 1 成立.
从注 4 的 2), 可得存在 a, k > 0, s > 0, ι =

10−10, Ni (i = 1, 2, 3), P > 0, Q > 0, Z > 0, R >

0 以及最优解 η∗ = 0.166, 使得定理 3 的所有条件
成立. 根据定理 3, 可得系统 (39) 的吸引域估计为

Θd =
{
φφφ(t) ∈ C1[−1, 0] : ‖φφφ(t)‖ ≤ 1.7355,

‖φ̇φφ(t)‖ ≤ 7.071× 104
}

(41)

其中, φφφ(t) : [−1, 0] 7→ R2.
另外, 用文献 [16] 中的方法, 系统 (39) 的吸引

域估计为

Θd =

{φφφ ∈ C1[−1, 0] : ‖φφφ(t)‖ ≤ 1.25, ‖φ̇φφ(t)‖ ≤ 104}

小于本文所得到的结果.
这个例子表明本文的方法具有更小的保守性.

5 结论

本文研究了一类非线性时滞系统的稳定性和吸

引域的估计. 通过坐标变换和正交分解法, 把原系统
转化为一个等价形式. 基于这个等价形式和自由权
矩阵方法, 给出了几个更小保守性稳定性和吸引域
的估计结果. 论证例子表明了本文方法的有效性.
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