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广义区间二型模糊集合的词计算

莫 红 1 王 涛 2

摘 要 普通的模糊集合是点值为二维的一型模糊集合, 二型模糊集合 (Type-2 fuzzy sets, T2 FS) 是点值为三维的模糊集

合, T2 FS 比相应的一型难以理解和计算. 为了让人们更好地理解 T2 FS 并推广其应用, 本文提出了广义区间二型模糊集合

(Generalized interval type-2 fuzzy sets, GIT2 FS) 的定义, 并将其分成三类: 离散型、半离散型及连续型, 分别给出相应的数

学表达式与扩展原理公式, 并得到了 GIT2 FS 在两种不同的模糊逻辑算子下的词计算.
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Computing with Words in Generalized Interval Type-2 Fuzzy Sets
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Abstract The conventional fuzzy sets are type-1 fuzzy sets whose point-values are two-dimensional, and the point-values

of type-2 fuzzy sets (T2 FSs) are three-dimensional. So it is more difficult for T2 FS to be understood and computed than

the corresponding type-1. To make T2 FS be better understood and extensively applied, in this paper, we present the

definition of generalized interval type-2 fuzzy sets (GIT2 FSs), and divide them into three types: discrete type, partial

discrete type, and continuous type. Then, the corresponding mathematical representation of every type is given to get

the extension principle formula of GIT2 FS. Lastly, computing methods are proposed to discuss computing with words of

GIT2 FS by two different fuzzy logic operators.
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自 Zadeh 提出 “词计算” 以来[1], 词计算在理
论与应用方面取得了很大的进展[2−4], 被广泛应用
于控制与决策[5−6]. 在语言动力系统 (Linguistic
dynamic systems, LDS) 中, 词计算被分成基于扩
展原理的词计算和基于模糊规则的词计算两种类

型[7], 并取代常规的数值符号计算[7−8]. 早期的词计
算通常基于一型模糊集合[9−10]. 虽然一型模糊集合
作为一种描述不确定性、模糊性、不精确性有效方
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法[11−14], 在复杂系统建模与分析方面发挥了重要的
作用, 但是, 一型模糊集合实际上是一个精确的常
值函数, 如何确定该函数, 不仅不同的人有不同的定
义, 同一个人在不同的时间、不同的地点还有不同的
定义, 如在中国, “高工资” 在近四十年, 其隶属函数
在不断变化, “跑得快” 在日常生活中和在奥运赛场
上的定义也不同. 如何描述模糊集合定义上的差异
性, 这需要二型模糊集合.
由于二型模糊集合 (Type-2 fuzzy sets, T2 FS)

比相应的一型能够更好地描述语言的不确定性, 能
更好地解决语言歧义和数据噪声问题, 因此, 近年
来 T2 FS 成为人们关注的热点之一[15−17], 并已应
用于交通[18]、移动机器人[19]、工业过程控制[20]、电

力变换[21] 等实际问题之中, 同时关于 T2 FS 的词
计算方法也广泛应用在语言动力学轨迹分析[22−23]、

聚类[24]、决策[25] 等方面. 但是, 目前这些工作主要
是基于区间型 T2 FS, 并且对区间型 T2 FS 研究
可以转化为与其对应的不确定覆盖域 (Footprint of
uncertainty, FOU) 的分析[26], 并最终转化为对其
FOU 的上、下边界 (两个一型模糊集合) 的讨论, 这
是因为 FOU 为一个平面图形, 非常直观, 易于被人
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们接受. 然而, 一个非区间型的 T2 FS 不能采用这
种方法, 因为同一 FOU 可以对应多个 T2 FS, 更重
要的是, T2 FS 对应一个三维图形, 没有平面图形的
直观性, 难以写出其代数表述式, 从而不易直接进行
计算与推理, 因此目前关于一般 T2 FS 的相关工作
相对来说极少.

为了更好地理解一般的 T2 FS, 得到类似于一
型模糊集合的分解定理来进行 T2 FS 的词计算,
建立由区间型 T2 FS 通向一般 T2 FS 的桥梁和
纽带, 本文首先修正了关于二型模糊集合 FOU 的
定义及其表达公式, 提出了广义区间二型模糊集合
(Generalized interval type-2 fuzzy sets, GIT2 FS),
并将其分成三类: 离散型、半离散型、连续型. 对于
这三类二型模糊集合, 分别给出其易于计算与推理
的表述式及二型模糊集合的图形, 并将对应的 FOU
的图形置于同一图中, 最后讨论了 GIT2 FS 的扩展
原理并给出相应的词计算方法. 本文中涉及的关于
词计算的概念与文献 [22−23] 完全相同.
全文安排如下: 第 1 节介绍本文所涉及的相关

术语和概念; 第 2 节给出了 GIT2 FS 的表述及分
类; 第 3 节提出了 GIT2 FS 的扩展原理; 第 4 节分
别讨论了离散、半离散、连续 GIT2 FS 的词计算;
第 5 节总结全文.

1 相关定义与术语

设 U 为论域, I = [0, 1], 一个一型模糊集合定
义为

A : U → I

即对 ∀u ∈ U , 存在 a ∈ I 与之对应, 称 A 为论域 U

上的模糊集合, A(u) 称为 u 对 A 的隶属度[1].
由 Zadeh 的 n 型模糊集合的定义[27], Mendel

等和王晓波等将论域 U 上的一个 T2 FS ω 定义

为[15, 28]

ω : U → [0, 1][0,1]

这里, [0, 1][0,1] 表示定义在论域 [0, 1] 上全体映射组
成的集合, 即

[0, 1][0,1] = {f |f : [0, 1] → [0, 1]}

同 时, ω 也 可 以 定 义 为 三 维 空 间 中 点

(u, x, µω(u, x)) 组成的集合[15], 这里 u ∈ U 称为

主变量, 主变量的隶属函数 µω(u) 是区间 [0, 1] 的子
集, 称为主隶属度值, 记为 Ju ⊆ [0, 1], 主隶属度值
Ju 中的每一个元素 x 为次变量, 其隶属度值为次隶
属度值 Ju(x), 这里 Ju(x) = µω(u, x).
二型模糊集合 ω 在论域上任意点与在该点的主

隶属度值的笛卡尔积之并组成 2-D 区域, 称为 ω 的

FOU, 简记为 FOU(ω). 即

FOU(ω) =
⋃
u∈U

u× Ju

FOU(ω) 的上边界 (Upper membership func-
tion, UMF)、下边界 (Lower membership function,
LMF)分别记为UMF(ω),LMF(ω)[15],如图 1所示.

图 1 T2 FS 的 FOU, LMF 及 UMF

Fig. 1 FOU, LMF and UMF of T2 FS

次隶属度值均相等的 T2 FS 称为 GIT2 FS, 即
对任意的 u ∈ U 及 x ∈ Ju, 存在 a ∈ [0, 1], 使得
µω(u, x) = a.

一个 GIT2 FS ω 由其 FOU(ω) 及次隶属度确
定, 且其次隶属度值均为常数 a, a ∈ [0, 1], 表示为
ω = a/FOU(ω). 次隶属度值均为 1 (即对 ∀u ∈ U ,
∀x ∈ Ju, µω(u, x) = 1, 或 a = 1) 的 T2 FS 称为
区间二型模糊集合 (Interval type-2 fuzzy sets, IT2
FS).

2 GIT2 FS的分类

设 Γ(U),Γ1(U) 分别为由定义在论域 U 上的

T2 FS 及GIT2 FS 全体组成的集合, 本节将 T2 FS
及 GIT2 FS 分成离散型、半离散型、连续型三类,
并将对应类型的 T2 FS 及 GIT2 FS 进行比较.

2.1 离散的GIT2 FS

论域 U 及主隶属度值 Ju 均离散的 T2 FS 称为
离散 T2 FS[15], 表示为

ω =
∑
u∈U

∑
x∈Ju

µ(u, x)
(u, x)

易见, 离散 T2 FS 是由三维空间中离散的点列
组成的集合, 即

ω = {(u, x, µω(u, x))|u ∈ U, x ∈ Ju}
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如论域 U = {1, 2, 4} 上的 T2 FS

ω =

0.7
0.4
1

+

0.5
0.8
2

+

0.6
0.5
4

是离散的, 由三个点构成的集合, 即

ω = {(1, 0.4, 0.7), (2, 0.8, 0.5), (4, 0.5, 0.6)}

且

FOU(ω) = {(1, 0.4, 0), (2, 0.8, 0), (4, 0.5, 0)}

如图 2 所示.

图 2 离散的 T2 FS

Fig. 2 Discrete T2 FS

离散 T2 FS ω 的图形是一个分布在三维空间中

的点列, 即图 2 中钉状体的上端点组成的集合. 其下
端点的集合为 FOU(ω).

当 µω(u, x) = a 时, 称 ω 为离散的 GIT2 FS,
这里 a 为任意常数.

论域 U = {1, 2, 3} 上的一个 GIT2 FS 3̃ 定义
为

3̃ =

0.5
0.4
1

+

0.5
0.7
1

+

0.5
0.3
2

+

0.5
0.8
2

+

0.5
0.7
3

+

0.5
1
3

如图 3 所示.
由图 2 和图 3 可知, 离散 T2 FS 与离散 GIT2

FS 均为三维空间中离散的点列. 但离散 T2 FS 的
钉状体的高度不一致,而离散GIT2 FS的是一致的.

图 3 离散的 GIT2 FS

Fig. 3 Discrete generalized GIT2 FS

2.2 半离散的GIT2 FS

论域 U 离散, 主隶属度值 Ju 连续的 T2 FS 称
为半离散 T2 FS[15], 表示为

ω =
∑
u∈U

∫

x∈Ju

µω(u, x)
(u, x)

其中,
∫
表示连续二型模糊集合. 论域 U = {1, 2}

上的 T2 FS

ω =
∫

x∈[0.3,0.5]

5x− 1.5
(1, x)

+
∫

x∈[0.5,0.7]

−5x + 3.5
(1, x)

+
∫

x∈[0.4,0.6]

5x− 2
(2, x)

+
∫

x∈[0.6,0.8]

−5x + 4
(2, x)

(1)

就为一个半离散 T2 FS, 如图 4 所示.

图 4 半离散 T2 FS 及其 FOU

Fig. 4 Half discrete T2 FS and its FOU

由图 4 可知, 半离散的 T2 FS 为三维空间中的
曲线, FOU(ω) 为其在底面的投影.
当 µω(u, x) = a, 称 ω 为半离散 GIT2 FS.



710 自 动 化 学 报 38卷

设论域 U = {0, 1, 2, 3} 上的一个半离散的
GIT2 FS 1̃ 定义为

1̃ =

0.6
[0.3, 0.7]

0
+

0.6
[0.6, 0.9]

1
+

0.6
[0.4, 0.8]

2
+

0.6
[0.2, 0.5]

3

如图 5 所示.

图 5 半离散 GIT2 FS

Fig. 5 Half discrete GIT2 FS

由图 4 和图 5 可知, 半离散 T2 FS 及半离散
GIT2 FS 对应的图形均为三维空间中的曲线, 但
GIT2 FS 对应的曲线平行于底面.

2.3 连续的GIT2 FS

论域 U 及主隶属度值 Ju 均连续的 T2 FS 称为
连续 T2 FS[15], 表示为

ω =
∫

u∈U

∫

x∈Ju

µω(u, x)
(u, x)

当 µω(u, x) = a, 称 ω 为连续 GIT2 FS, 这里
a ∈ [0, 1], 且 a 6= 0.
如论域 U = [2, 4] 上的 T2 FS

ω =
∫

u∈[2,3]

∫

x∈[u−2,
√

u−2]

0.5(u− 2)2 + 0.4x2

(u, x)
+

∫

u∈[3,4]

∫

[4−u,
√

4−u]

0.3(u− 3)2 + 0.9x2

(u, x)
(2)

为一个连续 T2 FS, 如图 6 所示.

图 6 连续 T2 FS 及其 FOU

Fig. 6 Continuous T2 FS and its FOU

由图 6 可见, 连续的 T2 FS 为三维空间中的曲
面, FOU(ω) 即为其在底面的投影.

当 µ(u, x) = a, 称 ω 为连续 GIT2 FS. 如定义
在论域 U = [2, 4] 上的 GIT2 FS 表示为

ω =
∫

u∈[2,3]

∫

x∈[u−2,
√

u−2]

0.65
(u, x)

+
∫

u∈[3,4]

∫

[4−u,
√

4−u]

0.65
(u, x)

(3)

如图 7 所示.

图 7 连续 GIT2 FS

Fig. 7 Continuous GIT2 FS

由图 6 和图 7 可知, 连续 T2 FS 与连续 GIT2
FS 均对应为三维空间中的图形, 但连续 T2 FS 一
般对应一个曲面, 而连续 GIT2 FS 对应的是一个平
面, 且该平面平行于底面.

3 GIT2 FS的扩展原理

设 Γ1(U),Γ1(V ) 分别表示论域 U, V 上的全体
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T2 FS, 由映射
f : U → V

可以诱导一个新映射

F : Γ1(U) → Γ1(V )

对 ∀ω ∈ Γ1(U), 如何计算 F (ω)?
由于一般的 T2 FS 的计算极其复杂, 人们往往

只讨论区间型[15−16], 本节给出 GIT2 FS 在模糊算
子下的扩展原理. 令 Γ1(U), Γ1(V ) 分别表示定义在
U, V 上的 GIT2 FS 全体.
对 ∀ω ∈ Γ1(U),

ω =
∫

u∈U

∫

x∈Ju

a

(u, x)

这里, a ∈ [0, 1] 为任意常数. 并且对于 ∀u ∈ U , 记

µu

ω
= infJu, µu

ω = supJu

有

F (ω) =
∫

f(u)∈f(U)

∫

y∈Jf(u)

a

(f(u), y)

或

F (ω) =
∫

v∈V

∫

y∈Jv

a

(v, y)
这里, Jv, µ

v

F (ω)
, µv

F (ω) 分别定义如下:

Jv = {y|y ∈
⋃

f(u)=v

Ju, µv

F (ω)
≤ y ≤ µv

F (ω)} (4)

µv

F (ω)
= max{µu

ω
|f(u) = v} (5)

µv
F (ω) = max{µu

ω|f(u) = v} (6)

其中, a ∈ [0, 1] 为常数.
若 ω 为一个 IT2 FS, 对应地, a = 1.
若 ω 为一型模糊集合, 则 µv

F (ω)
= µv

F (ω) =
µω(u), 该公式即为一型模糊集合的扩展原理.

4 GIT2 FS的词计算

下面分别讨论在以下两种模糊逻辑算子下的词

计算: 基于模糊映射的词计算与基于模糊规则下的
词计算.
设Γ1(U),Γ1(V )分别表示论域U, V 上的GIT2

FS 全体, F 称为模糊逻辑算子, 即

F : Γ1(U) → Γ1(V )

对于任意给定的初始词 ω ∈ Γ1(U), 如何计算
其像词 F (ω) 呢?
本节将 F 分为论域 U 上的模糊映射或者模糊

推理规则两种情形分别讨论 F (ω) 的值.

4.1 模糊映射下GIT2 FS的词计算

下面分别对离散、半离散、连续 GIT2 FS 在模
糊映射下的词计算进行讨论.

4.1.1 离散GIT2 FS的词计算

设 ω 为一个离散 GIT2 FS, ω 可以表示为

ω =
∑
u∈U

∑
x∈Ju

a

x

u

因而

F (ω) =
∑
v∈V

∑
y∈Jv

a

y

v

这里, Jv = {y|y ∈ ⋃
f(u)=v Ju, µv

ω
≤ y ≤ µv

ω}, 并且

µv

ω
= max{µu

ω
|f(u) = v}

µv
ω = max{µu

ω|f(u) = v}

例 1. 设论域 U = {1, 2, 3}, V = {7, 9, 11} 上
的函数

f : U → V

定义为

f(2) = f(1) = 7, f(3) = 9

对应的模糊函数为

F : Γ1(U) → Γ1(V )

设 3̃ 是论域 U 上的一个半离散的 GIT2 FS, 表示如
下:

3̃ =

0.5
0.4
1

+

0.5
0.7
1

+

0.5
0.3
2

+

0.5
0.8
2

+

0.5
0.7
3

+

0.5
1
3

则

F (3̃) =

0.5
0.4
9

+

0.5
0.8
9

+

0.5
0.7
7

+

0.5
1
7

T2 FS 3̃ 及其像词 F (3̃) 分别如图 3 和图 8 所
示.
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图 8 离散 GIT2 FS 的像词

Fig. 8 Image word of discrete generalized IT2 FS

由图 8 知, 离散 GIT2 FS 的像词仍为离散广义
型, 且其次隶属度保持不变.
4.1.2 半离散GIT2 FS的词计算
设 ω 为一个半离散的 GIT2 FS, 论域 U1, V1 为

均离散, 且对于 ∀u ∈ U1, Ju ⊆ [0, 1] 是一个连通区
间, 从而 ω, F (ω) 可以分别表示为

ω =
∑
u∈U1

∫
x∈Ju

a

x
u

F (ω) =
∑
v∈V1

∫
y∈Jv

a

y

v

这里, v = f(u), Jv = [µv

ω
, µv

ω], µv

ω
, µv

ω 分别定义如

下:
µv

ω
= max{µu

ω
|f(u) = v}

µv
ω = max{µu

ω|f(u) = v}
例 2. 设论域 U1 = {0, 1, 2, 3}, V1 = {0, 3, 4}

上的一个函数

g : U1 → V1

定义为 g(0) = g(2) = 3, g(1) = 4, g(3) = 0.
其对应的模糊函数为

G : Γ1(U1) → Γ1(V1)

则 GIT2 FS1̃ 及其像词 G(1̃) 为

1̃=

0.6
[0.3, 0.7]

0
+

0.6
[0.6, 0.9]

1
+

0.6
[0.4, 0.8]

2
+

0.6
[0.2, 0.5]

3

G(1̃) =

0.6
[0.4, 0.8]

3
+

0.6
[0.6, 0.9]

4
+

0.6
[0.2, 0.5]

0

T2 FS 1̃ 及其像词 G(1̃) 分别如图 5 和图 9 所示.

图 9 半离散 T2 FS 的像词

Fig. 9 Image word of half discrete T2 FS

由图 5 和图 9 可见, 半离散 GIT2 FS 的像词仍
为一个半离散的 GIT2 FS, 但是与初始词相比, 像
词中平行于底面的线段的长度与条数都发生了变化.

4.1.3 连续GIT2 FS的词计算

设 ω 为定义在论域 U2 上的一个连续的 GIT2
FS, 这里 U2 为连通论域, ∀u ∈ U2, Ju 是一个连通

区间, 则 ω, F (ω) 可以表示为

ω =
∫

u∈U2

∫

x∈Ju

a

(u, x)
Ju ⊆ [0, 1]

F (ω) =
∫

v∈V2

∫

y∈Jv

a

(v, y)

这里, v = f(u), Jv 的定义如式 (4).
例 3 给出了 GIT2 FS 在一个二次模糊函数的

像词.
例 3. 论域 U2 = [0, 1] 上的函数 h : U2 → U2

定义如下:
h(u) = u2

将其转化为对应的模糊函数为

H : Γ1(U2) → Γ1(U2)

论域 U2 上的一个 GIT2 FS ω 表示为

ω =
∫

u∈[0.4,0.5]

∫

x∈[0,5u−2]

0.8
(u, x)

+

∫

u∈[0.5,0.6]

∫

x∈[10u−5,5u−2]

0.8
(u, x)

+

∫

u∈[0.6,0.7]

∫

x∈[−10u+7,−5u+4]

0.8
(u, x)

+
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∫

u∈[0.7,0.8]

∫

x∈[0,−5u+4]

0.8
(u, x)

(7)

ω 对应的图形如图 10 所示.

图 10 连续 T2 FS 的初始词

Fig. 10 Initial word of continuous Type-2 FS

则

H(ω) =
∫

v∈[0.16,0.25]

∫

x∈[0,5
√

v−2]

0.8
(v, x)

+

∫

v∈[0.25,0.36]

∫

x∈[10
√

v,5
√

v−2]

0.8
(v, x)

+

∫

v∈[0.36,0.49]

∫

x∈[−10
√

v+7,−5
√

v+4]

0.8
(v, x)

+

∫

v∈[0.49,0.64]

∫

x∈[0,−5
√

v+4]

0.8
(v, x)

(8)

像词 H(ω) 对应的图形如图 11 所示.

图 11 连续 T2 FS 的像词

Fig. 11 Image word of continuous T2 FS

由图 11 知, 在模糊映射的作用下, GIT2 FS ω

(图 10) 的像词 H(ω) (图 11) 的形状发生变化, 与
初始词进行比较可以发现: ω 的图形具有对称性, 且
边界均为三角函数, 但在模糊映射的作用下, 其像

词 F (ω) 不再具有对称性, 其边界也不再是三角函
数.
由上述系列图可知, GIT2 FS 的像仍为一个

GIT2 FS, 即一个三维的空间图形, 其第二个隶属度
为常值, 且在模糊映射的作用下保持不变.
同时还可以看出, 一个连续的 GIT2 FS 在模糊

映射下的像仍然是连续的, 因此, 对于这类模糊集合
在连续映射下的计算, 实际上是对其对应的不确定
覆盖域的计算.

4.2 基于模糊规则的GIT2 FS的计算

假设一个二型模糊规则基 R : Γ(U3) → Γ(V3)
由 n 条单输入单输出模糊规则组成:

r1: 若 u 为 ω1, 则 v 为 ν1;
r2: 若 u 为 ω2, 则 v 为 ν2;

...
rn: 若 u 为 ωn, 则 v 为 νn;

ωi =
∫

u∈U

∫

x∈[mi(u),ni(u)]

ai

(u, x)

νi =
∫

v∈V

∫

y∈[fi(u),gi(u)]

bi

(v, y)

其中, mi(u), ni(u), fi(u), gi(u) 分别表示
FOU(ωi), FOU(νi) 的上、下边界的隶属函数,
ai, bi ∈ [0, 1], i = 1, 2, · · · , n.

设初始词 ω 表示如下:

ω =
∫

u∈U

∫

x∈[r(u),s(u)]

c

(u, x)

上述 T2 FS 的计算可转化为其对应的不确定覆
盖域 FOU 的计算[15]. 假设上述 n 条规则中只有第

ri 条规则被初始词 ω 激活 (即 ω 仅与 ωi 的上、下

边界的匹配度不为 0), 分别计算 ω 与第 ri 条规则的

初始词 ωi 的上、下边界的匹配度
[29], 记为

λi = max{ni(u)|ni(u) = s(u)}

µi = max{mi(u)|mi(u) = r(u)}

匹配度 λi, µi 如图 12.
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图 12 GIT2 FS 在模糊规则下的像词

Fig. 12 Image word of GIT2 FS under fuzzy rule

图 12 的左图中白色菱形部分为 FOU(ω),
FOU(ωi) 的交集. 由图 12 可知, 在模糊规则
基的作用下, ω 的像词 R(ω) 的不确定覆盖域
FOU(R(ω)) 为图 12 中右图阴影部分区域, 其上、
下边界 s∗(u), r∗(u) 分别为

s∗(u) =

{
fi(u), fi(u) < λi

λi, fi(u) ≥ λi

r∗(u) =

{
gi(u), gi(u) < µi

µi, gi(u) ≥ µi

从而, 词 ω 的像词表示为

R(ω) =
∫

v∈V

∫

y∈[r∗(u),s∗(u)]

k

(v, y)

其中, k = min{ai, bi, c}.
若有两条或者两条以上的规则同时被激活, 则

按照上述方法分别计算出在每条被激活规则下的像

词, 再按照文献 [8] 的方法对所有的像词进行转化就
可以得到最终的像词.

5 结论

本文提出了 GIT2 FS 的概念以解决关于一般
T2 FS 的计算与推理问题, 讨论了基于模糊映射
和基于模糊规则两种情形下的 GIT2 FS 的词计
算, 前者主要运用二型模糊集合的扩展原理, 通过
将 GIT2 FS 分成离散、半离散及连续三类, 结合扩
展原理进行推理与计算, 后者采用匹配度法进行计
算.
由于二型模糊集合难以理解, 因此本文提供的

例子中相关的映射并不复杂, 从而其计算相对来说
比较容易. 在映射比较复杂的情况下, 定义在离散
论域上的二型模糊集合, 其计算难易程度变化不大,
但对于连续论域上的二型模糊集合, 其计算复杂度
增大, 需要运用类似一型模糊集合的分解定理与合

成原理, 同时还将复杂映射分解为一系列分段单调
映射来进行计算和推理以利于得到像词的清晰表达

式.
本文的工作为后续研究奠定了理论基础. 我们

即将开展的研究主要是将本文的工作应用于管理系

统的建模与分析 (如员工行为、管理制度的评价及二
者之间的交互的动力学研究), 其中还需要我们提出
的新理论与方法 (如时变论域、动态模糊规则等).
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