
第 38 卷 第 5 期 自 动 化 学 报 Vol. 38, No. 5

2012 年 5 月 ACTA AUTOMATICA SINICA May, 2012

学习辨识: 最小二乘算法及其重复一致性

孙明轩 1 毕宏博 1

摘 要 针对重复时变系统, 提出学习辨识方法用于估计系统的时变参数. 讨论了有限时间作业区间上重复运行的时变系统

以及周期时变系统两种情形. 文中给出最小二乘学习算法的推导过程, 并分析了所提算法的收敛性. 结果表明, 当重复持续激

励条件成立时, 提出的学习算法具有重复一致性, 能够给出时变参数的完全估计. 通过数值算例进一步验证了学习算法的有效

性.
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Learning Identification: Least Squares Algorithms and

Their Repetitive Consistency
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Abstract This paper presents a learning identification method for stochastic systems with time-varying parametric

uncertainties. The systems undertaken perform tasks repetitively over a pre-specified finite-time interval, and a least

squares learning algorithm is derived on the basis of the repetitive operations. The learning identification method applies

to periodically time-varying systems. It is shown that the estimates converge to the time-varying values of the parame-

ters, and the complete estimation can be achieved under repetitive persistent excitation condition, a sufficient condition

for establishing repetitive consistency of the learning algorithms. Numerical results are presented to demonstrate the

effectiveness of the proposed learning algorithms.
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实际中常见的重复系统是在有限作业区间上重

复运行的动态系统, 如装配生产线上的工业机器人、
焊接机、注塑机、半导体晶片制作过程以及化工间

歇生产过程等. 执行周期轨迹跟踪任务的动态系统
是另外一类重复系统. 由于执行周期轨迹跟踪任务,
这类系统往往遭遇周期干扰, 如电力电子线路中的
逆变器. 因此, 重复系统的辨识与控制是具有实际意
义的研究课题.
相对而言, 已发表文献较多涉及线性周期系统,

如 Hill 方程[1] 以及一般线性时变系统[2]. 本文研究
重复时变系统动态特性中时变参数的学习估计问题.
按照学习方法中的不变性原理, 假设系统动态特性
是可重复的, 其中的时变参数为不变量. 这样, 某系
统在指定区间上重复运行时, 动态特性中的时变参
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数随时间而变化, 但其变化规律在每一次运行时相
同, 即不随重复次数变化. 沿重复轴来看, 固定时刻
对应的参数是一固定值, 如图 1 所示. 它启发我们
沿重复轴来构造学习辨识算法. 在该固定时刻对应
的输入输出数据沿重复轴方向满足持续激励条件时,
便可获得该固定时刻对应参数的一致性估计. 如果
重复激励条件在系统作业区间上每一点成立, 可获
得该时变参数在所有时刻的真值 (即完全估计). 需
要指出的是, 无论参数慢变、快变甚至突变, 学习辨
识算法可以给出其完全估计. 周期系统的参数沿时
间轴呈周期性变化, 每个周期中某时刻对应的参数
是固定不变的. 学习辨识方法也可用于周期参数的
估计.

递推辨识算法中的参数估值修正是沿时间轴逐

步计算的, 学习辨识类似于递推辨识, 只是其算法是
沿重复轴进行的. 递推辨识方法尤其是其中的递推
最小二乘算法在实际场合得到了广泛应用[3−5]. 递
推算法利用新获得的观测数据, 修正系统参数估值,
当满足充分激励条件时, 参数估值能一致收敛于真
值. 为了获得递推算法的一致收敛性, 可以利用鞅
进行分析[3−10]. 目前已发表的结果集中于定常系统,
即被估参数均为常值. 在处理时变系统时, 人们发现
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递推最小二乘算法不具备跟踪能力[11]. 在时变系统
辨识领域, 多考虑递推算法或其修正算法的跟踪能
力, 理论上给出参数估计误差上界[4−5, 12]. 例如加权
最小二乘, 这类算法包括矩形窗、指数窗 (遗忘因子)
等. 对于不可简化 (Irreducible) 非平稳过程, 这些
结果更准确地评价参数估计精度, 具有重要的应用
价值.
众所周知, 针对递推算法而言, 如果不知道时变

参数的变化规律, 那么时变参数估计是不存在一致
收敛性的. 本文提出的最小二乘学习辨识方法, 通过
系统重复运行, 能够获得时变系统中时变参数的一
致估计. 因此, 学习辨识方法为时变系统辨识提供了
一种有效途径, 具有理论上的 “必要性”. 实际中的
确存在大量有限区间上重复运行的动态系统, 学习
辨识是具有应用背景的.
本文所谓的学习辨识方法是指可简化 (Re-

ducible) 非平稳过程的参数估计, 其动机来自迭代
学习控制的基本思想[13]. 在迭代学习控制的压缩映
射方法中, 其收敛性分析需建立输出收敛性. 一种间
接的途径是输入误差分析法, 即先分析算法的输入
误差的收敛性, 然后证明输出轨迹收敛于期望轨迹.
文献 [14] 给出的迭代学习辨识的提法正是出于输入
误差分析法, 但导出的算法收敛条件往往是苛刻的.
另一种企图是借鉴、推广递推辨识方法, 以迭代学
习机制进行时变系统辨识[15−19]. 相对于压缩映射方
法, 后者适用范围较宽.
针对重复时变系统, 本文先推导学习算法. 提出

能够衡量重复估计性能的指标函数, 求出最小二乘
解, 并给出有限区间时变系统的迭代学习最小二乘
算法和周期时变系统的周期学习最小二乘算法. 继
而分析最小二乘学习算法性能, 在重复持续激励条
件下, 证明学习算法重复一致性. 完成仿真算例, 说
明学习算法在时变参数估计方面的有效性.

1 学习算法

本节将推导重复时变系统的最小二乘学习算法,
包括迭代学习和周期学习两种情形.

两种时变参数之区别参见图 1 和图 2.

1.1 迭代学习最小二乘算法

考虑下述有限区间上重复运行的单输入单输出

离散时变系统

A(q−1, t)yk(t) = B(q−1, t)uk(t) + wk(t) (1)

其中, t (0, 1, · · · , N) 表示时间, k (0, 1, 2, · · · ) 表
示重复次数; uk(t) 和 yk(t) 分别为第 k 次重
复时刻 t 的系统输入和输出, wk(t) 为干扰变
量; A(q−1, t), B(q−1, t) 为后移位算子 q−1 的时

变多项式: A(q−1, t) = 1 + a1(t)q−1 + · · · +
an(t)q−n, B(q−1, t) = b1(t)q−1 + · · · + bm(t)q−m;
a1(t), · · · , an(t) 及 b1(t), · · · , bm(t) 为未知时变

参数, 本文假设这些未知参数是重复独立的,
即对于固定的时刻, 它们沿重复轴是恒定不
变的. 定义 φφφk(t) = [−yk(t − 1), · · · ,−yk(t −
n), uk(t − 1), · · · , uk(t − m)]T, θθθ(t) = [a1(t), · · · ,
an(t), b1(t), · · · , bm(t)]T, 可将系统 (1) 写成下面的
回归形式:

yk(t) = φφφT
k (t)θθθ(t) + wk(t) (2)

图 1 重复时变参数

Fig. 1 Repetitively time-varying parameters

图 2 周期时变参数

Fig. 2 Periodically time-varying parameters

系统在给定的作业区间上重复运行时, 记录
或量测由第 1 次至第 k 次运行时的输入输出数据
{yi(t),φφφi(t), 0 ≤ t ≤ N, i = 0, 1, · · · , k}. 对于固定
的时刻 t ∈ {0, 1, · · · , N}, 记

YYY k(t) = [y0(t), · · · , yk(t)]T

Φk(t) = [φφφ0(t), · · · ,φφφk(t)]
T

WWW k(t) = [w0(t), · · · , wk(t)]T

可将表示 k 次重复运行的系统特性表达为

YYY k(t) = Φk(t)θθθ(t) + WWW k(t) (3)

为了能够给出 θθθ(t) 的估计 θ̂θθk(t), 考虑下述指标函
数:

Jk(θ̂θθk(t), t) =
1
2
[YYY k(t)− Φk(t)θ̂θθk(t)]T×
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[YYY k(t)− Φk(t)θ̂θθk(t)] (4)

可以看出, 对于固定的时刻 t, 该指标函数是关于 k
的累加和. 当 ΦT

k (t)Φk(t) 可逆时,

2Jk(θ̂θθk(t), t) =

YYY T
k (t)[I − Φk(t)(ΦT

k (t)Φk(t))−1ΦT
k (t)]YYY k(t) +

[θ̂θθk(t)− (ΦT
k (t)Φk(t))−1ΦT

k (t)YYY k(t)]TΦT
k (t)×

Φk(t)[θ̂θθk(t)− (ΦT
k (t)Φk(t))−1ΦT

k (t)YYY k(t)]

欲使上式最小, 可取

θ̂θθk(t) = (ΦT
k (t)Φk(t))−1ΦT

k (t)YYY k(t) (5)

这时达到的指标函数最小值为

Jk(θ̂θθk(t)) =
1
2
YYY T

k (t)[I − Φk(t)(ΦT
k (t)Φk(t))−1×

ΦT
k (t)]YYY k(t) (6)

式 (5) 给出了时变参数的最小二乘估计. 这一算法
将 k 次重复运行获得的系统输入输出数据集中处理,
一次性给出固定时刻 θθθ(t) 的估计, 0 ≤ t ≤ N . 从
式 (5) 中可以看出, 最小二乘估计需完成矩阵求逆
计算. 为了回避矩阵求逆计算, 可以借鉴递推最小二
乘算法, 推导沿重复轴的 “递推” 算法, 即迭代学习
最小二乘算法.
定义

P−1
k (t) = ΦT

k (t)Φk(t) (7)

这样

P−1
k (t) = P−1

−1 (t) +
k∑

i=0

Φi(t)ΦT
i (t) =

P−1
−1 (t) +

k−1∑
i=0

Φi(t)ΦT
i (t) + φφφk(t)φφφ

T
k (t)

因而, P−1
k (t) 具有如下递推关系:

P−1
k (t) = P−1

k−1(t) + φφφk(t)φφφ
T
k (t) (8)

利用矩阵求逆公式, (A + BCD)−1 = A−1 −
A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1, 取 A = P−1

k−1(t),
B = φφφk(t), C = I, D = φφφT

k (t), 可得

Pk(t) = Pk−1(t)− Pk−1(t)φφφk(t)φφφ
T
k (t)Pk−1(t)

1 + φφφT
k (t)Pk−1(t)φφφk(t)

(9)

上式两端同乘 φφφk(t),

Pk(t)φφφk(t) =
Pk−1(t)φφφk(t)

1 + φφφT
k (t)Pk−1(t)φφφk(t)

(10)

由式 (5) 以及 P−1
k (t) 的定义知,

θ̂θθk(t) = Pk(t)ΦT
k (t)YYY k(t)×

Pk(t)[ΦT
k−1(t)YYY k−1(t) + φφφk(t)yk(t)] (11)

注意到

ΦT
k (t)YYY k(t) = P−1

k (t)θ̂θθk(t)

可将式 (11) 写成

θ̂θθk(t) = Pk(t)[P−1
k−1(t)θ̂θθk−1(t) + φφφk(t)yk(t)]

进一步, 利用式 (8),

θ̂θθk(t) = Pk(t)[(P−1
k (t)−φφφk(t)φφφ

T
k (t))θ̂θθk−1(t)+

φφφk(t)yk(t)] = θ̂θθk−1(t)−Pk(t)φφφk(t)φφφ
T
k (t)θ̂θθk−1(t)+

Pk(t)φφφk(t)yk(t) = θ̂θθk−1(t) + Pk(t)φφφk(t)[yk(t)−
φφφT

k (t)θ̂θθk−1(t)] (12)

将式 (10) 代入上式, 可得:

θ̂θθk(t) = θ̂θθk−1(t) +
Pk−1(t)φφφk(t)

1 + φφφT
k (t)Pk−1(t)φφφk(t)

ek(t)

(13)

式 (9) 及式 (13) 构成最小二乘学习算法, 其
中, P−1(t) = p(t)I, θ̂θθ−1(t) = 0, ek(t) = yk(t) −
φφφT

k (t)θ̂θθk−1(t). 像所期望的那样, 这一算法中无矩阵
求逆运算, 上述推导类似于递推算法的推导. 不同之
处在于: 递推算法是沿时间轴逐步估计的, 而学习算
法是针对每个固定时刻, 沿重复轴逐次计算的.
当初值取 P−1(t) = p(t)I 时, 利用矩阵求逆公

式知

P−1
k (t) = P−1

−1 (t) + ΦT
k (t)Φk(t) (14)

式 (14) 与式 (7) 是有区别的, 但经同样的推导过程,
在式 (14) 的定义下, 仍然能够获得上述最小二乘学
习算法.

有限区间时变系统的迭代学习辨识的具体实现

步骤如下:
步骤 1. 对于 t = 0, 1, · · · , N , 给定参数初始估

值 θ̂θθ−1(t) = 0 和迭代公式中所需的 P−1(t) 值, 并置
k = 0;
步骤 2. 第 k 次重复运行时, 记录或量测数据

uk(t), yk(t);
步骤 3. 计算 φφφk(t) 及 ek(t);
步骤 4. 依照式 (13) 计算 θ̂θθk(t);
步骤 5. 依照式 (9) 计算 Pk(t);
步骤 6. 检验迭代停止条件. 若条件满足则停止

运行; 否则置 k = k + 1, 转至步骤 2.
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1.2 周期学习最小二乘算法

周期时变系统沿时间轴连续运行, 其参数的
周期为 N , 则时间变量可表示为 t + kN , t =
0, 1, · · · , N−1, k = 0, 1, · · · . 参数满足 θθθ(t+kN) =
θθθ(t + (k − 1)N). 当系统在有限区间上重复运行时,
作业区间为 N , 其时间变量为 t = 0, 1, · · · , N , 重
复次数 k = 0, 1, · · · . 显然, 这类重复系统不必要求
θθθ(kN) = θθθ((k − 1)N).

周期系统运行时, 将各周期内时刻 t 相对应的
输入输出数据记录或量测下来, 并记 YYY (t + kN) =
[y(t), y(t + N), · · · , y(t + kN)]T, Φ(t + kN) =
[φφφ(t),φφφ(t + N), · · · ,φφφ(t + kN)]T. k 个周期的系
统特性可统一表达为

YYY (t + kN) = Φ(t + kN)θθθ(t + kN) + WWW (t + kN)
(15)

其中, WWW (t + kN) = [w(t), w(t + N), · · · , w(t +
kN)]T, 表示系统在 t 时刻 k 个周期内的量测噪声
向量. 此时的指标函数可写为

J(θ̂θθ(t + kN), t + kN) =
1
2
[YYY (t + kN)− Φ(t + kN)θ̂θθ(t + kN)]T×

[YYY (t + kN)− Φ(t + kN)θ̂θθ(t + kN)] (16)

欲使上式最小, 可取

θ̂θθ(t + kN) = (ΦT(t + kN)Φ(t + kN))−1×
ΦT(t + kN)YYY (t + kN) (17)

为了回避求逆计算, 仿照迭代学习最小二乘算法的
推导过程, 可给出下述周期学习最小二乘算法:

P (t + kN) = P (t + (k − 1)N)−
a(t + kN)P (t + (k − 1)N)×
φφφ(t + kN)φφφT(t + kN)P (t + (k − 1)N) (18)

θ̂θθ(t + kN) = θ̂θθ(t + (k − 1)N) + a(t + kN)×
P (t + (k − 1)N)φφφ(t + kN)e(t + kN) (19)

其中, a(t + kN) = 1/(1 + φφφT(t + kN)P (t + (k −
1)N)φφφ(t + kN)), e(t + kN) = y(t + kN)−φφφT(t +
kN)θ̂θθ(t + (k − 1)N).
周期学习辨识的具体实现步骤如下:
步骤 1. 给定初始参数估值 θ̂θθ(t − N) = 0,

P (t−N), 其中, t = 0, 1, · · · , N − 1, 并置 k = 0;
步骤 2. 在第 k 个周期内, 记录或量测数据

u(t + kN), y(t + kN);
步骤 3. 计算 φφφ(t + kN) 及 e(t + kN);
步骤 4. 依照式 (19) 计算 θ̂θθ(t + kN);
步骤 5. 依照式 (18) 计算 P (t + kN);

步骤 6. 检验迭代停止条件, 若条件满足则停止
运行; 否则置 k = k + 1, 转至步骤 2.

2 收敛性分析

迭代学习算法依据系统在作业区间上重复运行

中的输入输出数据, 获得参数估值. 由于作业区间是
有限的, 无法得到常规意义下的估计一致性, 只能获
得重复一致性, 即:

lim
k→∞

θ̂θθk(t) = θθθ(t), a. s. (20)

周期学习算法的重复一致性是指:

lim
k→∞

θ̂θθ(t + kN) = θθθ(t), a. s. (21)

这里, θθθ(t + kN) = θθθ(t), 对于所有 k 成立.

2.1 迭代学习最小二乘算法的重复一致性

对于固定时刻 t ∈ {0, 1, · · · , N}, 记FFF k(t) 为
由经历 k 次重复作业获得的输入输出数据所构成的
σ 代数. 为了对提出的学习算法进行收敛性分析, 做
如下假设:
假设 1. E[wk(t)|FFF k−1(t)]=0, a. s.
假设 2. 存在关于 t 一致有界的 σw(t), 使得:

E[w2
k(t)|FFF k−1(t)] ≤ σ2

w(t), a. s. (22)

假设 3. 下述重复持续激励条件成立:

α(t)I ≤ 1
k + 1

k∑
i=0

φφφi(t)φφφ
T
i (t) ≤ β(t)I,

a. s. (23)

式中, α(t), β(t) > 0.
引理 1. 如果存在 k0, 使得 |P−1

k0−1(t)| > 1 但有
界, 那么,

k∑
i=k0

|P−1
i (t)| − |P−1

i−1(t)|
|P−1

i (t)|(ln|P−1
i (t)|)δ(t)

< ∞ (24)

其中, δ(t) > 1, |(·)| 表示矩阵 (·) 的行列式.
证明. 对于 k ≥ k0,

k∑
i=k0

|P−1
i (t)| − |P−1

i−1(t)|
|P−1

i (t)|(ln|P−1
i (t)|)δ(t)

≤
∫ |P−1

k (t)|

|P−1
k0−1(t)|

dx

x(lnx)δ(t)
=

−1
δ(t)− 1

· 1
(lnx)δ(t)−1

∣∣∣∣
|P−1

k (t)|

|P−1
k0−1(t)|

=

1
δ(t)− 1

[
1

(ln|P−1
k0−1(t)|)δ(t)−1

−
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1
(ln|P−1

k (t)|)δ(t)−1

]
≤

1
δ(t)− 1

1
(ln|P−1

k0−1(t)|)δ(t)−1

由 ln|P−1
k0−1(t)| > 0 有界, 证得式 (24). ¤

引理 2. 在持续激励条件 (23) 下,
[

1
p(t)

+ α(t)(k + 1)
]n+m

≤ |P−1
k (t)| ≤

[
1

p(t)
+ β(t)(k + 1)

]n+m

, a. s. (25)

证明. 将式 (23) 写成

α(t)(k + 1)I ≤
k∑

i=0

φφφi(t)φφφ
T
i (t) ≤

β(t)(k + 1)I, a. s. (26)

由 P−1
k (t) 的定义, 式 (26) 可写成

P−1
−1 (t) + α(t)(k + 1)I ≤ P−1

k (t) ≤
P−1
−1 (t) + β(t)(k + 1)I, t ∈ {0, 1, · · · , N}

取 P−1(t) = p(t)I, p(t) > 0, 上式可写成
(

1
p(t)

+ α(t)(k + 1)
)

I ≤ P−1
k (t) ≤

(
1

p(t)
+ β(t)(k + 1)

)
I, t ∈ {0, 1, · · · , N}

利用对称矩阵特征值的单调性,

λi

[(
1

p(t)
+ α(t)(k + 1)

)
I

]
≤ λi[P−1

k (t)] ≤

λi

[(
1

p(t)
+ β(t)(k + 1)

)
I

]
, t ∈ {0, 1, · · · , N}

(27)

λi(A) 为矩阵 A 按大小顺序排列的第 i 个特征值.
因为 |P−1

k (t)| = ∏n+m

i=1 λi[P−1
k (t)], 故由式 (27) 知

∣∣∣∣
(

1
p(t)

+ α(t)(k + 1)
)

I

∣∣∣∣ ≤ |P−1
k (t)| ≤

∣∣∣∣
(

1
p(t)

+ β(t)(k + 1)
)

I

∣∣∣∣ , t ∈ {0, 1, · · · , N}
(28)

¤
通常选取 p À 1, 这样无法保证 |P−1

−1 (t)| > 1,
甚至也无从保证前几次迭代的 |P−1

k (t)| 的值大于 1.
由引理 2 知, 持续激励条件 (23) 可保证随着迭代次
数的增加, |P−1

k (t)| 不断增大. 这样, 引理 1 的假设
条件得以保证.

由式 (8) 可推知

P−1
k−1(t) = P−1

k (t)−φφφk(t)φφφ
T
k (t) =

P−1
k (t)(I − Pk(t)φφφk(t)φφφ

T
k (t))

两边取行列式,

|P−1
k−1(t)| = |P−1

k (t)||I − Pk(t)φφφk(t)φφφ
T
k (t)|

由于

|I − Pk(t)φφφk(t)φφφ
T
k (t)| = 1−φφφT

k (t)Pk(t)φφφk(t)

得到

φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t) =

|P−1
k (t)| − |P−1

k−1(t)|
|P−1

k (t)| (29)

将式 (29) 代入式 (24), 可得:

k∑
i=k0

φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)

(ln|P−1
i (t)|)δ(t)

< ∞ (30)

为了方便叙述获得的结果, 我们需引入 “O” 记
号. 当 k → ∞, 序列 fk → 0, gk → 0; fk = O(gk)
表示存在正数 c > 0及正整数 k0, 使得当 k ≥ k0 时,∣∣∣ fk

gk

∣∣∣ ≤ c.

定理 1. 在假设 1∼ 3 成立时,

‖θ̃θθk(t)‖ = O

(√
(ln | P−1

k (t) |)δ(t)

λmin[P−1
k (t)]

)
a. s. (31)

式中, θ̃θθk(t) = θθθ(t) − θ̂θθk(t), λmin[P−1
k (t)] 为 P−1

k (t)
的最小特征值.
证 明. 定 义 非 负 定 函 数 Vk(t) =

θ̃θθ
T

k (t)P−1
k (t)θ̃θθk(t). 利用式 (10) 及式 (13) 可得:

θ̃θθk(t) = θ̃θθk−1(t)− Pk(t)φφφk(t)(φφφ
T
k (t)θ̃θθk−1(t) + wk(t))

因而

Vk(t) =

[θ̃θθ
T

k−1(t)−φφφT
k (t)PT

k (t)(φφφT
k (t)θ̃θθk−1(t) + wk(t))]

P−1
k (t)[θ̃θθk−1(t)− Pk(t)φφφk(t)(φφφ

T
k (t)θ̃θθk−1(t)+

wk(t))] = θ̃θθ
T

k−1(t)P
−1
k (t)θ̃θθk−1(t)−

2θ̃θθ
T

k−1(t)φφφk(t)[φφφ
T
k (t)θ̃θθk−1(t) + wk(t)]+

φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)[φφφ

T
k (t)θ̃θθk−1(t) + wk(t)]2

将式 (8) 代入上式第 1 项,

Vk(t) = θ̃θθ
T

k−1(t)[P
−1
k−1(t) + φφφk(t)φφφ

T
k (t)]θ̃θθk−1(t)−

2θ̃θθ
T

k−1(t)φφφk(t)[φφφ
T
k (t)θ̃θθk−1(t) + wk(t)]+
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φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)[φφφ

T
k (t)θ̃θθk−1(t) + wk(t)]2 =

Vk−1(t)− (1−φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t))[φφφ

T
k (t)θ̃θθk−1(t)]2−

2[1−φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)]φφφ

T
k (t)θ̃θθk−1(t)wk(t)+

φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)w

2
k(t) (32)

又因为

1−φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)=[1+φφφT

k (t)Pk−1(t)φφφk(t)]
−1≥0

故

Vk(t) ≤ Vk−1(t)− 2[1−φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)]φφφ

T
k (t)×

θ̃θθk−1(t)wk(t) + φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)w

2
k(t)

上式两边取数学期望

E[Vk(t)|FFF k−1(t)] ≤
Vk−1(t) + φφφT

k (t)Pk(t)φφφk(t)σ
2
w(t), a. s. (33)

定义Wk(t) = Vk(t)/(ln|P−1
k (t)|)δ(t). 由式 (33) 知,

E[Wk(t)|FFF k−1(t)] ≤ (34)

Vk−1(t)
(ln|P−1

k (t)|)δ(t)
+

φφφT
k (t)Pk(t)φφφk(t)

(ln|P−1
k (t)|)δ(t)

σ2
w(t) ≤

Wk−1(t) +
φφφT

k (t)Pk(t)φφφk(t)
(ln|P−1

k (t)|)δ(t)
σ2

w(t), a. s.

在 σw(t) 关于 t 一致有界的假设下, 利用式 (30), 并
根据文献 [3] 中推论 D.5.1 可知, 当 k → ∞ 时, 对
固定的 t, Wk(t) 收敛于一有穷随机变量. 因此,

Vk(t) = O((ln|P−1
k (t)|)δ(t)), a. s. (35)

另一方面,

Vk(t) ≥ λmin[P−1
k (t)]‖θ̃θθk(t)‖2 (36)

结合式 (35) 及式 (36), 可证得定理. ¤
利用 ln|P−1

k (t)| = O(lnλmax[P−1
k (t)]), 并依据

式 (31), 可得

‖θ̃θθk(t)‖ = O

(√
(ln[λmaxP

−1
k (t)])δ(t)

λmin[P−1
k (t)]

)
, a. s.

(37)

定理 1 是在 σw(t) 关于 t 一致有界的假设下获
得的, 实际上可将上述结果推广到方差无界的情形.

假设 4. 对于 ε(t) > 0,

E[w2
k(t)|FFF k−1(t)] = O((ln|P−1

k (t)|)ε(t)), a. s.
(38)

定理 2. 在假设 1, 3, 4 成立时, 当 δ(t) ≥
1 + ε(t),

‖θ̃θθk(t)‖ = O

(√
(ln | P−1

k (t) |)δ(t)−ε(t)

λmin[P−1
k (t)]

)
, a. s.

(39)

证明. 记 σw,k(t) = E[w2
k(t)|FFF k−1(t)]. 由式

(33) 知,

E[Wk(t)|FFF k−1(t)] ≤
Vk−1(t)

(ln | P−1
k (t) |)δ(t)

+
φφφT

k (t)Pk(t)φφφk(t)
(ln | P−1

k (t) |)δ(t)
σ2

w,k(t) ≤

Wk−1(t) +
φφφT

k (t)Pk(t)φφφk(t)
(ln | P−1

k (t) |)δ(t)
σ2

w,k(t)

由引理 1, 并根据文献 [3] 中推论 D.5.1, 当 k → ∞
时, 对固定的 t, Wk(t) 收敛于一有穷随机变量. 因
此,

Vk(t) = O((ln | P−1
k (t) |)δ(t)−ε(t)), a. s. (40)

至此容易证得定理. ¤
由于 ln|P−1

k (t)| = O(lnλmax[P−1
k (t)]), 并据式

(39), 可得:

‖θ̃θθk(t)‖ = O

(√
(ln[λmaxP

−1
k (t)])δ(t)−ε(t)

λmin[P−1
k (t)]

)
, a. s.

(41)

由持续激励条件式 (23) 及式 (37), 得到下述关
于 ‖θ̃θθk(t)‖ 收敛速率的估计:

‖θ̃θθk(t)‖ = O

(√
(lnk)δ(t)

k

)
, a. s. (42)

在相同持续激励条件下, 由式 (41) 得到下述关于
‖θ̃θθk(t)‖ 收敛速率的估计:

‖θ̃θθk(t)‖ = O

(√
(lnk)δ(t)−ε(t)

k

)
, a. s. (43)

2.2 周期学习最小二乘算法的重复一致性

下面针对周期学习最小二乘算法进行收敛性分

析. 对于固定时刻 t ∈ {0, 1, · · · , N − 1}, 记FFF (t +
kN) 为系统经由 k 个周期的输入输出数据构成的 σ
代数.
假设 5. E[w(t + kN)|FFF (t + (k − 1)N)] =

0, a. s.
假设 6. 存在关于 t 一致有界的 σw(t) 使得:

E[w2(t + kN)|FFF (t + (k − 1)N)] ≤ σ2
w(t), a. s.

(44)



704 自 动 化 学 报 38卷

假设 7. 下述持续激励条件成立:

α(t)I ≤ 1
k + 1

k∑
i=0

φφφ(t + iN)φφφT(t + iN) ≤ β(t)I,

a. s.
(45)

式中, α(t), β(t) > 0.
定理 3. 当假设 5∼ 7 成立时,

‖θ̃θθ(t + kN)‖ = O

(√
(ln | P−1(t + kN) |)δ(t)

λmin[P−1(t + kN)]

)
,

a. s.
(46)

式中, δ(t) > 1, θ̃θθ(t+kN) = θθθ(t+kN)− θ̂θθ(t+kN),
λmin[P−1(t + kN)] 为 P−1(t + kN) 的最小特征值.
定理 3 是在 σw(t) 关于 t 一致有界的条件下获得的,
也可将上述结果推广到方差无界的情形.
假 设 8. 对 于 ε(t) > 0, E[w2(t +

kN)|FFF (t + (k − 1)N)] = O((ln|P−1(t +
kN)|)ε(t)), a. s.
定理 4. 在假设 5, 7 和 8 成立时, 当 δ(t) ≥

1 + ε(t),

‖θ̃θθ(t+kN)‖ =O

(√
(ln | P−1(t + kN) |)δ(t)−ε(t)

λmin[P−1(t+kN)]

)
,

a. s.
(47)

其中, δ(t)− ε(t) ≥ 1.
定理 3 及定理 4 表明, 提出的周期学习最小二

乘算法在重复持续激励条件下, 可给出周期参数在
整个周期上的完全估计.
应该说明的是, 文中采用的分析手段和获

得的理论结果类似于递推算法分析的做法和结

果[3−10, 12]. 这一工作的意义在于, 借鉴已有的递
推算法分析方法, 给出有限区间时变系统的学习辨
识算法收敛性能; 获得的结果表明学习辨识可给出
时变参数沿整个作业区间的完全估计.

3 数值结果

本节完成数值算例, 以说明学习辨识算法可用
于动态系统中时变参数的估计. 首先, 考虑下述有限
区间时变系统:

yk(t + 1) + a1(t)yk(t) + a2(t)yk(t− 1) =
b1(t)uk(t) + b2(t)uk(t− 1) + wk(t + 1)

其中

a1(t) = −1.5 + sin
(

2N

t + 1

)

a2(t) = 0.7 + 0.01t sin
(

πt

5

)

b1(t) = 1 +
sin

(
2πt

61

)

t + 1
b2(t) = 0.1 + 0.1t

1
2

仿真中, N = 50. 对于 t = 0, 1, 2, · · · , N, k =
0, 1, 2, · · · , uk(t) 取值为 [−0.5, 0.5] 上的均匀分布
的随机变量, wk(t) = 0.01randn. 这里, randn 为
服从 (0, 1) 正态分布的随机变量的产生函数. 在
最小二乘学习算法 (9) 及算法 (13) 中, 设置初值
P−1(t) = 106I4×4, θθθ−1(t) = [0, 0, 0, 0]T. 为了考
查收敛性能, 定义 Jk = max0≤t≤N |ek(t)|, ek(t) =
yk(t) − φφφT

k (t)θ̂θθk−1(t). 重复进行 50 次. 预报误差见
图 3, 参数估计结果见图 4. 由图 3 可以看出, 预报
误差随着迭代次数的增加而迅速减小, 并最后收敛
于一个较小的界内. 在图 4 中, 最后一次迭代所获得
的参数估值与参数真值基本吻合, 仿真结果表明了
参数估值的一致收敛性, 可以实现对待估计参数的
完全估计.

图 3 预报误差

Fig. 3 Predictive error with respect to repetition

图 4 参数估计结果

Fig. 4 Parameter estimations after learning
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下面考虑周期时变系统

y(t + 1) + a1(t)y(t) + a2(t)y(t− 1) =
b1(t)u(t) + b2(t)u(t− 1) + w(t + 1) (48)

其中

a1(t) = 1 + 0.3 sin
(

2πt

30

)

a2(t) = 0.7 + 0.3 cos
(

2πt

30

)

b1(t) = 1 + 0.3 sin
(

2πt

30

)

b2(t) = 0.5 + 0.3 sin
(

2πt

30

)

我们将式 (48) 中的时间变量改记为 t + kN .
在仿真中, 选取周期长度 N = 30, 重复次数 k =
0, 1, 2, · · · , u(t + kN) 取值为 [−0.5, 0.5] 上的均匀
分布的随机变量, w(t + kN) = 0.01randn. 这里,
randn 为服从 (0, 1) 正态分布的随机变量的产生函
数. 在最小二乘学习算法 (18) 及算法 (19) 中, 设置
初值 P (t − N) = 106I4×4, θθθ(t − N) = [0, 0, 0, 0]T.
为了考查收敛性能, 定义 Jk = max0≤t≤N−1|e(t +
kN)|, e(t + kN) = y(t + kN) − φφφT(t + kN)θ̂θθ(t +
(k − 1)N). 重复进行 10 次. 预报误差见图 5, 参数
估计结果见图 6. 由图 5 可以看出, 预报误差随着周
期数的增加而减小, 并最后稳定在一个较小的界内.
在图 6 中, 可以看出系统运行至第 5 个周期后所得
的参数估值与参数真值基本吻合, 结果表明了参数
估值的一致收敛性, 周期学习算法可以实现对周期
时变参数的完全估计.

图 5 预报误差

Fig. 5 Predictive error with respect to repetition

为了进一步说明所提学习算法关于时变参数估

计的必要性和优势, 我们以带遗忘因子递推最小二
乘算法为例进行比较. 仿真中, 采用与周期最小二乘
算法所处理的相同模型、初值和参数, 并取遗忘因子
λ = 0.75. 预报误差见图 7, 参数估计结果见图 8. 由

仿真结果可以看出, 遗忘因子递推最小二乘算法能
实现对时变参数的跟踪, 但不能够像学习算法那样,
给出周期时变参数的一致性收敛结果.

图 6 参数估计结果

Fig. 6 Parameter estimations after learning

图 7 预报误差

Fig. 7 Predictive error with respect to repetition

图 8 参数估计结果

Fig. 8 Parameter estimations by the recursive algorithm

4 结论

本文提出的学习辨识方法可用于解决重复时变

系统的参数估计问题. 针对有限区间重复作业下的
时变系统和周期时变系统, 推导了迭代学习最小二
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乘算法和周期学习最小二乘算法. 在重复持续激励
条件下, 证明学习算法的重复一致性, 可以给出时变
参数的完全估计. 仿真结果也验证了学习算法的有
效性.
本文的主要目的在于提出这种学习辨识方法,

分析学习辨识与现有递推辨识算法的联系与区别.
为了理论完整性和表述简洁起见, 对于学习算法的
一致性分析方面, 我们借鉴了递推算法一致性分析
的成熟结果. 但在表述上可以看出两者仍有区别之
处, 比如递推算法要求沿时间轴的 PE (Persistent
excitation) 条件, 而学习算法要求重复 PE 条件; 保
证学习算法收敛一致性的假设条件以及获得的收敛

速度的估计允许依赖于时间等. 文献 [4] 中给出了
递推辨识的系统性结果, 我们可以借鉴其中的结果
开展后续研究, 包括系统干扰为有色噪声的情形、持
续激励、严格正实 (Strictly positive realness, SPR)
条件和收敛速度估计的改进等.
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