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一类不确定热方程自适应边界控制

李 健 1 刘允刚 1

摘 要 研究了一类含有不确定控制系数和边界扰动的热方程自适应状

态反馈边界控制设计问题. 通过 Lyapunov 方法, 显式地得到了仅需系

统边界状态信息的自适应控制器. 证明了闭环系统状态是L2[0, 1] 稳定

的, 特别是当边界扰动消逝时, 该状态收敛到 0. 此外, 通过灵活选取参

数调节律的初始条件, 适当放宽了相关文献中相容性条件对系统初始条

件的限制. 仿真算例验证了本文方法的有效性.
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Abstract This paper investigates the adaptive state-feedback

boundary control design for a class of heat equations with uncer-

tain control coefficient and boundary disturbance. By Lyapunov

method, the desirable controller is explicitly constructed, which

only needs the boundary state of the system. It is shown that

the closed-loop system state is L2[0, 1] stable, and particularly,

the state converges to zero when the boundary disturbance van-

ishes. Moreover, by skillfully choosing the initial condition of

parameter updating law, the restriction on the initial condition

of the system is moderately relaxed, which is usually described

by the so-called compatible condition in the related literature.

A simulation example is presented to illustrate the effectiveness

of the proposed method.

Key words Adaptive stabilization, uncertain control coeffi-

cient, boundary disturbance, boundary control

偏微分方程的边界控制在过去 30 年间得到了广泛研究,

发展了许多控制分析与设计方法 [1−13]. 具体地, 利用半群理

论, 文献 [1] 和 [2] 分别研究了抛物型偏微分方程和梁方程的

镇定问题, 文献 [3] 研究了抛物型偏微分方程的最优控制问

题. 无穷维反推方法是最近文献 [4−6] 提出的, 能用于解决热

方程的镇定问题. 进一步, 文献 [7−8] 将该方法用于解决不确

定抛物型偏微分方程自适应镇定问题. 特别地, 文献 [9−13]
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表明经典的 Lyapunov 直接法仍然能有效解决一些类型的偏

微分方程的镇定及跟踪问题. 需指出的是, 上面提到的方法

各有优劣性, 故对于特定类型的偏微分方程, 其中某个方法

对其适用且便捷, 而不是所有都如此.

本文针对如下带有不确定控制系数和边界扰动的热方

程, 研究其自适应边界控制设计问题.





ωt(x, t) = ωxx(x, t), 0 < x < 1, t > 0

ωx(0, t) = 0, t > 0

ωx(1, t) = bu(t) + d(t), t > 0

ω(x, 0) = ω0(x), 0 ≤ x ≤ 1

(1)

其中, ωt = ∂ω
∂t

, ωx = ∂ω
∂x

, ωxx = ∂2ω
∂x2 , ω(x, t)是系统状态,

初始值为ω(x, 0) = ω0(x); u(t)是系统的控制输入; b是符号

已知但数值未知的非零常数, 称之为控制系数; d(t)是边界扰

动 (可看作在端点x = 1处输出或输入的热流) 满足如下假

设:

∫ +∞

0

d(t)2dt < +∞ (2)

应指出的是, 系统的初始条件应与其边界条件相容, 即需满

足如下条件:

dω0(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0,
dω0(x)

dx

∣∣∣∣
x=1

= bu(0) + d(0) (3)

为了更好地理解系统 (1) 的物理含义, 可将方程组 (1)

视为一个热导体棒的动态的数学描述, 其中ω(x, t)表示该棒

在空间坐标x处、时间 t的温度. 该描述显示棒的一端是绝缘

的, 而另一端的温度可以通过施加适当的控制改变. 现实中,

导体棒被外部热源通过热交换加热时不可避免存在热量损

失, 该现象用式 (1) 中的常数 b来建模. 另一方面, 导体棒和

周围介质之间总是存在热量交换, 这种现象称为扰动, 并用

式 (1) 中的 d(t)来建模. 实际中, 一旦控制施加在系统上, 一

些物理上的绝缘设备将使得边界扰动 d(t)在某个时刻之后消

逝, 这点可以通过不等式 (2) 来保证.

本文研究系统 (1) 的状态反馈自适应边界控制设计, 以

实现系统的期望稳定性和对边界扰动与不确定控制系数中未

知性的抑制. 基于适当选取的 Lyapunov 函数, 构建了自适应

状态反馈控制器. 当边界扰动有界且满足假设 (2) 时, 该控

制器能保证原始系统状态是L2[0, 1]稳定的1. 另外, 当扰动

消逝时, 所设计的控制器还能保证系统状态收敛到 0 . 尽管

本文研究的系统较为简单, 但其方法和思想将促进带有未知

控制系数和边界扰动的更复杂系统 (由偏微分方程描述) 的

进一步研究. 详细地, 本文的主要贡献集中在如下三个方面:

1) 系统 (1) 含有不确定控制系数和边界扰动. 实际上,

针对比热方程更一般偏微分方程的镇定问题, 文献 [4−8] 已

得到了一些有意义的结果. 然而, 在已有文献中, 系统的控制

系数均假定为已知的且不存在边界扰动. 尽管系统 (1) 较文

献 [4−8] 研究的系统看似更简单, 但不确定控制系数和边界

扰动的存在使前者的镇定问题更加难以解决.

2) 采用 Lyapunov 方法设计了自适应边界控制器. 应指

出的是, 本文没有采用文献 [4−8] 中的无穷维反推方法. 这

是由于边界扰动的存在使得该方法中的关键 “反推变换” 难

1如 果 一 个 偏 微 分 方 程 系 统 (其 状 态 记 为ω(x, t) ) 满

足 limt→+∞
∫ 1

0
ω(x, t)

2
dx = 0, 则称之为L2[0, 1]稳定的.
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以构造且利用该方法得到的控制器一般需要沿着棒的所有测

量值 (实际中这意味着需要很多传感器). 应用 Lyapunov 法,

可以很容易地解决系统 (1) 的镇定问题, 特别是所设计的控

制器仅需要棒在端点处的测量值.

3) 放宽了相容性条件 (3) 对初始条件ω0(x)的限制. 由

于控制器u的初始值和系统初始条件ω0(x)密切相关 (可从

式 (3) 的第二个方程看出), 控制器仅适用于某些特定的初始

条件. 不同于现有方法, 本文通过选择适当的参数更新律及

其初始条件, 使反馈控制的初始值变为 0 (即u(0) = 0 ). 在此

情形下, 相容性条件 (3) 独立于控制器u , 因而放宽了其对初

始条件ω0(x)的限制.

本文其余部分组织如下: 第 1节给出了系统 (1) 的自适

应边界控制器设计过程, 第 2节通过仿真算例验证了本文所

提方法的有效性, 第 3节是总结性评述.

1 自适应边界控制设计

由于 b是未知的且不存在已知上界, 受现有方法启发, 应

寻找一个适当的动态更新律来补偿 b的未知性. 如前所述, 边

界扰动使得无穷维反推方法对系统 (1) 难以适用, 因此, 将采

用 Lyapunov 方法设计状态反馈自适应边界控制器.

为设计期望的控制器, 定义如下候选 Lyapunov 函数:

V (ω, η̃) =
1

2

∫ 1

0

ω(x, t)2dx +
|b|
2γ

η̃(t)2 =

1

2

∫ 1

0

ω(x, t)2dx +
|b|
2γ

(
1

b
− η̂(t)

)2

(4)

其中, γ 是正常数, 称之为自适应增益; η̂(t)是对常数
1

b
的动

态补偿, 其更新律将在后面确定.

沿着系统 (1) 的解计算V 关于时间 t的导数, 并由分部

积分法, 有

V̇ =

∫ 1

0

ω(x, t)ωt(x, t)dx +
|b|
γ

η̃(t) ˙̃η(t) =

bu(t)ω(1, t) + d(t)ω(1, t)−
∫ 1

0

ωx(x, t)2dx−
|b|
γ

η̃(t) ˙̂η(t) ≤

bu(t)ω(1, t) +
1

4
d(t)2 −

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx +

bω(1, t)2
(

1

b
− η̂(t) + η̂(t)

)
− |b|

γ
η̃(t) ˙̂η(t) (5)

进而, 注意到
1

b
− η̂ = η̃, 经一些直接的运算后得到

V̇ ≤ bω(1, t)
(
u(t) + ω(1, t)η̂(t)

)
−

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx +

bη̃(t)

(
ω(1, t)2 − sgn(b)

γ
˙̂η(t)

)
+

1

4
d(t)2 (6)

为确保闭环系统具有期望的稳定性, 式 (6) 右端一些符号不

确定的项应被抵消掉且需增加一些负项, 因此参数更新律选

择如下:

˙̂η(t) = γsgn(b)ω(1, t)2 (7)

其初始条件为 η̂(0) = −sgn(b)(1 + ω0(1)2) , 并且状态反馈边

界控制器设计如下:

u(t) = −ω(1, t)η̂(t)− sgn(b)ω(1, t)− sgn(b)ω(1, t)3 (8)

由此及式 (6), 得

V̇ ≤ −|b|ω(1, t)2 − |b|ω(1, t)4 +
1

4
d(t)2 −

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx

(9)

注 1. 值得提及的是, 上述参数更新律被赋予了特定的

初始条件. 因此, 易于看出控制器u (如式 (8) 所示) 有零初始

值 (即u(0) = 0 ), 从而式 (3) 的第二个方程退化为

dω0(x)

dx

∣∣∣∣
x=1

= d(0) (10)

其中, d(0)表示控制施加到系统之前的初始输出或输入的热

流. 这表明相容性条件 (3) 是独立于控制器u的, 因此, 较现

有结果, 其对ω0(x)的限制被放宽了.

下面定理概括了本文的主要结果.

定理 1. 如果系统 (1) 的扰动 d(t)满足假设 (2) 且初始

条件ω0(x)满足
∫ 1

0
ω0(x)2 dx < +∞ , 则所得到的自适应状

态反馈边界控制器 (7) 和 (8) 确保如下论断成立:

1)
∫ 1

0
ω(x, t)2dx和 η̂(t)在 [0, +∞)上有界,且ω(x, t)关

于 t 是一致平方可积的, 即 supx∈[0,1]

∫ +∞
0

ω(x, t)2dt < +∞.

2)进一步, 当扰动 d(t)在 [0, +∞)上有界时, 闭环系统

状态ω(x, t)是L2[0, 1]稳定的, 即 limt→+∞
∫ 1

0
ω(x, t)2dx =

0 .

3)特别地, 当扰动 d(t)消逝且
∫ 1

0

(
dω0(x)

dx

)2

dx 有界时,

闭环系统状态ω(x, t)收敛到 0 , 即对任意x ∈ [0, 1] , 有

limt→+∞ ω(x, t) = 0.

证明. 对式 (9) 分别在 [0, t]和 [0, +∞)上积分, 经过一

些简单处理后, 得

1

2

∫ 1

0

ω(x, t)2dx +
|b|
2γ

(
1

b
− η̂(t)

)2

≤

1

4

∫ t

0

d(τ)2dτ +
1

2

∫ 1

0

ω0(x)2dx +
|b|
2γ

(
1

b
− η̂(0)

)2

(11)

和

∫ +∞

0

(
|b|ω(1, t)2 + |b|ω(1, t)4 +

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx

)
dt ≤

1

4

∫ +∞

0

d(t)2dt +
1

2

∫ 1

0

ω0(x)2dx +
|b|
2γ

(
1

b
− η̂(0)

)2

(12)

由 此 及 式 (2) 可 知,
∫ +∞
0

ω(1, t)2dt,
∫ +∞
0

ω(1, t)4dt,∫ +∞
0

∫ 1

0
ωx(x, t)2dxdt 是 有 界 的, 且

∫ 1

0
ω(x, t)2dx

和 η̂(t)在 [0, +∞)有界.

应用 Poincaré 不等式 (见文献 [13] 引理 A.1), 有

∫ +∞

0

∫ 1

0

ω(x, t)2dxdt ≤ 2

∫ +∞

0

ω(1, t)2dt +

4

∫ +∞

0

∫ 1

0

ωx(x, t)2dxdt < +∞ (13)
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再用 Agmon 不等式 (见文献 [13] 引理 A.2) 和熟知的

Cauchy-Schwartz 不等式, 得

∫ +∞

0

ω(x, t)2dt ≤
∫ +∞

0

ω(1, t)2dt+

2

∫ +∞

0

√∫ 1

0

ω(x, t)2dx

∫ 1

0

ωx(x, t)2dxdt ≤

∫ +∞

0

ω(1, t)2dt + 2

√∫ +∞

0

∫ 1

0

ω(x, t)2dxdt ×
√∫ +∞

0

∫ 1

0

ωx(x, t)2dxdt < +∞ (14)

这意味着ω(x, t)关于时间 t是一致平方可积的. 至此, 论断

1) 得证.

接下来证明论断 2), 即闭环系统状态 ω(x, t) 的 L2[0, 1]

稳定性. 为此, 只需验证
∫ 1

0
ω(x, t)2dx 满足文献 [9] 中引理

3.1 的三个条件2. 显然, 该引理的条件 a) 成立. 从式 (13) 可

知引理的条件 c) 亦成立. 为了验证引理的条件 b), 先进行如

下运算:

1

2

d

dt

(∫ 1

0

ω(x, t)2dx

)
=

∫ 1

0

ω(x, t)ωt(x, t)dx =

ω(1, t)ωx(1, t)−
∫ 1

0

ωx(x, t)2dx =

ω(1, t) (bu(t) + d(t))−
∫ 1

0

ωx(x, t)2dx =

− bη̂(t)ω(1, t)2 − |b|ω(1, t)2 − |b|ω(1, t)4+

d(t)ω(1, t)−
∫ 1

0

ωx(x, t)2dx (15)

再通过完全平方法, 得

1

2

d

dt

(∫ 1

0

ω(x, t)2dx

)
≤

1

4
|b|η̂(t)2 + |b|ω(1, t)4 − |b|ω(1, t)2 − |b|ω(1, t)4+

1

4|b|d(t)2 + |b|ω(1, t)2 −
∫ 1

0

ωx(x, t)2dx ≤
1

4
|b|η̂(t)2 +

1

4|b|d(t)2 (16)

由于 η̂(t)和 d(t)均在 [0, +∞)有界, 故必存在常数M使得

d

dt

(∫ 1

0

ω(x, t)2dx

)
≤ M (17)

这说明文献 [9] 中引理 3.1 的条件 b) 是成立的. 因此, 论断

2) 成立.

对定理的论断 3), 显然有 limt→+∞
∫ 1

0
ω(x, t)2dx = 0 .

但这并不意味着对任意的x ∈ [0, 1] , ω(x, t)是一致有界的且

收敛到 0 . 随后, 将通过验证
∫ 1

0
ωx(x, t)2dx和ω(1, t)的有界

2(此引理可看作熟知的 Barbălat 引理的特例) 假设函数 f(t) :
[0, +∞) 7→ R 满足如下三个条件:

a) f(t) ≥ 0对任意 t ∈ [0, +∞)成立;

b) f(t)在 [0, +∞)是可微的且 supt≥0
df(t)
dt

< +∞ ;

c)
∫ +∞
0 f(t)dt < +∞ .

则有 lim
t→+∞

f(t) = 0

性来证明ω(x, t)的一致有界性和收敛性. 为此, 定义如下函

数:

φ(t) =
1

2

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx +
1

2
|b|ω(1, t)2+

1

4
|b| (ω(1, t)2 + sgn(b)η̂(t)

)2
(18)

通过计算 φ(t) 的导数并利用式 (1), (7) 和 (8), 得

φ̇(t) =

∫ 1

0

ωx(x, t)ωxt(x, t)dx + |b|ω(1, t)ωt(1, t)+

bη̂(t)ω(1, t)ωt(1, t) +
1

2
b ˙̂η(t)ω(1, t)2+

|b|ω(1, t)3ωt(1, t) +
1

2
|b|η̂(t) ˙̂η(t) =

ωx(1, t)ωt(1, t)−
∫ 1

0

ωxx(x, t)2dx+

|b|ω(1, t)ωt(1, t) + bη̂(t)ω(1, t)ωt(1, t)+

1

2
b ˙̂η(t)ω(1, t)2 + |b|ω(1, t)3ωt(1, t) +

1

2
|b|η̂(t) ˙̂η(t) =

1

2
b ˙̂η(t)ω(1, t)2 +

1

2
|b|η̂(t) ˙̂η(t)−

∫ 1

0

ωxx(x, t)2dx ≤
1

2
γ|b|ω(1, t)4 +

1

2
γ|b| · |η̂(t)|ω(1, t)2 (19)

对上式两边在 [0, t]上积分并注意 η̂(t)的初始值, 有

φ(t) ≤φ(0) +
1

2
γ|b|

∫ t

0

ω(1, τ)4dτ+

1

2
γ|b| max

t∈[0,+∞)
|η̂(t)|

∫ t

0

ω(1, τ)2dτ =

1

2

(∫ 1

0

(
dω0(x)

dx

)2

dx + |b|ω0(1)2
)

+

1

4
|b|+ 1

2
γ|b|

∫ t

0

ω(1, τ)4dτ+

1

2
γ|b| max

t∈[0,+∞)
|η̂(t)|

∫ t

0

ω(1, τ)2dτ (20)

由此及式 (11) 和 (12) 可知φ(t)在 [0, +∞)上是有界的, 因

而
∫ 1

0
ωx(x, t)2dx和ω(1, t)在 [0, +∞)上是有界的.

因此, 应用 Agmon 不等式易推得

max
x∈[0,1]

|ω(x, t)| ≤ |ω(1, t)|+
√√√√

2

√∫ 1

0

ω(x, t)2dx

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx (21)

从而ω(x, t)是一致有界的.

注意到ω(x, t)是一次连续可微的, 故对任意 t ∈
[0, +∞) , 存在 x̄ ∈ [0, 1]满足ω(x̄, t)2 = minx∈[0,1] ω(x, t)2.

从而, 用分部积分公式和 Cauchy-Schwartz 不等式, 对任
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意 t ∈ [0, +∞) , 有

ω(1, t)2 = ω(x̄, t)2 + 2

∫ 1

x̄

ω(x, t)ωx(x, t)dx =

min
x∈[0,1]

ω(x, t)2 + 2

∫ 1

x̄

ω(x, t)ωx(x, t)dx ≤

min
x∈[0,1]

ω(x, t)2 + 2

√∫ 1

x̄

ω(x, t)2dx

√∫ 1

x̄

ωx(x, t)2dx ≤

min
x∈[0,1]

ω(x, t)2 + 2

√∫ 1

0

ω(x, t)2dx

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx (22)

进而有

|ω(1, t)| ≤ min
x∈[0,1]

|ω(x, t)|+
√√√√

2

√∫ 1

0

ω(x, t)2dx

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx (23)

由于 limt→+∞

∫ 1

0

ω(x, t)2dx = 0 显然意味着 limt→+∞

minx∈[0,1] |ω(x, t)| = 0, 由式 (23), 可得 limt→+∞ ω(1, t) =

0. 从而, 由式 (21) 和

∫ 1

0

ωx(x, t)2dx 的有界性, 得

lim
t→+∞

ω(x, t) = 0

论断 3) 得证. ¤

2 仿真算例

对系统 (1), 通过设置初始条件为ω0(x) = x2 , 控制系数

为 b = −10 , 边界扰动为 d(t) = 2/(t + 1) , 验证当自适应增

益选为 γ = 20时自适应状态反馈边界控制器 (7) 和 (8) 的有

效性.

将热方程所在域 [0, 1]划分成 50等份, 再利用显示前项

欧拉方法 (见文献 [14]第 406页)进行仿真,得到 4幅仿真图.

其中, 图 1和图 2分别说明闭环系统状态ω(x, t)是L2[0, 1]稳

定的和参数估计 η̂(t)收敛到非零常值; 图 3和图 4表明边界

扰动 d(t)消逝时, ω(x, t)和 η̂(t)分别收敛到 0和一个更小的

非零常值.

3 结论

本文针对一类带有不确定控制系数和边界扰动的热方

程, 研究了其自适应状态反馈边界控制问题. 通过选择适

当的控制 Lyapunov 函数和参数更新律, 显式构造了仅需

系统边界状态信息的自适应控制器. 证明了闭环系统状态

是L2[0, 1]稳定的, 且特别是当边界扰动消逝时, 系统状态收

敛到 0 . 需指明的是, 本文研究的热方程是反应–扩散–对流

方程的一个特例. 然而由于不确定控制系数和边界扰动的存

在, 所研究的热方程具有典型性且其控制设计方法具有借鉴

性. 因此, 将本文的结果扩展到更一般的偏微分方程系统是

有意义并且值得进一步研究的问题.

图 1 d(t) = 2/(t + 1)时, ‖ω‖ =
(∫ 1

0 ω(x, t)2dx
) 1

2 的轨迹

Fig. 1 Evolution of ‖ω‖ when d(t) = 2/(t + 1)

图 2 d(t) = 2/(t + 1)时, 参数估计 η̂的轨迹

Fig. 2 Evolution of parameter estimate η̂ when

d(t) = 2/(t + 1)

图 3 d(t) ≡ 0时, 状态ω(x, t)的轨迹

Fig. 3 Evolution of state ω(x, t) when d(t) ≡ 0

图 4 d(t) ≡ 0时, 参数估计 η̂(t)的轨迹

Fig. 4 Evolution of parameter estimate η̂(t) when d(t) ≡ 0
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