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多率系统Kalman滤波算法的鲁棒性分析

吴 瑶 1 罗雄麟 1

摘 要 多率系统 Kalman 滤波算法是多率采样系统中对多源观测进行融合的重要手段. 基于化工过程的多率采样特点, 给

出了多率 Kalman 滤波算法, 分析了该算法在模型失配情况下的鲁棒性. 在给定的假设条件下, 通过对滤波误差变化规律的分

析, 给出了多率 Kalman 滤波稳定与发散的基本判定方法. 针对一类典型系统, 推导出了滤波稳定与发散判据. 通过仿真对该

判据进行了验证, 仿真结果表明所提出的滤波鲁棒性分析方法可以用于算法的实际应用.
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Robustness Analysis of Kalman Filtering Algorithm for Multirate Systems

WU Yao1 LUO Xiong-Lin1

Abstract The multirate Kalman filtering algorithm is an important method of fusing multi-source observations in

multirate systems. The multirate Kalman filtering algorithm is given based on the multirate-sampling character of chemical

processes, and the robustness of the algorithm under model mismatches is investigated. By analyzing the evolution pattern

of the filtering error under given hypothesis, a basic judging method of multirate Kalman filtering divergence is proposed.

Then, a criterion of the filter divergence property for a class of typical systems is derived. Simulation result shows that

the proposed method can be applied to the multirate Kalman filtering algorithm.
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采样系统是离散化实际系统的连续信号而得

到的, 当各个采样器或保持器以不同的采样周期
进行采样或保持时, 就形成了多采样率系统 (Mul-
tirate sampled systems) 或称多率系统 (Multirate
systems). 近年来, 随着人们对多率现象认识的不断
深入, 多率系统越来越受到学者们的关注. 多率系
统已逐渐成为一个极为活跃的理论研究与应用领域.
多率系统的建模、辨识以及状态估计是多率系统研

究中重要的研究方向[1], 提升技术、多项式变换、辅
助模型、最小二乘法等方法均得到了广泛的研究应

用.
在双率系统参数辨识方面, 文献 [2] 提出了利用

辅助模型辨识双率采样数据系统的模型参数方法,
基本思想是根据输入输出的采样数据, 利用辅助模
型估计无干扰系统的未知输出, 然后直接辨识出下
层快速单率模型参数, 在一般或者弱的持续激励和
无界噪声方差条件下, 参数的估计误差收敛于零, 输
出估计一致收敛于真实的输出. 文献 [3] 对于输出采
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样周期整数倍于输入采样周期的双率系统, 提出了
利用辅助 FIR (Finite impulse response) 模型预测
模型输出并结合系统输入辨识底层的快速单率系统

模型参数的方法. 文献 [4] 针对双率采样数据系统
提出了一种新的梯度递归算法辨识模型参数的方法,
利用输出误差方法辨识单率模型并且从系统的输入

输出数据直接得到未知的无干扰输出. 文献 [5] 提出
了利用多项式变换技术辨识双率采样数据系统的数

学模型的方法. 文献 [6] 提出了利用随机梯度算法辨
识双率系统模型参数的方法, 基于系统的输入输出
数据, 利用输出估计的算法得到采样时刻间的输出.
在双率系统的参数和状态估计方面, 文献 [7] 推

导了一般双率采样数据系统的提升状态空间模型,
并基于状态空间能观性规范模型, 提出了相应的递
阶辨识方法; 文献 [8] 利用提升技术推导提升状态空
间模型, 对于状态可测的多率系统利用最小二乘法
辨识模型参数和状态, 对于不可测的系统分解为多
个子系统, 提出了用状态空间模型递阶辨识方法辨
识模型参数和状态的方法.
对于存在两个以上采样频率的多率系统, 文献

[9] 研究了多率多输入系统的辅助模型最小二乘辨识
算法, 文献 [10] 利用多新息辨识理论研究了多率多
输入系统的辨识方法, 文献 [11] 研究了多率多输入
系统的辅助模型多新息辨识算法, 文献 [12] 推导了
多率多输入系统的最小二乘迭代辨识方法.

对于非均匀采样系统和损失数据系统的辨识,
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文献 [13] 提出了用部分耦合随机梯度算法估计模
型参数的方法, 好于标准的随机梯度算法. 文献
[14] 认为不可能从均匀采样系统完全恢复到连续
系统, 但可以从非均匀采样系统恢复, 并且讨论了
非均匀采样系统的相关问题, 包括模型的构建、可
控性、可观性、具有不同频率的单率模型计算、连

续系统的恢复、非均匀采样系统参数辨识等. 文
献 [15] 采用带有有色噪声的非均匀采样系统的状
态空间模型, 针对信息向量中存在未知内部变量
和不可测噪声, 提出了基于辅助模型的多新息广义
增广随机梯度算法辨识方法. 文献 [16] 针对非均
匀采样系统采用辅助模型进行了递推最小二乘辨

识. 文献 [17] 利用提升技术推导了非均匀采样系
统的提升状态空间模型, 利用最小二乘法辨识模型
参数和状态, 将不可测的系统分解为子系统, 利用
状态空间模型递阶辨识方法来辨识模型参数和状

态. 文献 [18] 利用连续时间状态空间模型描述异
步非均匀采样的多变量系统, 推导了模型参数、参
数梯度和系统状态之间的相互递推关系, 构成了一
种可变迭代间隔的递推辨识算法, 在每次输出采样
点上仅更新模型中受当前采样数据影响的参数. 文
献 [19] 提出了非均匀采样数据系统的梯度迭代辨
识方法. 文献 [20] 针对稀少量测数据系统和损失
数据系统, 提出了基于辅助模型的多信息随机梯度
辨识方法, 并研究了算法的收敛性. 文献 [21] 提出
了基于梯度法利用克罗内克引理和鞅收敛原理估计

稀少量测数据系统和损失数据系统的系统参数的方

法.
对于多率系统的控制[22], 文献 [23] 利用多项

式变换技术得到双率系统的数学模型, 根据随机梯
度算法估计系统模型参数, 在此基础上提出了双率
系统的自适应控制算法, 证明了在持续激励下, 输
出的跟踪误差收敛到零, 基于控制算法的参数估计
实现了渐近最优控制, 保证了闭环系统的稳定性和
全局收敛性. 文献 [24] 利用多项式变换技术得到
Hammerstein 非线性输出采样系统的数学模型, 提
出了双率非线性系统的最小二乘自校正控制算法,
实现了渐近最优控制, 保证了闭环系统的稳定性和
全局收敛性. 文献 [25] 对于输出采样周期数倍于输
入采样周期的双率系统, 利用多项式变换技术得到
系统的频域模型, 提出了这类双率采样数据系统的
自适应控制算法.
作为多率状态估计的重要手段, 多率 Kalman

滤波技术也得到了研究者的重视. 多率 Kalman 滤
波算法最早由 Kalman 等提出[26], 并逐渐应用于各
种实际过程的状态估计问题[27−28]. 为了有效综合多
种不同频率的过程信息和观测数据, 多率 Kalman
滤波算法常被用来对数据中的冗余信息进行提取

和融合, 以提高关键质量变量的估计精度以及过

程控制的质量. 文献 [29] 将多率 Kalman 滤波算
法应用于软测量仪表的建立, 并采用提升技术选
取最优增益. 文献 [30] 利用多率扩展 Kalman 滤
波对重要的产品质量变量进行估计, 并结合非线
性模型预测控制算法实现对苯乙烯聚合过程的控

制. 文献 [31] 在已建立的软模型的基础上, 利用
多率 Kalman 滤波算法对快速采样的软测量模型
估计与慢速的现场化验数据进行综合, 提出输出
融合的设计方法, 补偿软测量建模偏差, 以较好地
改善多率系统下软仪表的估计精度和稳定性. 文
献 [32] 研究了 Kalman 滤波应用于非均匀采样多
率系统, 在非均匀采样多率系统的框架下, 研究
了一步预测和滤波算法以及稳定性和收敛性的分

析.
在文献 [33] 中, 利用多率 Kalman 滤波算法对

化工过程中不同采样频率的软测量模型预估数据

和现场观测数据进行融合, 能够有效地提取多源、
多率观测数据中的信息, 实现对关键质量变量的快
速和准确估计. 然而, 与标准滤波算法类似[34], 多
率 Kalman 滤波算法也存在滤波不稳定及发散的
问题. 当滤波模型以及噪声统计参数与真实对象
不一致时, 滤波估计可能存在误差, 甚至随着滤波
过程的进行出现滤波发散现象. 这一问题在化工过
程的应用中尤为突出. 在化工生产中, 由于反应过
程的复杂性和时变性, 往往难以获知准确的对象
模型, 或为降低计算负荷需要简化模型, 因此, 滤
波所采用的模型通常与实际不符. 受到参数失配
的影响, 滤波估值的精度和可靠性降低, 滤波器的
实际稳定性难以保证, 多率 Kalman 滤波算法的
效率和有效性都受到影响. 因此, 将多率 Kalman
滤波算法应用于化工过程的数据融合时, 对参数
失配情况下的多率 Kalman 滤波的稳定性, 即滤
波鲁棒性进行分析是十分必要的. 尽管早在上世
纪 80 年代, 已有多位学者[35−37] 通过分析周期滤

波系统的 Riccati 方程的有解性以及周期解的稳定
性问题, 对多率 Kalman 滤波算法的稳定性进行了
研讨, 但此后关于这一算法的鲁棒性研究却鲜有报
道.
本文基于多率 Kalman 滤波算法在化工应用中

的特点, 研究该算法在模型失配下的稳定性, 即鲁棒
性. 根据实际应用背景, 在给定的假设条件下, 通过
对滤波误差式的推导, 试图给出模型失配情况下的
多率 Kalman 滤波稳定/发散的基本判定方法与步
骤, 并针对一类典型系统, 进一步推导和分析滤波误
差的详细变化规律, 给出明确的滤波过程稳定与发
散的数学判据, 为算法的鲁棒性能分析提供指导. 通
过仿真实例对各定理及推论进行验证及应用, 指出
结论的合理性与实际适用性, 以指导多率 Kalman
滤波算法在实际中的应用.
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1 多率采样系统

多率采样系统广泛存在于过程工业、信号处理、

航空航天、地震观测/地质勘探和医学等领域中, 例
如: 在某些情况下, 执行器的损耗在系统设计中成为
一个重要参数, 不能频繁变化, 使得被控对象的输入
频率必须小于输出的采样频率, 形成双率采样系统,
如温室温度控制[38] 和磁盘驱动器系统中对磁头定

位的控制[39]; 而在过程工业中, 多率系统研究具有
现实目的和需求: 复杂设备和生产线中的塔釜、容
器和管道等都具有多个控制 (测量) 点, 采样率不一
样, 用色谱分析仪对物料成分进行测量所需要的时
间比测温度或压力所需要的时间要长很多, 而人工
采样化验分析所需要的时间更长, 形成更为复杂的
多率采样系统, 并且在人工采样化验分析时, 采样人
员的工作失误往往造成采样间隔不均匀, 关键数据
缺失, 形成非均匀采样系统和损失数据系统[40−41].
文献 [42] 指出, 多率系统可按采样间隔分为均

匀和非均匀采样两类. 对于均匀采样系统, 对所有
的采样周期都存在一个最小公倍数, 即存在一个最
小周期, 使得所有采样周期都可以表示为最小周期
的整数倍; 对于非均匀采样系统, 数据在时间轴上分
布不均匀, 例如对一个变量 x 的采样序列 {tx

i } 有
tx
1 < tx

2 < · · · < tx
n, 但不存在周期性, 同时系统另一

个变量 y, {ty
i } 和 {tx

i } 可以完全不同. 非均匀采样
较均匀采样更为复杂, 是更为一般化的问题. 本文如
不特别指出, 所指系统都是均匀采样的.
本文考虑均匀采样的多率线性离散系统:

xxx(k + 1) = Fkxxx(k) + Γkwww(k)
yyy(k) = Hkxxx(k) + vvv(k)

(1)

其中, xxx(k) 为状态向量, yyy(k) 为观测向量, F· 与 H·
分别表示状态矩阵和观测矩阵. 由于化工过程中, 输
入变量 uuu 的变化频率通常较低, 而噪声频率相对较
高, 因此在系统 (1) 中, 将输入信号与过程噪声统一
由 www(·) 表征. 通常假设过程噪声 www(·) 与观测噪声
vvv(·) 均为零均值的服从高斯分布的独立白噪声, 方
差分别为

E[www(k)wwwT(k)] = Q(k), E[vvv(k)vvvT(k)] = R(k)

由于各种观测数据的采样频率不同, 观测向量 yyy 的

维数随着时间的变化而变化, 并呈现出周期性变化
的特性. 相应的, 观测矩阵 H 以及观测噪声方差阵

R 也周期性变化.
假设系统基本采样周期为 Tf , 各种不同观测的

采样周期分别为 Ti (i = 1, 2, · · · , l), 且 Ti 为 Tf 的

整数倍, 即 Ti = niTf , ni ∈ N. 令 JTf 表示各观测

数据的采样周期的最小公倍数, 则观测矩阵 H 以及

观测噪声方差阵 R 均以 JTf 为周期变化, 即

Hk+J = Hk, Rk+J = Rk

其中, 在每个周期 JTf 的不同采样时刻, 由于可获
取的观测不同, 矩阵 H 及 R 可能各不相同. 以典型
的双率系统为例, 观测矩阵及观测噪声方差阵可表
示如下:

Hk =





H1k, k = lJ + i, i = 1, · · · , J − 1[
H1k

H2k

]
, k = lJ

Rk =



R1k, k = lJ + i, i = 1, · · · , J − 1[
R1k 0
0 R2k

]
, k = lJ

(2)
其中, l 表示正整数, H1k 为快速采样的观测矩阵,
H2k 则为慢速采样的观测矩阵. 在不同时刻, 观测矩
阵 H 以及噪声方差阵 R 分别由不同观测的矩阵参

数构成.
对于规则采样的多率系统, 观测矩阵 H 及噪声

方差 R 均为周期矩阵. 当系统矩阵 Fk,Γk 也周期

性变化 (周期不大于 JTf , 且为 JTf 的公约数) 时,
整个多率采样系统构成周期系统, 周期为 JTf . 显
然, 定常系统是一个典型特例. 对多率周期系统进
行 Kalman 滤波, 滤波过程也将具有周期性变化的
特点[43].

2 多率Kalman滤波算法

在多率采样系统中, 为了有效地利用各种观测
信息, 采用 Kalman 滤波算法进行状态变量的最
优/次优估计. 由于 Kalman 滤波算法具有逐步迭
代、各时刻滤波操作相对独立的特点, 在不同采样
时刻, 观测数据的数目可以各不相同, Kalman 滤
波器只需根据观测数据的个数对当前滤波式中的

矩阵维数进行变化, 就可以完成基于多采样速率观
测的滤波估计. 由于各种观测数据具有多种不同的
采样频率, 这一滤波过程常被称为多率 Kalman 滤
波.
以系统 (1) 为真实对象系统, 假设多率 Kalman

滤波模型如下:

xxxM(k + 1) = F M
k xxxM(k) + ΓM

k www(k)
yyy(k) = HM

k xxxM(k) + vvv(k)
(3)

根据滤波器的工作机理, 给出多率 Kalman 滤波算
法的离散递推表达式, 如式 (4) ∼ (8) 所示.
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x̂xxM(k + 1 |k ) = F M
k x̂xxM(k |k ) (4)

x̂xxM(k + 1 |k + 1) = x̂xxM(k + 1 |k ) +

K(k + 1)[yyy(k + 1)−HM
k+1x̂xx

M(k + 1 |k )] (5)

K(k + 1) = P M(k + 1 |k )(HM
k+1)

T×
[HM

k+1P
M(k + 1 |k )(HM

k+1)
T + RM

k+1]
−1 (6)

P M(k + 1 |k ) =

F M
k P M(k |k )(F M

k )T + ΓM
k Qk(ΓM

k )T (7)

P M(k |k ) = P M(k |k − 1)−
P M(k |k − 1)(HM

k )T×
[
HM

k P M(k |k − 1)(HM
k )T + RM

k

]−1

HM
k P M(k |k − 1) (8)

其中, K(k + 1) 表示 Kalman 滤波在第 k 步的

增益阵, x̂xxM(k + 1 |k ) 表示 Kalman 一步预测
值, x̂xxM(k + 1 |k + 1) 为 Kalman 滤波输出估值.
P M(k + 1 |k ) 和 P M(k |k ) 分别为 Kalman 计算
过程的一步预测的误差方差阵和本步估计误差方差

阵, 即:

P M(k + 1 |k ) = E
{[

xxxM(k + 1)− x̂xxM(k + 1 |k )
]
×

[
xxxM(k + 1)− x̂xxM(k + 1 |k )

]T
}

(9)

P M(k |k ) = E
[
xxxM(k)− x̂xxM(k |k )

]
×

[
xxxM(k)− x̂xxM(k |k )

]T

(10)

由递推式可以看出, 多率 Kalman 滤波与普通
Kalman 滤波过程十分相似. 但是, 由于滤波对象的
特殊性— 多率性, 多率 Kalman 滤波过程中的部分
矩阵参数会发生周期性变化. 因而, 对多率滤波过程
的讨论不能利用普通滤波的分析结论[44], 需要根据
其特殊性单独分析.

3 多率滤波的鲁棒性分析

在多率 Kalman 滤波算法中, 当被估系统满足
周期可控/可观性或可稳/可检性条件时, 滤波器具

有稳定性. 然而, 这一结论是以滤波数学模型与真
实对象模型精确一致为前提的. 在滤波模型存在失
配情况下, 滤波输出与真实状态存在误差, 滤波的真
实稳定性受到影响, 易出现滤波运算稳定收敛, 而实
际滤波偏差却逐渐发散的情况. 因此, 要分析多率
Kalman 滤波算法在模型失配情况下的鲁棒性, 需
讨论滤波的真实误差变化受模型失配因素的影响.
本文设定多率Kalman 滤波模型存在加性失配,

即系统 (3) 中状态矩阵有 F M
k = Fk + ∆F ; 而观测

矩阵 H、噪声矩阵 Γ、过程噪声与观测噪声统计参
数 R, Q 均准确无误. 以此为基础, 根据式 (4) ∼ (8)
进行多率 Kalman 滤波.

3.1 基本假设

为了便于算法鲁棒性的分析, 首先给出一些基
本定义与假设, 后续讨论均以此为基础.

定义 1. 在多率采样系统下, 定义 “宽周期” T ,
满足:

T = lcm (T1, T2, · · · , Tl)

其中, lcm(·)表示最小公倍数函数; Ti, = 1, 2, · · · , l,
l ∈ Z+ 分别代表各种观测的采样周期.
假设 1. 多率采样系统 (1) 中存在且仅存在两

种不同的采样频率 ff 与 fs, 分别对应采样周期 Tf

与 Ts, 满足:

Ts = J Tf , J ∈ Z+

其中, Tf 与 Ts 分别表示快速采样和慢速采样的观

测数据的采样周期.
系统 (1) 与 (3) 的基本采样周期为 Tf , 系统参

数以 Ts 为周期变化, 即:

Fk,τ = Fk+i,τ　且　Γk,τ = Γk+i,τ , i 6= 0

F M
k,τ = F M

k+i,τ　且　ΓM
k,τ = ΓM

k+i,τ , i 6= 0

在单个宽周期 T 内, 各基本采样时刻的采样情
况如下:

yyy(k) =





yyyf (k), k = 1, 2, · · · , J − 1[
yyyf (k)
yyys(k)

]
, k = J

对应

Hk =





Hfk, k = 1, 2, · · · , J − 1[
Hfk

Hok

]
, k = J
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Rk =





Rfk, k = 1, 2, · · · , J − 1[
Rfk 0
0 Rok

]
, k = J

且

Rfk >> Rok

其中, yyyf 与 yyys 分别表示快速观测数据与慢速观测

数据; Hfk 与 Hok 分别为快速观测和慢速观测数据

的观测矩阵; Rfk 与 Rok 分别为快速观测和慢速观

测的观测噪声方差阵.
注 1.
1) 在假设 1 下, 双率采样系统 (1) 的宽周期

T = Ts;
2) 系统 (1) 与 (3) 均为周期系统, 周期为 T ;
3) 将第 k 个宽周期内的各采样时刻 τTf (τ =

1, 2, · · · , J) 分别用符号 (k, τ) (τ = 1, 2, · · · , J) 表
示, 则单个宽周期内的各时刻的数据采样情况可由
图 1 表示. 由于系统的周期特性, 在各不同宽周期
内, 观测数据的采样均服从图 1 所示的变化规律.

图 1 双率系统的观测数据采样示意图

Fig. 1 Sketch of data observation in bio-rate

sampling system

假设 2. 基于模型 (3) 对系统 (1) 进行多率
Kalman 滤波, 滤波运算过程具有稳定性并已进入
滤波运算稳态.

运算误差方差阵 P M(k |k ) 及增益阵 K(k) 分
别有稳定周期解 P M+

s (τ) 与Ks(τ), 即:




P M [(k, τ) |(k, τ) ] =
P M [(k + i, τ) |(k + i, τ) ] = P M+

s (τ)
Ks(k, τ) = Ks(k + i, τ) = Ks(τ),

i 6= 0

且满足:

P M+
s (τ) =

{
P M+

sf (τ), τ = 1, · · · , J − 1
P M+

ss , τ = J

Ks(τ) =

{
Ksf (τ), τ = 1, · · · , J − 1
Kss, τ = J

假设 3. 在假设 2 下, 对慢采样时刻的观测与滤
波进行如下假设:

1) 在任意慢采样时刻 (k, J) (k ∈ Z+, J < ∞),
对于给定的任意实数 ε > 0 以及对应的实数
δ(ε) > 0, 存在慢速观测数据 yyys(k, J) 满足不等
式:

E{[yyys(k, J)−Hsk,Jxxx(k, J)]×
[yyys(k, J)−Hsk,Jxxx(k, J)]T} < δI

使得多率滤波估值满足:
∥∥∥E

{
x̂xxM [(k, J) |(k, J) ]

}
− E[xxx(k, J)]

∥∥∥ < ε

2) 存在一个慢采样时刻 (k − 1, J) (k ∈
Z+, |J | < ∞), 使得此时的滤波估值满足

∥∥∥E
{
x̂xxM [(k − 1, J) |(k − 1, J) ]

}
−

E[xxx(k − 1, J)]‖ = 0

3.2 滤波误差分析

在上述假设条件下, 分析在不同模型失配情况
下的多率滤波误差的变化规律, 进而为滤波过程的
鲁棒性判断提供依据.

根据滤波的特点, 本文选取滤波估值与真实状
态的误差相对于真实状态值的比例, 作为衡量滤波
误差情况的参数, 简称 “滤波偏差比”. 由于滤波模
型失配, 运算得到的 x̂xxM(k |k ) 并非是真实状态 xxx(k)
的估值, 故运算误差方差阵 P M(k |k ) 不能用于衡量
滤波过程的稳定/发散情况. 又在实际过程中, 滤波
误差的大小受到状态 xxx(k) 的影响, 其自身的数值不
能完全表征滤波估值偏离真实状态的程度. 因此, 考
虑到上述因素, 本文采用滤波偏差比表征滤波的实
际偏差情况.
令滤波估计误差 x̃xx(k |k ) = xxx(k)− x̂xxM(k |k ), 预

测误差 x̃xx(k |k − 1) = xxx(k) − x̂xxM(k |k − 1), 将递推
式 (3) ∼ (5) 代入 x̃xx(k |k ), 可得:

x̃xx(k |k ) = xxx(k)−
{
x̂xxM(k |k − 1) +

K(k)
[
yyy(k)−HM

k x̂xxM(k |k − 1)
]}

=

[I −K(k)HM
k ]x̃xx(k |k − 1)−K(k)vvv(k) =

[I −K(k)HM
k ] [F M

k−1x̃xx(k − 1 |k − 1)−
∆Fk−1xxx(k − 1) + Γk−1www(k − 1)]−K(k)vvv(k)

令 A∗
k = [I −K(k)Hk], 则估值误差表达式为
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x̃xx(k |k ) = A∗
k [F M

k−1x̃xx(k − 1 |k − 1)−
∆Fk−1xxx(k − 1) + ΓM

k−1www(k − 1)]−
K(k)vvv(k) (11)

同理可得:

x̃xx(k |k − 1) = F M
k−1x̃xx(k − 1 |k − 1)−

∆Fk−1xxx(k − 1) + ΓM
k−1www(k − 1) (12)

根据假设 3 中第 2) 步, 在第 k − 1 个宽周期的
慢采样时刻, 观测数据足够精确, 使得:

E
{
x̂xxM [(k − 1, J) |(k − 1, J) ]

}
= E[xxx(k − 1, J)]

故在第 k 个宽周期的起始时刻, 有:

E
{
x̂xxM [(k, 0) |(k, 0)]

}
= E[xxx(k, 0)]

即估值误差均值满足 E[x̃xx(k, 0)] = 0. 以此为基础,

第 k 个宽周期内的滤波偏差比
‖E[eee(k, τ)]‖
‖E[xxx(k, τ)]‖ 的推导

如下.
令

eee(k, i) = x̃xx[(k, i) |(k, i) ],

i = 1, · · ·, J − 1, J

将式 (1) 和式 (3) 代入式 (11), 迭代递推可得:

E[eee(k, τ)] = A∗(k, τ)F M
k,τ−1E[eee(k, τ − 1)]−

A∗(k, τ)∆Fk,τ−1E[xxx(k, τ − 1)] =

A∗(k, τ)F M
k−1

{
A∗(k, τ − 1)F M

k,τ−2E[eee(k, τ − 2)]−
A∗(k, τ − 1)∆Fk,τ−2E[xxx(k, τ − 2)]}−
A∗(k, τ)∆Fk,τ−1E[xxx(k, τ − 1)] =
[

τ−1∏
i=0

(
A∗(k, τ − i)F M

k,τ−i−1

)]
E[eee(k, 0)]−

τ−1∑
i=0

{
τ−i−2∏

j=0

(
A∗(k, τ − j)F M

k,τ−j−1

)×

A∗(k, i + 1)∆Fk,iE[xxx(k, i)]

}

又 E[eee(k, 0)] = 0, 上式化简为

E[eee(k, τ)] =

−
{

τ−1∑
i=0

[(
τ−i−2∏

j=0

(
A∗(k, τ − j)F M

k,τ−j−1

)) ×

A∗(k, i + 1)∆Fk,i

(
τ∏

l=τ−i−1

Fk,τ−l

)]}
E[xxx(k, 0)]

(13)
由式 (1) 推导可知:

E[xxx(k, τ)] =

(
τ∏

i=1

Fk,τ−i

)
E[xxx(k, 0)] (14)

故在第 k 个宽周期内, 各采样时刻的滤波偏差比的
表达式为式 (15) (见本页底部).

式 (15) 中, A∗(k, i) = I − K(k, i)Hk, i, 表征
滤波运算对于滤波模型的信任程度. 根据假设 2, 滤
波运算已进入稳态, 式 (15) 中 A∗(k, i) 采用稳态值
A∗(i), 在快采样时刻与慢采样时刻具有不同的表达
形式:

‖E[eee(k, τ)]‖
‖E[xxx(k, τ)]‖ =

∥∥∥∥
{

τ−1∑
i=0

[(
τ−i−2∏

j=0

(
A∗(k, τ − j)F M

k,τ−j−1

))
A∗(k, i + 1)∆Fk,i

(
τ∏

l=τ−i−1

Fk,τ−l

)]}
E[xxx(k, 0)]

∥∥∥∥
∥∥∥∥
(

τ∏
i=1

Fk,τ−i

)
E[xxx(k, 0)]

∥∥∥∥
,

τ = 1, 2, · · · , J

(15)
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A∗(i) =





A∗sf (i) = I −Ksf (i)Hk,i,

i = 1, · · · , J − 1

A∗ss = I −KssHs,

i = J

(16)

3.3 滤波稳定与发散的基本判定方法

由于模型失配, 多率 Kalman 滤波的估计结果
与真值存在不同程度的误差. 误差可能稳定有界, 也
可能趋于无穷大. 滤波误差趋于无穷大意味着滤波
失去稳定性, 滤波过程必然发散. 然而, 滤波误差稳
定有界也不能保证滤波结果的可靠性. 在实际应用
中, 当滤波偏差较大时, 滤波估值很可能已失去了原
有作用, 与滤波误差向无穷大发散时的输出一样, 难
以用于实际应用. 因而, 将这种情况也称为滤波发
散. 为了区分两种类型的发散, 定义如下:

1) 真发散: 滤波误差随着时间的增长而趋向于
无穷大, 滤波过程失去稳定性;

2) 应用发散: 滤波误差趋向于有界的稳态值, 但
已经超出最大的误差允许范围, 使得滤波结果难以
应用于实际过程.
当滤波误差不存在上述两类发散现象时, 可认

定滤波过程稳定, 滤波输出估值可靠.
根据第 3.2 节对第 k 个宽周期内的多率滤波偏

差比式的推导, 可得到任意采样时刻的滤波偏差比
值. 通过对滤波偏差比大小及变化趋势的判断, 即
能确定滤波过程的稳定或发散情况. 下面给出多率
Kalman 滤波稳定与发散的基本判定步骤:

1) 确定滤波 F M
k 、对象模型 Fk 以及滤波初始

状态 E[xxx(k, 0)];
2) 求解参数 A∗ 的稳态周期解 A∗(τ);
3) 根据式 (15) 求解各宽周期内的不同采样时

刻的滤波偏差比;
4) 判断整个滤波过程中滤波偏差比是否有界.

若有界, 转入 5); 否则, 判定滤波过程 “真发散”;
5) 根据对滤波估计误差允许范围的限定, 判断

滤波偏差比的上界是否超限. 若在允许范围内, 则判
定滤波稳定, 输出可靠; 否则, 判定滤波过程 “应用
发散”.
在上述步骤中, 参数 A∗(τ) 是确定滤波偏差比

的关键, 下面给出它的求解方法.
由式 (6) ∼ (8) 的变换形式可知:

(P M(k |k ))−1 = (P M(k |k − 1))−1 +
HT

k R−1
k Hk

(17)

将式 (7) 代入上式, 则:

(P M(k |k ))−1 =
(
F M

k−1P (k − 1 |k − 1)(F M
k−1)

T +(
Γk−1Qk−1ΓT

k−1

))−1
+ HT

k R−1
k Hk

(18)

在假设 2 条件下, 滤波运算稳定时, 运算误差方差
阵 P M(k |k ) 及预测误差方差阵 P M(k |k − 1) 均具
有稳定周期解, 分别表示为 P M+

s (τ) 与 P M−
s (τ). 式

(18) 可改写为如下形式:

(P M+
s (τ))−1 =

(
F M

τ−1P
M+
s (τ)F M T

τ−1 + Γτ−1Qτ−1ΓT
τ−1

)−1
+

HT
τ R−1

τ Hτ , τ = 1, 2, · · · , J

(19)
由式 (19), 通过求解矩阵等式, 可得 P M+

s (τ).
进而, 根据式 (7) 可进一步求得 P M−

s (τ).
同样, 由式 (8) 的变换, P M+

s (τ) 与 P M−
s (τ) 之

间有如下关系:

P M+
s (τ) = [I −KτHτ ]P M−

s (τ) (20)

而根据前文已知, 滤波运算周期稳定, A∗ 具有
周期解 A∗(τ) = I −KτHτ , 可得:

P M+
s (τ) = A∗(τ)P M−

s (τ) (21)

将式 (19) 求解的 P M+
s (τ) 及 P M−

s (τ) 代入式
(21), 即可得周期稳态值 A∗(τ). 由此, 参数 A∗ 在各
采样时刻的取值均可确定.
利用上述方法求得的 A∗, 根据式 (15), 即可确

定在各宽周期内的不同采样时刻的滤波偏差比值的

大小. 通过对滤波偏差比变化规律的分析, 就得到了
在特定的模型失配下的多率 Kalman 滤波的稳定与
发散情况, 进而可以明确模型失配等因素对滤波算
法鲁棒性的影响.

3.4 典型系统的滤波稳定与发散分析

针对应用中的一类典型系统, 具体分析滤波误
差的变化规律, 并给出明确的滤波稳定与发散的判
定定理.

定义典型系统如下:
1) 被估状态变量的数目为 1, 即对象系统为一

阶系统;
2) 研究对象为定常系统, 模型参数 F M , F , H

以及噪声统计参数 R, Q 等均采用确定常值.
在实际应用中, 由于化工过程中各种被估的关

键质量变量的变化机理各不相同, 往往需要独立分
析和计算, 因而被估状态变量的数目可以设置为 1,
对不同的变量分别进行状态估计. 此外, 由于化工动
态比较缓慢, 在一定的时间内, 可以将对象视为局部
线性的定常系统. 因此, 将被研究系统作上述简化不
失一般性.

在上述典型系统下, 对滤波偏差比的计算式
(15) 化简并整理, 满足 E[xxx(k, 0)] 6= 0 时, 式 (15) 转
化为如下形式:
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∣∣∣∣
E[eee(k, τ)]
E[xxx(k, τ)]

∣∣∣∣ =





∣∣∣∣
τ∑

i=1

[(
A∗

sf

)τ−i+1
∆F (F M)τ−i

F i−τ−1
] ∣∣∣∣ , τ = 1, 2, · · · , J − 1

∣∣∣∣(A∗
ssF

MF−1)
τ−1∑
i=1

[(
A∗

sf

)τ−i
∆F (F M)τ−i−1

F i−τ
]

+ A∗
ss∆F F−1

∣∣∣∣ , τ = J
(22)

令

ξ(τ) =
∣∣∣∣
E[eee(k, τ)]
E[xxx(k, τ)]

∣∣∣∣

Df =
A∗

sfF M

F

式 (22) 改写为下式:
ξ(τ) =




∣∣∣∣
A∗sf∆F

F

∣∣∣∣
∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

Di
f

∣∣∣∣ , τ = 1, 2, · · · , J − 1

∣∣∣∣
A∗ssF

M

F

[
A∗sf∆F

F

(
τ−2∑
i=0

Di
f

)]
+

A∗ss∆F

F

∣∣∣∣ , τ = J

(23)
根据式 (23), 对第 k 个宽周期内的滤波偏差比

ξ(τ) 的变化规律进行分析, 得到如下结论.
定理 1. 若假设 1∼ 3 成立, ∆F = 0 (F 6=

0, F M 6= 0), 则基于模型 (3) 的多率 Kalman 滤波
偏差比满足:

ξ(k, τ) ≡ 0, τ = 1, 2, · · · , J, ∀k ∈ C

定理 2. 若假设 1∼ 3 成立, ∆F 6= 0 (F 6=
0, F M 6= 0), 则在第 k 个宽周期的快采样区间 M

(定义集合M : [1, J − 1]), 基于滤波模型 (2) 的多率
Kalman 滤波的偏差比 ξ(τ) (τ ∈ M) 随时间的变化
规律如下:

1) 当 Df > 0 或 Df < −2 时, ξ(τ) 满足:
a) 若 τ1, τ2 ∈ M 且 τ1 > τ2, 则:

ξ(τ1) > ξ(τ2) > 0

b) max [ξ(τ)] = ξ(J − 1) =

∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
J−2∑
i=0

(
A∗

sfF M

F
)i

∣∣∣∣∣ , τ ∈ M

c) lim
J→∞

ξ(τ) =





∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
1

|1−Df | , Df ∈ (0, 1)

∞, Df ∈ (−∞,−2) ∪ [1,∞)
, τ → J

2) 当 −1 < Df < 0 时, ξ(τ) 满足:
a)
{

ξ(2k) < ξ(2k + 1) < ξ(2k − 1)
ξ(2k) < ξ(2k + 2) < ξ(2k + 1)

,

∀k ∈ N 且 2k, 2k ± 1, 2k + 2 ∈ M.

b)

max [ξ(τ)] = ξ(1) =
∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣ , τ ∈ M

c)

lim
J→∞

ξ(τ) = ξcs =
∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
1

|1−Df | , τ → J

3) 当 −2 < Df < −1 时, ξ(τ) 满足:
a) ∃ τ0 (τ0 ∈ Z+), 对于 ∀τ ∈ M , ∀k ∈ N,

当 2k + 3 < τ0 且 2k + 2 < J , 有:
{

ξ(2k + 1) > ξ(2k) ξ(2k + 1) > ξ(2k − 1)
ξ(2k) < ξ(2k + 2) < ξ(2k + 1)

当 τ ≥ 2k + 3, 有:

ξ(τ) > ξ(τ − 1)

b)

max [ξ(τ)] =

{
ξ(l), J ≤ τ0

ξ(J − 1), J > τ0

, τ ∈ M

其中, l = 2 round(
J

2
)− 1, round(·) 表示向下取整.

c) lim
J→∞

ξ(τ) = ∞, τ → J

4) 当 Df = 0 时, 若 F M 6= 0, 则:

ξ(τ) ≡ 0, τ ∈ M

5) 当 Df = −1 时, ξ(τ) 满足:
a) {

ξ(2k) = 0
ξ(2k + 1) = a0

∀k ∈ N, 且 2k, 2k + 1 ∈ M . 其中, 常数

a0 =
∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣ > 0

b) max [ξ(τ)] = a0, τ ∈ M

6) 当 Df = −2 时, ξ(τ) 满足:
a) ξ(1) = ξ(2) > 0;
b) 若 τ1, τ2 ∈ [2, J − 1] 且 τ1 > τ2, 则

ξ(τ1) > ξ(τ2) > 0;
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c) max [ξ(τ)] = ξ(J − 1) =
∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣×∣∣∣∣
J−2∑
i=0

(
A∗

sfF M

F
)i

∣∣∣∣ , τ ∈ M ;

d) lim
J→∞

ξ(τ) = ∞, τ → J .

证明. 根据式 (23), 在第 k 个宽周期内, 快采样
区间的滤波偏差比 ξ(τ) 为

ξ(τ) =
∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

Di
f

∣∣∣∣ , τ = 1, 2, · · · , J − 1

当参数 Df 取值范围不同时, ξ(τ) 随自变量 τ 的变

化趋势也有所不同. 采用数学归纳法分别对 Df 在

不同区间的 ξ(τ) 的变化特性进行证明. 具体证明过
程参见附录 A. ¤
定理 3. 若假设 1 ∼ 3 成立, ∆F 6= 0 (F 6=

0, F M 6= 0), 则在第 k 个宽周期的慢采样时刻

τ = J , 基于滤波模型 (3) 的多率 Kalman 滤波
有如下特点:

1) 参数 A∗ 的稳态解满足: A∗
ss < A∗

sf ;
2) 存在 ys(k, J), 满足 R0 < δ0, 使得 ξ(J) <

ξ(τ), τ = 1, 2, · · · , J − 1, 其中, δ0 > 0 为一个确
定的实数;

3) 当 R0 → 0 , 有 ξ(J) → 0.
证明. 在慢采样时刻, 可同时获取慢速观测数据

和快速观测数据共同滤波, 观测矩阵与观测噪声方
差阵 Rs 维数变化, 导致 A∗ 与 ξ(J) 均发生突变. 具
体证明步骤见附录 A. ¤
注 2. 由定理 2 已知, 在多率滤波过程的快采样

时刻, 受到模型失配的影响, 滤波偏差比随着滤波进
行并有规律地变化. 当到达慢采样时刻, 由于采集了
多种观测数据, 滤波对于模型的依赖度随之降低, 此
时参数 A∗ 会突然骤减, 使慢采样时刻的滤波偏差比
小于快采样时刻的偏差比. 且慢采样观测中的噪声
越小, 即 Ro 越小, 慢采样数据对于滤波偏差的校正
作用越明显. 因此, 在慢采样点, 若能保证观测数据
的精度, 则滤波误差必然趋近于零. 这一直观结论与
定理 3 相符, 同时从侧面验证了假设 3 的合理性.
定理 4. 若假设 1 ∼ 3 成立, F 6= 0, F M 6= 0,

且对于任意慢采样时刻 (k, J) (k ∈ Z+, J < ∞), 观
测 yyys(k) 均满足:

R0 < δ0

其中, δ0 > 0 为一个确定的极小的实数. 则在整个
滤波稳定运算过程中, 有:

1) 基于模型 (3) 的多率 Kalman 滤波具有周期
性, 周期为 T ;

2) 滤波偏差比 ξ(τ) 具有周期性, 周期为 T , 即

ξ(τ) = ξ(k, τ) = ξ(k + i, τ),
∀k, i ∈ N, τ = 1, 2, · · · , J

且各宽周期内 ξ(τ) 的变化规律服从定理 1 ∼ 3 给
定规律.
注 3. 根据假设 1 ∼ 3 及定理 3 易知, 在慢采

样时刻存在足够精确的观测数据的情况下, 滤波偏
差比 ξ(τ) 在整个滤波时域中具有周期性, 且服从定
理 1 ∼ 3 中给定的变化规律. 结合假设 1, 显然多率
滤波过程也具有周期性. 证明略.
定理 1 ∼ 4 给出了多率 Kalman 滤波在整个滤

波过程中滤波偏差比 ξ(τ) 的变化规律. 已知 ξ(τ) 为
非负数, 通过分析其上界即可对滤波过程的稳定与
发散情况进行判断. 下面给出多率 Kalman 滤波过
程的稳定与发散判定定理.
定理 5. 若假设 1 ∼ 3 成立, F M (F M 6= 0),

F (F 6= 0), ∆F (∆F 6= 0)及A∗ 有界,多率Kalman
滤波偏差比的允许上界为 δ0 (δ0 > 0), 则:

1) 当 Df ∈ [−1, 0), 若
∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣ ≤ δ0

则多率 Kalman 滤波周期稳定, 不发散; 反之, 滤波
过程 “应用发散”.

2) 当 Df ∈ (0, 1)
a) 若

∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
F

F −A∗
sfF M

≤ δ0

则多率 Kalman 滤波周期稳定, 不发散;
b) 若

∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
F

F −A∗
sfF M

> δ0

则当 ∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
J−2∑
i=0

(
A∗

sfF M

F
)i

∣∣∣∣∣ ≤ δ0

且 J 有限时, 多率 Kalman 滤波周期稳定, 不发散;
否则, 滤波过程 “应用发散”.

3) 当Df ∈ (−∞,−1)∪ [1,∞) 且 J 有限, 若满
足:

max [ξ(τ)] ≤ δ0, τ = 1, 2, · · · , J

则多率 Kalman 滤波周期稳定, 不发散. 否则, 滤波
过程 “应用发散”.
定理 6. 若假设 1 ∼ 3 成立,

Df ∈ (−∞,−1) ∪ [1,∞),
F M 6= 0, F 6= 0

则当 J →∞ 时, 多率 Kalman 滤波过程 “真发散”.
定理 5 和定理 6 提出了在各种不同情况下针对

典型系统的多率 Kalman 滤波的稳定与发散判据.
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这些结论有助于判定滤波过程的稳定性并适当地选

取滤波参数, 使多率滤波器在确定的误差范围内良
好地工作. 同时, 对于其他非典型的多率系统, 若可
以转化为这类典型系统的形式, 上述结论同样具有
参考价值.

4 仿真验证与应用

4.1 仿真验证

下面采用仿真实验的方式对前文给出的各定理

进行验证.
考虑如下典型系统, 一个双率采样的定常系统

x(k + 1) = Fx(k) + w(k)
y(k) = Hx(k) + v(k)

(24)

其中, 观测矩阵

H =





1, k = lJ + i, i = 1, · · · , J − 1[
1 1

]T

, k = lJ

其余模型参数待定. 滤波模型采用模型 (3) 的形式,
状态矩阵 F M = F + ∆F .

1) 构造滤波参数, 对定理 1 ∼ 4 进行验证.
在 Rf = 0.01, Q = 0.0001 下, 选取不同组合的

参数进行多率 Kalman 滤波. 滤波参数的选取有两
方面考虑: 保证参数 Df 值分别位于滤波偏差比变

化趋势不同的各区间内, 考察各种情况下的实际偏
差情况; 同时, 确保假设 1 ∼ 3 成立, 便于真实滤波
结果与理论分析的对比.
在表 1 所示的各组滤波参数下, 分别进行双率

Kalman 滤波. 实际滤波结果与理论分析对比情况
如下.

表 1 仿真滤波参数配置

Table 1 Filter parameter setting during simulation

参数组合条件 F F M R0 J

∆F = 0 0.8 0.8 10−4 10

∆F 6= 0 — — — —

0 < Df < 1 0.98 0.3 10−5 10

Df ≥ 1 0.76 0.8 10−5 10

−2 < Df < −1 0.6 −0.8 10−6 10

Df ≤ −2 0.3 −0.8 10−7 5

Df = −1 0.78 −0.8 10−5 10

−1 < Df < 0 0.9 −0.3 10−5 10

当 ∆F = 0 时, 观测到滤波过程的实际偏差比
始终保持为趋于零的极小值, 这与定理 1 中理论分
析的零值是基本一致, 定理 1 结论得到验证.

当 ∆F 6= 0 时, 各种不同 Df 取值范围下的实

际滤波偏差比变化情况由图 2 给出. 将图中的实际
滤波结果与定理 2 和定理 3 的结论对比可知: 在单
个宽周期的快采样区间, 滤波偏差比确实按照定理 2
指出的变化规律变化; 同时, 在慢采样点, 滤波偏差
比迅速减小, 与定理 3 结论一致. 此外, 由图 2 也可
以看出, 在滤波运算进入稳定后 (图中即为从第二个
宽周期开始), 滤波偏差比呈现周期性的变化, 相应
滤波过程也具有周期性, 故定理 4 得到验证. 进一
步, 对定理 2 和定理 3 中的滤波偏差比计算式进行
验证. 单个宽周期内, 实际的滤波偏差比 ξ(τ) 与理
论计算值的对比如图 3 所示. 可见, 由推导得到的滤
波偏差比公式计算得到的偏差值与实际偏差基本一

致.
2) 利用表 1 中的滤波参数组合, 分析各种情况

下滤波偏差比的最大值随参数 J 的变化情况, 验证
滤波发散判定定理 5 和定理 6.
由于滤波方程中存在随机变量, 因此在每

一组参数 J 下, 均进行 100 次 Monte Carlo 实
验统计运算结果. 滤波偏差比 ξ(τ) 的最大值
Ω(J,A∗,∆F, F, F M) 随着参数 J 的变化如图 4
所示. 由于 Df ∈ [1,∞) 时, Ω 的变化情况与
[−∞,−2) 十分相似, 此处不再重复给出.
由图 4 可知, 仿真结论与前文分析一致. 当

Df ∈ (−∞,−1) ∪ [1,∞), 随着 J 增大, 偏差上界逐
渐增大, 趋向于无穷; 当 Df ∈ (0, 1), 随着 J 的增

大, 尽管滤波偏差比递增, 但存在确定、有限的上界;
当 Df ∈ [−1, 0), 滤波偏差比恒有界, 且其上界不随
参数 J 变化.
由于定理 5 和定理 6 是基于定理 2 和定理 3 得

到的关于滤波发散的判定性结论, 通过上述各种验
证可知, 定理 5 和定理 6 成立. 由图 4 也可看出, 在
实际应用中, 当对于滤波偏差上限有所限制时, 在不
同Df 取值下, 对于参数 J 的要求是不同的, 并可以
通过上界限制求得 J 的取值上限, 确保滤波过程稳
定, 估值的精度满足实际需求.

4.2 仿真应用

通过仿真实例, 对本文提出的滤波稳定与发散
判据在化工软测量输出融合过程[19−20] 中的一类典

型应用进行说明.
考虑系统 (24), 给定模型参数以及噪声相关参

数: F = 0.9, F M = 0.7, Rf = 0.01, Q = 0.0001,
Ro = 0.00001.
滤波误差允许上限 δ0 ≤ 0.87, 快慢观测的采样

周期比 J ≥ 8, 且 J 只能取正整数.
在上述参数下, 进行多率 Kalman 滤波, 估计 x

的状态值. 要求在保证滤波不发散的同时, 求解使得
代价函数 C(δ0, J) 最小的滤波参数 J 与 δ0. 代价函
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数的计算式如下:

C(δ0, J) =
∑ [

w0δ0 +
w1

J

]

其中, 代价系数 w0 = 1, w1 = 10, 表示在正常取值
范围下, 参数 J 所占比重稍大于 δ0.
这一优化求解问题体现了化工过程中一种典型

的参数选取问题. 在多率滤波过程中, 随着参数 J 的

减小, 慢采样数据的观测频率提高, 滤波偏差比变化
幅度减小, 滤波估值越容易满足的应用需求. 因此,
为了保证滤波稳定, 提高滤波估计的可靠性, 应当尽
量选取较小的 J . 然而, 在实际应用中, 受到技术、
资金或环境等因素的限制, 慢速观测的采样频率往
往不能随意地大幅度提升, 且 J 不能低于一定的限

值. 滤波估值可靠性的提高与参数 J 的选取是存在

矛盾的. 因此, 在实际的滤波参数选取过程中, 通常
需要对 δ0 和 J 进行权衡, 要求在提高输出可靠性的

同时, 尽可能控制对技术、资金等各种资源的需求,
即表征为代价函数 C(δ0, J) 的最小化.
对上述优化问题进行求解, 首先需明确当前模

型失配以及滤波偏差比变化情况.
根据第 3.3 节的参数求解方法, 可得运算误

差方差阵与预测误差方差阵的稳态解 P M+
sf (τ) 与

P M−
sf (τ), 有:

P M+
sf = 0.00018894

P M−
sf = 0.00019258

代入

P M+
sf = A∗

sfP M−
sf

有 A∗
sf = 0.98111, 进而可得 Df = 0.7631. 可知,

Df 属于 (0, 1) 区间, 双率滤波后的滤波偏差比存在
确定、有限的上界.

图 2 ∆F 6= 0 情况下的实际滤波偏差比变化趋势

Fig. 2 Trends of practical filtering error ratio under ∆F 6= 0
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图 3 单个宽周期内滤波偏差比实际值与计算值对比

Fig. 3 Comparison of practical and calculation error values in a single wide-period

图 4 滤波偏差比 ξ(τ) 的上界随 J 的变化趋势

Fig. 4 Changing trends of ξ(τ)′s upper level with the increasing of J
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根据定理 2 可知, 滤波误差上界的极限值为
∣∣∣∣
A∗

sf∆F

F

∣∣∣∣
F

F −A∗
sfF M

= 0.9196

显然大于 δ0 的允许上限. 因此, 为了保证滤波过程
不发散, 需要限制采样周期比 J 的取值上限. 通过公
式计算可得, 在不同的误差允许上限 δ0 下的 J 取值

上限 Jmax 的变化曲线, 如图 5 所示. 由图可知, 若
保证滤波不发散, 要求 J < 12, 又存在约束 J ≥ 8,
故 J 仅能在阴影区取值, 即 8 ≤ J ≤ 11.

图 5 Jmax 随 δ0 的变化趋势

Fig. 5 Changing trend of Jmaxwith the increasing of δ0

在保证滤波不发散的情况下, 为使代价函数
C(δ0, J) 最小化, 需要确定 C(δ0, J) 随参数 δ0 与

J 的变化规律. 图 6 以代价值等值曲线的形式给出
C(δ0, J) 的变化情况. 其中, 实线为代价等值曲线.
每条曲线上的点均为等代价值点, 且越靠近图形的
右上方, 等值线所代表的代价值越小. 短虚线表示滤
波稳定条件, 该曲线下方为滤波稳定区域, 其中的代
价等值曲线所对应的参数取值才是保证滤波稳定的

参数解. 由图 6 可以看出, 随着 δ0 增大, 可选取的 J

的上限也逐渐增大; 同时, 随着 J 的增大, 代价值逐
渐减小.
在本问题中, 由于存在约束 0 < δ0 ≤ 0.87 且

J ≥ 8, 由图可知, 可行的参数与代价范围为两条长
虚直线和短虚曲线所包围的区域. 在此区域内, 最小
代价值的等值曲线必定对应最大的 J 取值. 而存在
约束 “J 只能取正整数” 且 J ≤ 11, 故 J = 11 为该
区域 J 最大可行解. 与 J = 11 相交的代价等值线
对应的代价值就是可实现的最小代价值, 图中即为
C = 1.769. 等值线 C = 1.769 所对应的滤波参数
就是最优滤波参数, 即 δ0 = 0.86, J = 11.
由此得到在各种约束下, 保证滤波稳定的可行

的最优滤波参数选取方案: δ0 = 0.86, J = 11. 该参
数使得滤波代价函数最小, 既保证了滤波估值的可

靠性满足应用需求, 也降低了滤波算法的应用成本.
通过这个实例, 对本文提出的滤波稳定/发散判

定定理在滤波参数的选取问题中的应用进行了说明.
尽管对象系统较理想化, 且代价函数采用了比较简
单的表达形式, 与实际应用情况可能存在差异, 然而
本实例反映了应用中的典型问题, 具有代表性, 对于
指导算法的应用具有一定意义.

图 6 代价函数 C(δ0, J) 等值线及参数选取示意图

Fig. 6 Diagram of the C(δ0, J) isolines and the

parameter selection

5 结论

针对滤波模型存在加性失配的情况, 根据化工
过程应用的特点, 分析了多率 Kalman 滤波在不同
模型失配情况下的误差变化情况, 给出了判断滤波
过程稳定/发散的基本方法. 特别针对一种典型的线
性双率采样系统, 推导了滤波偏差比的变化规律, 提
出了明确的滤波稳定与发散的判定定理. 通过仿真
对结论进行了验证与应用, 表明本文所提出的多率
Kalman 滤波算法的稳定与发散判定方法具有代表
性, 对于多率滤波算法的实际应用以及进一步的性
能分析具有指导意义.

同时, 通过对算法鲁棒性分析方法的研究可知,
一方面, 多率 Kalman 滤波算法与常规 Kalman 滤
波算法相似, 其鲁棒性能与对象模型、模型失配程度
等因素相关; 另一方面, 由于系统的多频率特性, 这
一算法的鲁棒性还具有其独特性, 与各种观测的采
样频率密切相关 (本文中即表现为 “多率采样周期
比”). 因此, 要明确这类多率滤波算法的鲁棒性, 需
要考虑多种因素, 综合分析.

附录A

定理 2 的证明. 定理 2 中, 结论 (4) 和 (5) 显而易见,

证明略. 下面给出结论 (1) ∼ (3) 以及式 (6) 的证明过程.

1) 当 Df > 0 时, 显然 ξ(τ) 为 τ 的单增函数.
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当

Df =
A∗F M

F
< −2

时, 采用数学归纳法进行证明.

令

a0 =

∣∣∣∣
A∗sf∆F

F

∣∣∣∣, g(τ) =
τ−1∑
i=0

Di
f , 则

ξ(τ) = a0

∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

Di
f

∣∣∣∣ = a0 |g(τ)| ,
τ = 1, 2, · · · , J − 1

根据假设 2 可知, 在稳态滤波过程中, 参数 a0 为确定的正常

数.

k = 1 时, ξ(1) = a0 > 0.

k = 2 时, ξ(2) = a0 |1 + Df | . 因为 1 + Df < −1, 所

以 ξ(2) > a0 = ξ(1) .
...

假设, k = 2n− 1 (n 为任意正自然数) 时, g(2n− 1) > 0 且

ξ(2n− 1) > ξ(2n− 2) 成立. k = 2n (n 为任意正自然数) 时,

g(2n) < 0 且 ξ(2n) > ξ(2n− 1) 成立. 那么, k = 2n + 1 时,

ξ(2n + 1) = a0 |g(2n + 1)|.
由第 2n 步已知, ξ(2n) > ξ(2n− 1), 因为

∣∣∣∣∣
2n−1∑
i=0

Di
f

∣∣∣∣∣ >

∣∣∣∣∣
2n−2∑
i=0

Di
f

∣∣∣∣∣

即 |g(2n)| > |g(2n− 1)|.
又由第 2n− 1, 2n 步已知, g(2n− 1) > 0, g(2n) < 0 所

以有

−
2n−1∑
i=0

Di
f >

2n−2∑
i=0

Di
f

即

D2n−1
f < − 2

2n−2∑
i=0

Di
f

因为

D2n
f > − 2

2n−1∑
i=1

Di
f > − 2

2n−1∑
i=0

Di
f

所以

g(2n + 1) > |g(2n)|
故

ξ(2n + 1) = a0 |g(2n + 1)| > ξ(2n)

成立.

k = 2n + 2 时,

ξ(2n + 2) = a0 |g(2n + 2)|

由第 2n + 1 步已知

D2n
f > − 2

2n−1∑
i=1

Di
f

所以

D2n+1
f < − 2

2n∑
i=2

Di
f

又

1 + Df < −1

从而

−2(1 + Df ) > 2

所以

D2n+1
f < − 2

2n∑
i=2

Di
f − 2(1 + Df )

即

g(2n + 2) < −g(2n + 1)

所以

|g(2n + 2)| > |g(2n + 1)|
故

ξ(2n + 2) > ξ(2n + 1)

成立.

综上所述, ξ(k + 1) > ξ(k) (n 为任意正自然数) 得证.

根据上述证明, 当 Df < −2 时, ξ(τ) 为 τ 的单增函数,

故在定义域M 内, ξ(τ) 随着时间递增且有最大值 ξ(J − 1).

由式 (23) 可知, Df = 1 时,

lim
τ→∞

ξ(τ) =

∣∣∣∣
A∗sf∆F

F

∣∣∣∣ lim
τ→∞

∣∣∣∣
τ−1∑
i=0

Di
f

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
A∗sf∆F

F

∣∣∣∣ lim
τ→∞

(τ) = ∞

Df 6= 1 时

lim
τ→∞

ξ(τ) =

∣∣∣∣
A∗sf∆F

F

∣∣∣∣ lim
τ→∞

∣∣∣∣
1−Dτ

f

1−Df

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
A∗sf∆F

F (1−Df )

∣∣∣∣ lim
τ→∞

∣∣1−Dτ
f

∣∣

若 |Df | < 1 时, 则 lim
τ→∞

Dτ
f = 0, 即有

lim
τ→∞

ξ(τ) =

∣∣∣∣
A∗sf∆F

F (1−Df )

∣∣∣∣

若 |Df | > 1, 则 lim
τ→∞

ξ(τ) = ∞.

因此, 在 Df ∈ (−∞,−2) ∪ (0,∞) 区间内, 有

lim
τ→∞

ξ(τ) =




∣∣∣∣
A∗sf∆F

F

∣∣∣∣
1

|1−Df | , Df ∈ (0, 1)

∞ , Df ∈ (−∞,−2) ∪ [1,∞)

当 J → ∞ 且 τ → J 时, 有 τ → ∞, 故 ξ(τ) 服从如上极限.

结论 1) 得证.

2) 首先, 采用数学归纳法讨论 g(k) 在区间 (−2, −1) 与

(−1, 0) 的正负情况.

当 k = 1 时,

g(1) = 1 > 0

当 k = 2 时,

g(2) = 1 + Df

当 Df ∈ (−1, 0) 时,

1 + Df > 0, g(2) > 0
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当 Df ∈ (−2,−1) 时,

−1 < 1 + Df < 0, g(2) < 0

...

假设 k = 2n − 1 (n 为任意正自然数) 时, 当 Df ∈
(−1, 0) 时,

g(2n− 1) > 0

当 Df ∈ (−2,−1) 时,

g(2n− 1) > 0

k = 2n (n 为任意正自然数) 时,

当 Df ∈ (−1, 0) 时,

g(2n) > 0

当 Df ∈ (−2,−1) 时,

g(2n) < 0

那么, 当 k = 2n + 1 时,

g(2n + 1) =

2n∑
i=0

Di
f

若 Df ∈ (−1, 0), 则

g(2n + 1) = g(2n) + D2n
f

由第 2n 步已知, g(2n) > 0, 所以

g(2n + 1) > 0

成立.

若 Df ∈ (−2,−1), 则

g(2n + 1) = g(2n− 1) + D2n−1
f + D2n

f

D2n−1
f + D2n

f = D2n−1
f (Df + 1) > 0

又由第 2n− 1 步, 已知 g(2n− 1) > 0, 所以

g(2n + 1) > 0

成立.

当 k = 2n + 2 时,

g(2n + 2) =

2n+1∑
i=0

Di
f (2n) + D2n

f + D2n+1
f

若 Df ∈ (−1, 0), 因为

D2n
f + D2n+1

f = D2n
f (Df + 1) > 0

由第 2n 步已知, g(2n) > 0, 所以

g(2n + 2) > 0

成立.

若 Df ∈ (−2,−1), 因为

D2n
f + D2n+1

f = D2n
f (Df + 1) < 0

又由第 2n 步已知, g(2n) < 0, 所以

g(2n + 2) < 0

成立.

综上可得, 当 Df ∈ (−1, 0) 时

g(k) > 0, ∀k ∈ M

当 Df ∈ (−2,−1)
{

g(k) > 0, k = 2n− 1

g(k) < 0, k = 2n
,

n 为任意正自然数

根据 g(k) 的变化, 证明结论 2), 步骤如下:

当 k = 2n + 1, n 为任意正自然数时,

ξ(2n + 1) = a0 |g(2n + 1)|
因为

g(2n + 1) > 0

所以

ξ(2n + 1) = a0[g(2n) + D2n
f ] > ξ(2n)

成立. 又

g(2n + 1) = g(2n− 1) + D2n
f + D2n−1

f

根据 g(k) 的性质, 有

g(2n− 1) > 0 且 g(2n + 1) > 0

而

D2n
f + D2n−1

f < 0

所以

0 < g(2n + 1) < g(2n− 1)

即

ξ(2n + 1) < ξ(2n− 1)

成立. 故

ξ(2n) < ξ(2n + 1) < ξ(2n− 1)

得证.

当 k = 2n + 2 (n 为任意正自然数) 时,

ξ(2n + 2) = a0 |g(2n + 2)|
g(2n + 2) = g(2n) + D2n

f + D2n+1
f

根据 g(k) 的性质,

g(2n) > 0

而

D2n
f + D2n+1

f > 0

所以

g(2n + 2) > g(2n) > 0

即

ξ(2n + 2) > ξ(2n)

成立. 又

g(2n + 2) = g(2n + 1) + D2n+1
f

根据 g(k) 的性质
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g(2n + 1) > 0 且 g(2n + 2) > 0

而 D2n+1
f < 0, 所以

g(2n + 2) < g(2n + 1)

即

ξ(2n + 2) < ξ(2n + 1)

成立. 故

ξ(2n) < ξ(2n + 2) < ξ(2n + 1)

得证.

综上所述
{

ξ(2n) < ξ(2n + 1) < ξ(2n− 1)

ξ(2n) < ξ(2n + 2) < ξ(2n + 1)
,

n 为任意正自然数

得证. 因而, 当 −1 < Df < 0 时, ξ(τ) 随 τ 的增大而振荡收

敛, 且在定义域M 内, ξ(τ) 的最大值为首项 ξ(1).

根据结论 1) 的推导, 当 −1 < Df < 0 时,

lim
τ→∞

ξ(τ) =

∣∣∣∣
A∗sf∆F

F

∣∣∣∣
1

|1−Df |

因此, 当 J → ∞ 时, ξ(τ) (τ → J) 将趋于稳态收敛值 ξcs.

结论 2) 得证.

3) 根据结论 2) 的证明, 可知当 Df ∈ (−2,−1), 有

{
g(k) > 0, k = 2n− 1

g(k) < 0, k = 2n
,

n 为任意正自然数

当 k = 2n + 1, n 为任意正自然数时,

ξ(2n + 1) = a0g(2n + 1) = a0

2n∑
i=0

Di
f

因为

D2n
f + 2(D2n−1

f + D2n−2
f + · · ·+ Df + 1) =

D2n−2
f (Df + 1)2 + D2n−4

f (Df + 1)2 + · · ·+
(Df + 1)2 + 1 > 0

所以

g(2n + 1) > −g(2n)

根据 g(k) 性质, 易得

ξ(2n + 1) > ξ(2n)

成立. 又

ξ(2n + 1)− ξ(2n− 1) = a0(D
2n
f + D2n−1

f ) > 0

所以

ξ(2n + 1) > ξ(2n− 1)

成立. 故

ξ(2n + 1) > ξ(2n) 且 ξ(2n + 1) > ξ(2n− 1)

得证.

当 k = 2n + 2 (n 为任意正自然数) 时,

ξ(2n + 2) = a0g(2n + 2) = a0

2n+1∑
i=0

Di
f

ξ(2n + 2)− ξ(2n) = −a0(D
2n
f + D2n+1

f ) > 0

所以

ξ(2n + 2) > ξ(2n)

成立. 而

ξ(2n + 2)− ξ(2n + 1) =

−[ D2n+1
f + 2(D2n

f + D2n−1
f + · · ·+ Df + 1)] =

−[(D2n+1
f + 2D2n

f + D2n−1
f )+

D2n−1
f + 2(D2n−2

f + · · ·+ Df + 1)] =

−(D2n+1
f + 2D2n

f + D2n−1
f )+

[ξ(2n)− ξ(2n− 1)]

令

D0 = D2n+1
f + 2D2n

f + D2n−1
f

则

ξ(2n + 2)− ξ(2n + 1) =

−D0 + [ξ(2n)− ξ(2n− 1)]

若 ξ(2n)− ξ(2n− 1) > 0,

则

ξ(2n + 2)− ξ(2n + 1) > 0

成立;

若 ξ(2n)− ξ(2n− 1) ≤ 0, 由于Df ∈ (−2,−1), |D0| 变
化率高于 |ξ(2n)− ξ(2n− 1)| 的变化率, 故随着 n 增大, 必

然存在 n0, 使得 |D0|>|ξ(2n0)− ξ(2n0 − 1)|, 即
ξ(2n0 + 2)− ξ(2n0 + 1) > 0

且 ξ(2n0)− ξ(2n0 − 1) ≤ 0

故 n < n0 时, 有

ξ(2n) < ξ(2n + 2) < ξ(2n + 1)

n > n0 时, 有

ξ(2n) < ξ(2n + 1) < ξ(2n + 2)

令

τ0 = 2n0 + 2

综上可知, 若 τ0 在定义域M 内, 则当 τ < τ0, ξ(τ)随 τ 的增

大而振荡增大, 且最大值为最大奇数项取值; 当 τ ≥ τ0, ξ(τ)

随 τ 的单调递增, 最大值为末项取值. 若 τ0 在定义域M 外,

则 ξ(τ) 始终随 τ 的增大而振荡递增.

同时, 根据结论 1) 的推导, 当 −2 < Df < −1 时,

limτ→∞ ξ(τ) = ∞. 故当 J → ∞ 时, ξ(τ) (τ → J) 也趋于

无穷. 结论 3) 得证.

4) 当 Df = −2 时, 显然 ξ(1) = ξ(2) = a0 > 0.

当 τ ∈ [2, J − 1], ξ(τ) 随 τ 变化规律的证明步骤与

Df < −2 情况类似, 证明略. ¤
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定理 3 的证明. 在慢采样时刻, 观测矩阵 Hs 扩维为[
Hf

Ho

]
, 观测噪声方差阵 Rs 扩维为

[
Rf

0

0

Ro

]
. 根据式

(23), 慢采样时刻的滤波偏差比为

ξ(J) =

∣∣∣∣∣
A∗ssF

M

F

[
A∗sf∆F

F

(
τ−2∑
i=0

Di
f

)]
+

A∗ss∆F

F

∣∣∣∣

其中, 参数 A∗ss = I −KssHs.

1) 由式 (6), 增益阵Kss 表达为

Kss = P M−HT
s [HsP

M−HT
s + Rs]

−1 (A1)

其中, P M− 表示稳态运算中得到的滤波误差预测方差阵的
稳态解.

将式 (A1) 代入 A∗ss 计算式中, 有

A∗ss = 1− P M−HT
s [HsP

M−HT
s + Rs]

−1Hs =

1− P M− H2
f Ro + H2

oRf

H2
f RoP M− + H2

oRfP M− + RoRf
=

1− 1

1 +
RoRf

(H2
f Ro + H2

oRf )P M−

<

1− 1

1 +
Rf

H2
f P M−

(A2)

而

A∗sf = 1−KsfHf =

1− P M− H2
f

H2
f P M− + Rf

=

1− 1

1 +
Rf

H2
f P M−

(A3)

故 A∗ss < A∗sf , 结论 1) 得证.

2) 令

ε = min

∣∣∣∣
E[eee(k, τ)] E[xxx(k, J)]

E[xxx(k, τ)

∣∣∣∣ ,

τ = 1, 2, · · · , J − 1

则根据假设 3, 必然存在慢速观测数据 ys(k, J) 以及实数

δ(ε), 满足

E{[ys(k, J)−Hsk,Jx(k, J)]×
[ys(k, J)−Hsk,Jx(k, J)]T} < δ(ε)

即

R0 < δ(ε)

使得

|E[eee(k, J)]| < ε

成立.

由 |E[eee(k, J)]| < ε, 可知

|E[eee(k, J)]| <
∣∣∣∣
E[eee(k, τ)] E[xxx(k, J)]

E[xxx(k, τ)

∣∣∣∣ ,

τ = 1, 2, · · · , J − 1

即

ξ(J) < ξ(τ), τ = 1, 2, · · · , J − 1

令 δ0 = δ(ε), 结论 2) 得证.

3) 在慢采样时刻 τ = J , 前一快采样时刻的滤波偏差比

ξ(J − 1) 为确定值, 则慢采样时刻滤波偏差比可表示为

ξ(J) = C0 |A∗ss| (A4)

其中

C0 =

∣∣∣∣∣
F M

F

[
A∗sf∆F

F

(
τ−2∑
i=0

Di
f

)]
+

∆F

F

∣∣∣∣∣ > 0

由式 (6) ∼ (8) 易知, A∗ss 具有正定性, 故

ξ(J) = C0A
∗
ss (A5)

可知 ξ(J) 为参数 A∗ss 的单增函数. 根据式 (A2), 随着 Ro 增

大, A∗ss 递增, 则当 Ro → 0 时, 有 A∗ss → 0. 而 ξ(J) 又随

A∗ss 单调递增, 由式 (A5) 可知, A∗ss → 0, ξ(J) → 0. ¤
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