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两类推广的渐近迭代逼近

陈 杰 1, 2 王国瑾 1, 2 金聪健 1, 2

摘 要 在计算机辅助设计领域里, 曲线或曲面的渐近迭代逼近 (Pro-

gressive iterative approximation, PIA) 性质在插值与拟合问题中有

着广泛的应用, 以前的文献对这一性质的讨论主要局限在标准全正基的

情形. 对于一般的非标准全正基, 本文指出, 其在适当的参数下也有可能

同样具有这一优良的性质, 并给出了相应的实例, 从而拓宽了渐近迭代逼

近的适用范围. 与此同时, 还讨论了权因子各不相同时, 带权渐近迭代逼

近的收敛性, 使得迭代逼近曲线对不同的控制顶点, 具有不同的加速收敛

速度.
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Two Kinds of Generalized Progressive

Iterative Approximations

CHEN Jie1, 2 WANG Guo-Jin1, 2 JIN Cong-Jian1, 2

Abstract In the field of computer aided design, the progres-

sive iterative approximation (PIA) property of curves (surfaces)

has wide applications in the interpolation and fitting problems,

some previous works mainly discussed this PIA property in the

case of normalized totally positive (NTP) basis. For general

non-NTP basis, we point out that this good property also can

be satisfied with some proper parameters, and many correspond-

ing examples are given. Thus, the scope of applications of PIA

can be widened. Furthermore, we discuss the convergence prop-

erties of weighted PIA with different weights, so that iterative

approximation curves have different convergence rates near each

data point.

Key words Computer aided design, progressive iterative ap-

proximation, weighted progressive iterative approximation, gen-

eralized diagonally dominant, non-normalized totally positive

(non-NTP) basis

在计算机辅助几何设计 (Computer aided geometric de-

sign, CAGD) 中, 散乱数据点的逼近和拟合问题是一个基础

而重要的研究课题. 随着现代激光采样等一些硬件技术的提

高,大规模散乱数据点的曲线或曲面的重构问题,也就是逆向

工程技术得到了较大的发展.在一般的逼近问题中,模型本身

的收敛稳定性和收敛速度显得尤为重要. 近来一种被称为渐

近迭代逼近 (Progressive iterative approximation, PIA) 的

方法受到广泛的关注[1−7].

对于这一方法, Ando[7] 首先系统地讨论了一类全正矩阵

及其性质. 任一矩阵被称为全正矩阵当且仅当它的全部子式
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的行列式均为非负; 任一函数系统 (u0(t), u1(t), · · · , un(t))

被称为全正的当且仅当其在任意参数点集 {ti}m
i=1 处的配置

矩阵M

(
u0, · · · , un

t0, · · · , tm

)
= (uj(ti))

j=0,··· ,m
i=0,··· ,n 均为全正矩阵.

我们熟知的 Bernstein 基函数和 B 样条基函数都是典型的

全正基. 全正基同时也是一组具有最优保形性质的基函数[8].

Qi 等[1] 和 Boor[2] 首先提出对均匀三次 B 样条基应用 PIA

算法. Lin 等[3] 将上述结果严格推广到非均匀三次 B 样条

基, 并证明了在一般情况下, 所有的标准全正基所生成的参

数曲线或张量积曲面都具有 PIA 性质[4]. 由于 PIA 方法具

有很好的自适应性和收敛稳定性, 因而, 在散乱数据点的逼

近和拟合问题上具有很好的应用前景. 在此基础上, 为了加

快 PIA 的收敛速度, 一种方法是选择合适的基函数, 为此,

Delgado 等[5] 对一些标准全正基的迭代逼近速度进行了比

较, 并指出 B 基速度最优. 另一种方法由 Lu[9] 给出, 对给定

的标准全正基引入了带权的 PIA. 此外, Lin[10] 提出了一种

局部 PIA, 其特点是可以有选择性地逼近部分数据点, 因而,

具有更大的灵活性. 同年, Delgado 等[11] 对不同基函数空间

的 PIA 收敛速度进行了对比, 还给出了有理情形下如何选择

权因子以加快收敛速度; Lin[12] 讨论了一类几何插值算法及

其收敛性.

不过以往的工作主要局限于基函数是标准全正基的情

形, 而标准全正基只是函数空间中相对比较狭隘的一个子集,

如果在构造曲线或曲面过程中使用较为一般的基函数而非全

正基, 就不一定能得到 PLA 性质, 因而, 在实际应用中具有

一定的局限性. 因此, 对于更为一般的混合基函数, 讨论其

是否也具有 PIA 性质或带权 PIA 性质具有重要的意义. 如

果这一猜想能成立, 那么更需探究其成立的条件是什么. 本

文对这一工作进行了深入的探讨, 发现并证明了一般的混合

基函数在适当的参数下也同样具有这一优良性质, 并给出了

相应的实例, 从而将 PIA 的适用范围拓广到部分非标准全正

基, 使得其在实际应用中有了更宽松的工具可供选择. 此外,

本文还讨论了一类推广的带权 PIA 性质, 通过选择不同的权

因子, 对不同的控制顶点, 具有不同的加速收敛速度, 因而,

较之以往的模型具有更大的自由度.

1 PIA 性质与带权 PIA 性质的相关研究结果简
述

本节将渐近迭代逼近的一些背景知识简要地进行回顾.

设 (B0(t), B1(t), · · · , Bn(t)) 是一组混合基, 即每个函数非

负且满足
∑n

i=0 Bi(t) = 1. 给定一列数据点 {PPP i}n
i=0, 其中

第 i 个点向量对应于参数值 ti, i = 0, 1, · · · , n. 初始曲线

为 CCC0(t) =
∑n

i=0 PPP 0
i Bi(t), 其中, PPP 0

i = PPP i, i = 0, 1, · · · , n.

然后, 对每个控制顶点计算调节向量 ∆∆∆0
i = PPP i − CCC0(ti),

并且令 PPP 1
i = PPP 0

i + ∆∆∆0
i , i = 0, 1, · · · , n. 由此可以得到

CCC1(t) =
∑n

i=0 PPP 1
i Bi(t). 不断地迭代这一过程, 可以得到曲

线序列 {CCCk(t)}∞k=0.

若对所有 i = 0, 1, · · · , n, 均有 limk→∞CCCk(ti) = PPP 0
i , 则

称初始曲线 CCC0(t) 具有渐近迭代逼近 (PIA) 性质, 或等价

地称混合基 (B0(t), B1(t), · · · , Bn(t)) 具有 PIA 性质. 进一

步, 若在上述迭代过程中, 把新控制顶点逐次取为 PPP k+1
i =

PPP k
i + ω∆∆∆k

i , i = 0, 1, · · · , n; k = 0, 1, · · · , 其中, ω ∈ (0, 2) 是

权因子, 其余步骤相同, 而同样有 limk→∞CCCk(ti) = PPP 0
i , 则

称初始曲线CCC0(t) 具有带权 PIA 性质.
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在具体的迭代过程中, 对于调节向量 ∆∆∆k = [∆∆∆k
0 ,

∆∆∆k
1 , · · · ,∆∆∆k

n]T, k = 0, 1, · · · , 在不带权情形下有迭代
关系 ∆∆∆k+1 = (I − B)∆∆∆k, 在带权情形下有迭代关系

∆∆∆k+1 = (I − ωB)∆∆∆k, 其中, I 为单位矩阵, B 为混合基

(B0(t), B1(t), · · · , Bn(t)) 在参数点 {ti}n
i=0 处的配置矩阵

B

(
B0, · · · , Bn

t0, · · · , tn

)
= (Bj(ti))

j=0,··· ,n
i=0,··· ,n . 容易看出, 要使

得 limk→∞CCCk(ti) = PPP 0
i , 等价于 limk→∞∆∆∆k = 0. 从上

面的分析可知, 要使初始曲线 CCC0(t) 具有 PIA 性质, 最关

键的是要使矩阵 I − B 的谱半径满足 ρ(I − B) < 1. 设

配置矩阵 B 的 n + 1 个特征值为 λ0 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λn,

要使 ρ(I − B) < 1, 即对于每一个特征值 λi, 均要满足

λi ∈ Ω = {Z| |Z − 1| < 1, Z ∈ C}.

2 一般混合基函数的 PIA性质与带权 PIA性质

本节主要讨论一般的混合基函数在满足一定的条件时,

所具有的 PIA 性质或带权 PIA 性质. 具体来说, 我们发现

了以下事实, 并从理论上给出了证明: 当混合基在给定参

数值 {ti}n
i=0 的配置矩阵为严格对角占优或者广义严格对

角占优时, 其相应的初始曲线就必然具有带权或不带权的

PIA 性质. 这一方法将可以实施 PIA 的那类参数曲线曲面

的基函数的范围进行了拓广, 即并非只有标准全正基作为混

合函数的曲线曲面才可实施 PIA; 对于非标准全正基, 在合

适的参数下也可能具有带权或不带权的 PIA 这一优良的性

质.

为了后面应用的需要, 首先, 我们给出矩阵论中的一些

基本概念与结果.

定义 1[13]. 设矩阵 A = (ai,j) ∈ Mn(C) 且 n ≥ 2 (其

中 Mn(C) 为复数域上 n 阶矩阵域). 如果 |aii| > Ri(A) =∑
j 6=i |aij | (i = 1, 2, · · · , n), 则称矩阵 A 为严格对角占优矩

阵.

定义 2[13]. 设矩阵 A = (ai,j) ∈ Mn(C) 且 n ≥ 2. 如果

存在正对角矩阵 X, 使得 AX 是严格对角占优矩阵, 则称矩

阵 A 为广义严格对角占优矩阵.

定义 3. 给定区间 [0, 1]上的一组基函数 (b0(t), b1(t), · · ·,
bn(t)), 如果存在参数序列 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn ≤ 1, 使得

配置矩阵

B =




b0(t0) b1(t0) · · · bn(t0)

b0(t1) b1(t1) · · · bn(t1)
...

...
. . .

...

b0(tn) b1(tn) · · · bn(tn)




为严格对角占优矩阵或者广义严格对角占优矩阵, 称

(b0(t), b1(t), · · · , bn(t)) 为满足 “性质 GDD” (Generally di-

agonally dominant) 的基函数.

引理 1[13]. 设 A = (ai,j) ∈ Mn(C) 为严格对角占优矩

阵或者广义严格对角占优矩阵, 则当 aii > 0, i = 0, 1, · · · , n

时, A 的特征值的实部均为正.

引理 2. 如果配置矩阵 B 的 n + 1 个特征值 λi 实部均

为正, 即 Re(λi) > 0 (i = 0, 1, · · · , n), 那么初始曲线 CCC0(t)

或者具有 PIA 性质, 或者具有带权 PIA 性质.

证明. 由于配置矩阵 B 为行随机矩阵, 则 ρ(B) = 1, 即

λi ∈ D = {Z| |Z − 1| ≤ 1, Z ∈ C}, 同时对于任一 λi, 依条

件有 Re(λi) > 0, 那么 λi ∈ D+ = {Z| |Z − 1| ≤ 1, Re(Z) >

0, Z ∈ C}. 记 Γ = {i|λi ∈ D+ ∩ Ω̄, i = 0, 1, · · · , n}, 其中,

Ω̄ 表示 Ω 的余集, 下面分情况进行讨论. 如果 Γ = Φ 为空

集, 即对于任一 λi 均有 λi ∈ D+ ∩ Ω, 如图 1 所示, 因此

ρ(I − B) < 1, 由此可知, 初始曲线 CCC0(t) 具有 PIA 性质.

如果 Γ 6= Φ 为非空集, 对于任一 λi ∈ Γ, 设 λi = ai + jbi,

其中 j 为虚数单位. 令权因子 ω = mini∈Γ{ai/(a2
i + b2

i )},
此时, ωλi ∈ D+ ∩ Ω (i = 0, 1, · · · , n), 如图 2 所示, 因此,

ρ(I − ωB) < 1, 那么初始曲线CCC0(t) 具有带权 PIA 性质. ¤

图 1 λi ∈ D+ ∩ Ω

Fig. 1 λi ∈ D+ ∩ Ω

图 2 λi 6∈ D+ ∩ Ω

Fig. 2 λi 6∈ D+ ∩ Ω

应用引理 1 和引理 2, 我们就可以得到

定 理 1. 给 定 区 间 [0, 1] 上 的 一 组 基 函 数

(bn
0 (t), bn

1 (t), · · · , bn
n(t)), 若其满足 “性质 GDD” 且对应的

参数序列为 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn ≤ 1, 那么相应的初始曲

线具有 PIA 或带权 PIA 性质.

下面就具体的非标准全正基, 举例说明其在合适的参数

下, 同样具有带权或不带权的 PIA 性质.

例 1. 4 次Wang-Ball 基函数如下定义[14]:(
W 4

0 (t), W 4
1 (t), · · · , W 4

4 (t)
)

=(
(1− t)2, 2(1− t)3t, 4(1− t)2t2, 2(1− t)t3, t2

)

其在均匀参数 {ti = i/4}4i=0 处的配置矩阵为

W = (aij) =




1 0 0 0 0
72

128

27

128

18

128

3

128

8

128
2

8

1

8

2

8

1

8

2

8
8

128

3

128

18

128

27

128

72

128
0 0 0 0 1






1期 陈杰等: 两类推广的渐进迭代逼近 137

容易看出, W 的子式

(
2
8

1
8

8
128

3
128

)
的行列式

∣∣∣∣∣
2
8

1
8

8
128

3
128

∣∣∣∣∣ = −1/512 < 0, 因此, W 并非全正矩阵; 另一

方面, 存在 X = diag{0.01, 1, 1.1, 1, 0.01} > 0, 使得WX 为

严格对角占优矩阵, 因而 4 次Wang-Ball 基函数在均匀参数

下具有带权或不带权的 PIA 性质. 实际上, W 的所有特征值

为 λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 0.4299, λ4 = 0.1875, λ5 = 0.0545.

考虑曲线 (x(t), y(t)) = (cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π], 从该参

数曲线上采样 5 个点 {PPP i}4i=0, 其中, PPP i = (x(si), y(si)),

si = i× π
4
, i = 0, 1, · · · , 4, 则与此相应的 4 次Wang-Ball 初

始曲线被定义为W 0(t) =
∑4

i=0 PPP iW
4
i (t), t ∈ [0, 1], 图 3 表

示在均匀参数下, 按不同迭代次数的 PIA 效果. 表 1 给出了

不同迭代次数下的误差分析. 其中, 各次迭代的误差估计式

取为 error = max0≤i≤4 ‖PPP i −W k(ti)‖.

(a) 初始Wang-Ball 曲线

(a) Original Wang-Ball curve
(b) 迭代 1 次

(b) After the first iteration

(c) 迭代 5 次

(c) After the fifth iteration

(d) 迭代 10 次

(d) After the tenth iteration

(e) 迭代 20 次

(e) After the twentieth iteration

图 3 不同迭代次数下的逼近效果

Fig. 3 The approximation results after different numbers of

iterations

表 1 不同迭代次数下Wang-Ball 曲线的 PIA 误差

Table 1 The PIA errors of Wang-Ball curve after different

number of iterations

迭代次数 0 次 1 次 5 次 10 次 20 次

误差 5.732E–001 3.297E–001 3.992E–002 9.603E–003 2.521E–003

3 推广的带权 PIA性质

文献 [9] 提出了一种带权的 PIA 性质, 其主要的思想是

在每次的迭代过程中定义新的控制顶点为PPP k+1
i = PPP k

i +ω∆∆∆k
i

(i = 0, 1, · · · , n; k = 0, 1, · · · ), 其中, ω 为公共的权因子, 调

节向量∆∆∆k
i = PPP i −

∑n
j=0 PPP k

j Bj(ti). 引入权因子 ω 的主要目

的是加快 PIA 收敛速度.

在上述方法中, 每一个控制顶点对应的权因子都是相

同的. 下面将这一模型进行推广, 针对不同的控制顶点

引入不同的权因子. 较之以前的方法, 由于可以灵活地

调节每个控制顶点的权因子, 因而对不同型值点有不同

的 PIA 效果, 从而可以获得更大的自由度. 具体来说, 在

构造曲线序列 {CCCk(t)}∞k=0 过程中, 令经过 k + 1 次迭代

后的控制顶点为 PPP k+1
i = PPP k

i + ω∆∆∆k
i (i = 0, 1, · · · , n; k =

0, 1, · · · ), 这里 {ωi}n
i=0 为权因子, 若有 limk→∞CCCk(ti) =

PPP 0
i , 则称初始曲线 CCC0(t) 具有广义的带权 PIA 性质. 记

ωωω = diag{ω0, ω1, · · · , ωn}, 下面分析权因子 {ωi}n
i=0 需要

满足哪些条件, 才能使初始曲线具有广义的带权 PIA 性

质.

定义 4[13]. 设 A 为m× n 阶矩阵, A∗ 表示 A 的转置矩

阵, 乘积矩阵 A∗A 的 n 个特征值的非负平方根称为 A 的奇

异值, 记为 σi(A) (i = 1, 2, · · · , n).

引理 3[15]. 设 A、B 为两个任意 n 阶方阵, 记

σ1(A) ≥ · · · ≥ σn(A) 和 σ1(B) ≥ · · · ≥ σn(B) 分别为

A, B 的奇异值, 则对于乘积矩阵 AB 的任一特征值 λ(AB)

有 σn(A)σn(B) ≤ |λ(AB)| ≤ σ1(A)σ1(B).

定理 2. 设标准全正基函数 (B0(t), B1(t), · · · , Bn(t))

在参数点 {t0, t1, · · · , tn} 处的配置矩阵为 B, 记 σ0(B) ≥
σ1(B) ≥ · · · ≥ σn(B) 为 B 的特征值, 如果 n + 1 个权因子

{ωi}n
i=0 满足 0 < ωi < 1

σ0(B)
(0 ≤ i ≤ n), 则初始曲线具有

广义的带权 PIA 性质.

证明. 由于配置矩阵 B 是全正矩阵, 而 ωi > 0

(0 ≤ i ≤ n), 则 ωB 同样也是全正矩阵, 因此, ωB 的每

一个特征值满足 λi(ωB) > 0 (0 ≤ i ≤ n). 另一方面, 根据引

理 3, 有 |λi(ωB)| ≤ σ0(ω)σ0(B) = max0≤i≤n ωiσ0(B) ≤ 1

(0 ≤ i ≤ n). 综上可得 0 ≤ λi(I − ωB) < 1 (0 ≤ i ≤ n), 从

而谱半径 ρ(I − ωB) < 1, 故定理结论成立. ¤
下面给出具体实例来说明这一算法的有效性.

例 2. 考虑 Gerono 双扭线 (x(t), y(t)) = (cos(t), sin(t)

cos(t)), t ∈ [0, 2π],从该参数曲线上采样 11个点 {PPP i}10i=0,其

中, PPP i = (x(si), y(si)), si = −π/2+iπ/5, (i = 0, 1, · · · , 10).

则与此相应的 10 次 Bézier 初始曲线可写为 B0(t) =∑10
i=0 PPP iBi(t), t ∈ [0, 1], 其中, Bi(t) =

(
10
i

)
(1 − t)10−iti

是 10 次 Bernstein 基, 令其在均匀参数 {ti = i/10}10i=0 处的

配置矩阵为 B. 利用Matlab 程序计算, 可得 B 的最大奇异

值为 σ0(B) = 1.101, 因此, 只要权因子满足 0 ≤ ωi ≤ 0.908

(0 ≤ i ≤ 10), 初始曲线 B0(t) 便具有广义带权 PIA 性质.

本例中, 分别取 ωi = 0.3 + 0.01i 以及 ωi = 0.78 + 0.01i

(0 ≤ i ≤ 10). 图 4 (a) 是以 {PPP i}10i=0 为控制顶点的初始

Bézier 曲线, 图 4 (b)∼ 4 (g) 表示在取不同权因子时, 分别迭

代 10, 30, 50 次的广义带权 PIA 效果对比, 从图 4 中可看

出, 图 4 (c), 4 (e), 4 (g) 中每型值点附近的逼近收敛速度比

图 4 (b), 4 (d), 4 (f) 中更快. 另外, 表 1 和 2 给出了取不同权

因子时, 在不同迭代次数下, 逼近曲线偏离各型值点的误差

分析. 其中各次迭代过程中, 偏离各型值点的误差估计式取

为 error(PPP i) = ‖PPP i −PPP k(ti)‖ (0 ≤ i ≤ 10).
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(a) 初始双纽线

(a) Original Gerono lemniscate

(b) ωi = 0.3 + 0.01i, 迭代 10 次

(b) ωi = 0.3 + 0.01i, after the

10th iteration

(c) ωi = 0.78 + 0.01i, 迭代 10 次

(c) ωi = 0.78 + 0.01i, after the

10th iteration

(d) ωi = 0.3 + 0.01i, 迭代 30 次

(d) ωi = 0.3 + 0.01i, after the

30th iteration

(e) ωi = 0.78 + 0.01i, 迭代 30 次

(e) ωi = 0.78 + 0.01i, after the

30th iteration

(f) ωi = 0.3 + 0.01i, 迭代 50 次

(f) ωi = 0.3 + 0.01i, after the

50th iteration

(g) ωi = 0.78 + 0.01i, 迭代 50 次

(g) ωi = 0.78 + 0.01i, after the

50th iteration

图 4 不同权因子的迭代效果

Fig. 4 The approximation results with different weights

表 2 取 ωi = 0.3 + 0.01i 时, 不同迭代次数下, 10 次 Bézier 曲线偏离各型值点的逼近误差

Table 2 ωi = 0.3 + 0.01i, the approximation errors of the Bézier curve of degree 10 after different numbers of iterations

迭代次数 PPP 1 PPP 2 PPP 3 PPP 4 PPP 5 PPP 6 PPP 7 PPP 8 PPP 9

10 次 5.301E–002 1.290E–001 1.177E–001 2.401E–001 6.701E–003 2.279E–001 1.108E–001 1.170E–002 3.381E–002

30 次 3.461E–002 8.162E–002 6.203E–003 1.040E–001 1.813E–003 1.007E–001 5.501E–003 7.602E–002 3.436E–002

50 次 3.003E–002 5.121E–002 9.312E–003 6.632E–002 1.422E–003 6.401E–002 7.506E–003 4.493E–002 2.501E–002

表 3 取 ωi = 0.78 + 0.01i 时, 不同迭代次数下, 10 次 Bézier 曲线偏离各型值点的逼近误差

Table 3 ωi = 0.78 + 0.01i, the approximation errors of the Bézier curve of degree 10 after different numbers of iterations

迭代次数 PPP 1 PPP 2 PPP 3 PPP 4 PPP 5 PPP 6 PPP 7 PPP 8 PPP 9

10 次 3.171E–002 9.522E–002 1.912E–002 1.279E–001 1.002E–003 1.259E–001 1.810E–002 9.291E–002 3.352E–002

30 次 1.862E–002 2.934E–002 1.163E–002 4.650E–002 5.013E–004 4.561E–002 1.103E–002 2.671E–002 1.642E–002

50 次 5.011E–003 5.123E–003 1.321E–002 2.415E–002 0.001E–000 2.372E–002 1.332E–002 3.626E–003 4.009E–003

4 结论

利用标准全正基的 PIA 性质来进行曲线或者曲面的插

值, 近来得到了较多的研究. 由于这种方法具有很好的稳定

性、直观性和收敛性, 因而, 在实际问题中有较广阔的应用前

景. 为了对这一模型的适用范围进行适度的扩展, 本文研究

了一般的混合基, 证明后者在一定的条件下同样具有 PIA 或

带权 PIA 性质, 从而在实际应用中把 PIA 的适用范围从标

准全正基拓广到某些非标准全正基. 此外, 我们还提出了一

种推广的带权 PIA 性质, 对不同的控制顶点赋以不同的权因

子, 使之在加快收敛速度的程度上对不同的型值点具有不同

的倾向性.
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