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局部保留最大信息差 vvv–支持向量机

陶剑文 1, 2 王士同 1

摘 要 针对现有模式分类方法不能较好地保持数据空间的局部流形信息或差异信息等问题, 提出一种基于流形学习

的局部保留最大信息差 v–支持向量机 (Locality-preserved maximum information variance v-support vector machine, v-

LPMIVSVM). 对于模式分类问题, v-LPMIVSVM 引入局部同类离散度和局部异类离散度概念, 分别体现输入空间局部流

形结构和局部差异 (或判别) 信息, 通过最小化局部同类离散度和最大化局部异类离散度, 优化分类器的投影方向. 同时,

v-LPMIVSVM 采用适于流形数据的测地线距离来度量数据点对间的相似性, 以更好地反映流形数据的本质结构. 人造和实

际数据集实验结果显示所提方法具有良好的泛化性能.
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Locality-preserved Maximum Information Variance vvv-support Vector Machine

TAO Jian-Wen1, 2 WANG Shi-Tong1

Abstract The state-of-the-art pattern classifiers can not efficiently preserve the local geometrical structure or the diver-

sity (or discriminative) information of data points embedded in high-dimensional data space, which is useful for pattern

recognition. A novel so-called locality-preserved maximum information variance v-support vector machine (v-LPMIVSVM)

algorithm is presented based on manifold learning to address those problems mentioned above. The v-LPMIVSVM in-

troduces within-locality homogeneous scatter and within-locality heterogeneous scatter, which respectively denote the

within-locality manifold information of data points and the within-locality diversity information of data points, thus con-

structing an optimal classifier with optimal projection weight vector by minimizing the within-locality homogeneous scatter

and simultaneously maximizing the within-locality heterogeneous scatter. Meanwhile, the v-LPMIVSVM adopts geodesic

distance metric to measure the distance between data in the manifold space, which can reflect the true geometry of the

manifold. Experimental results on artificial and real world problems show the outperformed or comparable effectiveness

of v-LPMIVSVM.

Key words Locality preserving projections, v-support vector machine (v-SVM), manifold learning, within-locality ho-

mogeneous scatter, within-locality heterogeneous scatter

模式分类旨在通过有限的训练样本学习一个分

类器, 且该分类器需对未来数据具有良好的泛化能
力[1]. 已有多种用于模式分类的方法提出, 其中, 大
间隔分类器支持向量机 (Support vector machine,
SVM)[2] 及其相关变体是目前实现模式分类的主流
方法之一[3], 其通过最大化类间间隔来达到强泛化
能力[4]. v–支持向量机 (v-SVM)[5] 是 SVM 的一个
扩展变体, 最早由 Schölkopf 等提出, 通过引入一个
新的参数 v 来控制支持向量数下界和训练误差上界.
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尽管 SVM 及其变体 (v-SVM) 已在机器学习和模
式识别领域得到了广泛而成功的应用, 但是 SVMs
只能在有限的样本上进行有监督地学习, 从而导致
学习不够充分, 同时该类方法在学习过程中并未充
分考虑数据点间的几何结构和数据潜在的判别信息,
因而在一定程度上限制了该类方法在具体模式识别

问题上的泛化能力[6].
为了克服 SVM 类方法的上述缺陷, 线性判别

分析 (Linear discriminant analysis, LDA)[7] 具备
了保持数据的全局数据结构和全局鉴别信息的能

力. 但是 LDA 存在小样本问题 (Small sample size,
SSS), 且其投影后的结果不能直接用于分类. 为此,
Zafeiriou 等[7] 基于 Fisher 线性判别分析 (Fisher
LDA, FLDA)[8] 的思想, 提出一种最小类方差 SVM
(Minimum class variance SVM, MCVSVM), 其通
过类内方差来正则化 SVM, 即在保持类内分布结构
最小化的同时最大化类间判别信息. 上述基于数据
离散度的方法, 虽然在一定程度上考虑了数据的分
布特性和判别信息, 但未能揭示数据的潜在本质几
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何结构, 尤其是数据的局部几何结构和局部判别信
息.

近来所提出的流形学习[9−11] 方法能有效揭示

数据点内部所蕴含的局部几何结构, 其中局部保留
投影 (Locality preserving projects, LPP)[9] 是一种
新颖的线性流形学习方法. LPP 不但可以保持样本
间局部几何结构, 而且又可以克服其他流形学习方
法难以在新的测试数据上获得低维的投影映射的问

题[12], 同时容易被非线性嵌入, 从而发现高维非线
性流形结构. 为了充分发挥 LPP 方法长处, Wang
等[13] 将 LPP 和 MCVSVM 相结合, 提出一种最
小类内局部保留方差支持向量机 (Minimum class
locality preserving variance SVM, MCLPVSVM),
该方法不但继承了传统 SVM 的优点, 还在一定程
度上克服了训练不充分和小样本问题, 并且在学习
过程中充分考虑了数据的类内几何结构 (或流形信
息), 体现了类间的判别信息. 值得一提的是, 文献
[14−16] 通过分析指出, 数据的局部流形信息适于单
一流形建模, 对于模式分类问题, 不同类的模式往往
处于不同的流形结构, 导致局部保留算法 (如 LPP)
投影后的样本空间出现类信息交叠, 降低了模式分
类性能[14−15], LPP 等局部保留方法在保持模式之
间的局部结构时, 忽略了局部模式之间的差异 (或判
别) 信息, 导致识别性能下降[16]. 从这层含义上来
讲, MCLPVSVM 在一定程度上没有充分考虑保持
数据局部流形结构和局部差异 (或判别) 信息, 同时,
由文献 [13] 可知, MCLPVSVM 仅考虑了数据类内
全局流形结构, 而非局部几何结构, 因此在一定程度
上影响了 MCLPVSVM 方法对具体模式进行识别

的性能.
针对 MCLPVSVM 方法存在的问题, 本文

提出一种新颖的局部保留最大信息差 v-SVM
(Locality-preserved maximum information vari-
ance v-SVM, v-LPMIVSVM), 对于模式分类问题,
v-LPMIVSVM 同时考虑样本空间的局部几何结构

和局部差异信息, 通过满足最小局部结构信息 (局部
同类离散度) 和最大局部差异信息 (局部异类离散
度) 准则来寻求一个最优的模式分割超平面, 从而实
现模式最优分割. v-LPMIVSVM 方法的优势在于:

1) 在继承了传统 SVM 方法和 MCLPVSVM
方法特色的同时, 还在一定程度上避免了学习不充
分的问题, 并且符合模式分类方法所遵循的类内分
布最小和类间间隔最大的准则;

2) 首次将输入空间局部同类离散度和局部异类
离散度概念引入到 SVM 中, 在一定程度上不但可
以保持数据内在的局部几何机构, 同时还可以在一
定程度上保持数据局部的差异信息, 即体现蕴涵于
数据间的局部判别信息, 从而克服 LPP 类方法产生

的低维嵌入空间中模式交叠现象而导致不能很好地

应用于模式分类的问题;
3) 创新性地应用测地线距离而非欧氏距离来度

量数据空间的流形距离, 以在一定程度上更好地反
映数据流形的本质结构特征, 确保分类模式判别信
息最大化;

4) 引入参数 µ, 使之控制分类器的间隔误差的
上界和支持向量的下界, 从而在一定程度上增强了
分类器的泛化性能.

1 vvv-LPMIVSVM

1.1 问题描述

为了简单起见, 本文主要考虑二元分类任务, 对
于多类分类问题, 采用一对一方法将其转化为多个
二元分类问题解决[6]. 对于一个包含 N 个模式的

二元分类问题, 设给定数据对集 T = {(xxx1, y1), (xxx2,
y2), · · · , (xxxN , yN)}, 其中, xxxi ∈ X ⊂ Rd 为 d 维输

入数据, yi ∈ {+1,−1} 为类标签 (1 ≤ i ≤ N), 将
数据集 X 进一步分割为两个不同的类:

X1 = {xxxi|xxxi ∈ X, yi = 1}
X2 = {xxxj|xxxj ∈ X, yj = −1}

设Nk(xxxi) 为数据点 xxxi (1 ≤ i ≤ N) 的 k 近邻集, G

代表数据集 X 的加权邻接图[16], 其中第 i 个顶点代

表数据点 xxxi, 如果 xxxi ∈ Nk(xxxj) 或 xxxj ∈ Nk(xxxi) (1
≤ j ≤ N), 则 G 中顶点 i 与 j 相连.
由文献 [1] 知, MCLPVSVM 的软间隔形式为

min
www,ξξξ,b

f =
1
2
wwwTZwwwwww + C

N∑
i=1

ξi (1)

s.t. yi(wwwTxxxi + b) ≥ 1− ξi,

ξi ≥ 0, i = 1, · · · , N (2)

其中, Zwww 为类内局部保留离散度矩阵, 其定义为
Zwww =

∑2

k=1 Zk, Zk (k = 1, 2) 为第 k 类的局部保

留离散度矩阵, 且 Zk = Xk(Dk − W k)XT
k , Dk =∑

j W k
ij 为一对角矩阵, W k 为第 k 类的邻接图权值

矩阵, 其中第 i 行, 第 j 列元素定义为

W k
ij = exp

(
−‖xxx

k
i − xxxk

j‖2

t

)
, i, j = 1, · · · , N (3)

其中, ‖xxxi−xxxj‖代表xxxi 与xxxj 之间的欧氏距离, t > 0
是热核参数, 可通过交叉验证确定.
由式 (1) 可看出, MCLPVSVM 通过保持类内

局部几何结构来优化分割平面的投影方向, 以确保
在选择决策超平面时满足最大间隔原则, 同时, 保持
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数据内在的局部流形结构. 但式 (1) 也在一定
程度上说明了 MCLPVSVM 方法存在的缺陷, 即
MCLPVSVM 在一定程度上没有充分考虑保持样

本内在的局部结构判别信息. 另外, 通过对文献
[13] 分析发现, 为了算法实现简单, MCLPVSVM
方法在一定程度上仅考虑了类内全局几何结构,
即令 k 近邻集简单地等于类集合, 而没有充分考
虑类内局部几何信息, 尤其是没能充分考虑局部
差异 (或判别) 信息, 从而导致 MCLPVSVM 在

一定程度上存在 “过学习” 问题. 为此, 本文通过
引入局部同类离散度和局部异类离散度概念, 在
传统 v-SVM 方法基础上, 提出一种局部保留最
大信息差 v-SVM (v-LPMIVSVM), 在选择决策超
平面时充分考虑数据局部流形信息和局部差异信

息.

1.2 线性 vvv-LPMIVSVM

根据著名的谱图理论[8], 加权最近邻接图 G 能

有效刻画数据流形的局部几何结构, 但是仅一个全
局性的加权邻接图 G 在一定程度上不能充分反映数

据间的判别结构, 为此, 按照文献 [8] 的做法, 将上
述加权邻接图 G 分割为两个互补的加权邻接图: Go

和 Ge: G = Go ∪ Ge, Go ∩ Ge = ∅, 分别反映局部
同类邻接关系和局部异类邻接关系, 它们的权值矩
阵分别为W o 和W e.

为了保持数据空间局部流形结构, 应该使得局
部内距离越小的同类数据点间权值越大, 即在数据
点的最近邻集内, 与该点距离越近的点表示与其相
似度越大, 彼此属于同一类的可能性越大, 从而连
接权值也越大, 故 W o 的第 i 行, 第 j 列元素定义

为

W o
ij =





exp
(
−d2(xxxi,xxxj)

t

)
,

若 xxxi ∈ Nk(xxxj) 或 xxxj ∈ Nk(xxxi)

且 xxxi 与 xxxj 同类

0, 其他

(4)
其中, d(xxxi,xxxj) 代表 xxxi 与 xxxj 间距离度量, i, j = 1,
· · · , N .
而对于局部内那些属于异类的数据点, 其距离

越小, 应使其权值越小, 或者说距离越大的点权值
越大, 表示其与近邻集的差异性越大, 通过增加其权
值, 使得异类数据点间保持最大间隔, 故W e 的第 i

行, 第 j 列元素定义为

W e
ij =





exp
(
− h

d2(xxxi,xxxj)

)
,

若 xxxi ∈ Nk(xxxj) 或 xxxj ∈ Nk(xxxi)
且 xxxi 与 xxxj 异类

0, 其他

(5)

其中, h > 0 是一可调参数.
值得说明的是, 本文方法采用测地线距离来度

量数据对间的距离, 即式 (4) 和式 (5) 中的 d(xxxi,xxxj)
代表测地线距离, 进一步的说明在第 2 节中讨论.

定义 1 (局部离散度矩阵). 设 Lo, Le 分别为图

Go 和Ge 的 Laplacian 矩阵, 则矩阵Ho = XLoX
T

= X(Do−W o)XT 称为局部同类离散度矩阵, 矩阵
He = XLeX

T = X(De −W e)XT 称为局部异类离

散度矩阵, D 为一对角矩阵, 其中, D(·) 为对角矩阵,
且 Dii

(·) =
∑

j Wij
(·). Ho 和 He 统称为局部离散度

矩阵.
上述定义中, 局部同类离散度矩阵和局部异类

离散度矩阵分别体现了输入空间数据的局部流形结

构信息和局部差异 (或判别) 信息.
定义 2 (局部保留最大信息差矩阵). 矩阵M =

λHo − (1 − λ)He (0 < λ ≤ 1) 称为局部保留最大
信息差矩阵, λ 为一非负常量.
上述定义中, 参数 λ 起平衡局部流形结构和局

部判别信息的作用, 当 λ 增大时, 偏向于保持局部
流形结构信息, 反之, 则加大惩罚局部差异 (或判别)
信息. 从而, 在适当的 λ 值下, 本文方法既能较好地
保持局部流形结构, 又能保持较强的模式判别信息.
综上, 线性 v-LPMIVSVM 方法的原始优化问

题描述为

min
www,ρ,ξξξ,b

f =
1
2
wwwTMwww − µρ + C

N∑
i=1

ξi (6)

s.t. yi(wwwTxxxi + b) ≥ ρ− ξi, i = 1, · · · , N (7)

ξi ≥ 0, µ ≥ 0, ρ ≥ 0 (8)

其中, ρ 为类间最小间隔, C 为一正则化常量, ξξξ =
[ξ1, · · · , ξN ] 为松弛向量.

v-LPMIVSVM 具有和 v-SVM 相似的原始优

化问题形式, 按照文献 [5] 中方法的对偶推导原理,
有如下结论:

定理 1. 线性 v-LPMIVSVM 方法原始优化问
题 (6)∼ (8) 的对偶问题为

min
ααα

1
2
αααTHααα (9)

s.t. 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, · · · , N (10)
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N∑
i=1

αiyi = 0 (11)

N∑
i=1

αi ≥ µ (12)

其中, H = (hij)N×N , hij = yiyjxxx
T
i M−1xxxj, M−1 为

矩阵M 的逆运算,且 v-LPMIVSVM原始问题中投
影向量www 和偏置变量 b 分别为

www =
N∑

i=1

αiyiM
−1xxxi (13)

b = −1
2


 1
|S+|

∑
xxx∈S+

N∑
j=1

αjyjxxx
T
j M−1xxx +

1
|S−|

∑
xxx∈S−

N∑
j=1

αjyjxxx
T
j M−1xxx


 (14)

其中, S± = {xxxi|0 ≤ αi ≤ C, yi = ±1}, Nsv = |S+|
+ |S−|, | · | 表示集合基数.
算法 1 (线性 vvv-LPMIVSVM算法).
输入. N 个数据集 X = [xxx1,xxx2, · · · ,xxxN ], xxxi ∈

Rd 代表一个 d 维数据模式.
输出. 分类决策函数 g(xxx).
步骤 1. 构建数据集 X 的 k 近邻加权连接图

G;
步骤 2. 根据 X 的 k 近邻加权连接图 G, 计算

测地线距离矩阵 D = {dG(i, j)}, dG(i, j) 代表数据
点 xxxi 与 xxxj 间测地线距离;
步骤 3. 根据式 (4) 和式 (5), 分别计算连接边

权值矩阵W o 或W e;
步骤 4. 根据定义 1 分别计算 Ho 和 He, 再根

据定义 2 计算M ;
步骤 5. 选择参数 t, h, C, k, λ, µ. 根据定理

1 求解 Lagrange 乘子向量 α, 再根据式 (13) 和式
(14) 分别计算决策超平面法向量www 和偏置变量 b;
步骤 6. 输出分类决策函数 g(xxx) = sgn(wwwTxxx +

b).
需要说明的是, 在算法 1 的步骤 4 中, 矩阵M

可能为奇异矩阵, 即所谓的小样本问题[17], 从而M

不可逆, 对此, 处理方法较多, 本文按照文献 [18]
中的方法, 利用主成分分析 (Principal component
analysis, PCA)[6] 方法将输入空间数据进行降维,
从而使得原始问题转化为一个在低维空间的等价优

化问题, 避免了局部保留最大信息矩阵M 的奇异问

题, 从而使矩阵M 可逆.
从算法 1 可看出, 由于要计算局部保留最大信

息差矩阵M , v-LPMIVSVM 方法与传统的 v-SVM

方法相比具有较高的空间复杂度 (O(d2)) 和时间复
杂度 (O(d3)), 特别是在处理高维小样本数据时尤为
明显, 为了在一定程度上提高本文方法的执行效率,
在训练高维数据时, 首先采用 PCA 方法对数据进行
相应的预处理, 以提高所提方法的执行效率.

1.3 非线性扩展

为了处理高维非线性流形数据分类情况, 本
文提出非线性 v-LPMIVSVM, 即采用核映射技术
(Kernel trick)[18], 引入一个非线性映射 φ, 将输入
空间映射到高维甚至无限维特征空间 H 中, 实现模
式线性可分, 高维特征空间的线性超平面对应原始
输入空间的非线性超平面. 在 H 空间中, 两个向量
φ(xxxi), φ(xxxj) 的内积可利用一个满足Mercer 条件的
核函数K(xxxi,xxxj) = φ(xxxi) · φ(xxxj) 来表示计算.
定理 2. 非线性 v-LPMIVSVM 的原始优化问

题为

min
www,ρ,ξξξ,b

f =
1
2
βββTKLKTβββ − µρ + C

N∑
i=1

ξi

(15)

s.t. yi

(
N∑

j=1

βjK(xxxi,xxxj) + b

)
≥ ρ− ξi,

i = 1, · · · , N (16)

其中, ξi ≥ 0, µ ≥ 0, ρ ≥ 0, Mercer 核函数 K =
(Kij), Kij = K(xxxi,xxxj), L = λLo − (1− λ)Le.
证明. 考虑一个非线性映射函数 φ : xxx → φ(xxx),

将原始空间中的数据点 xxx 映射到特征空间 H 中的

点 φ(xxx). 则原始空间数据矩阵在特征空间的表示
为 Xφ = {φ(xxxi)}N

i=1. 通过对线性 v-LPMIVSVM
方法的决策超平面法向量 www 的分析得知, 法向量
www 与正类样本和负类样本有关, 并结合 Representer
Theorems[19], 可以将特征空间中非线性决策平面法
向量表示为: wwwφ =

∑N

i=1 βiφ(xxxi), 其中, βββ = (β1,
· · · , βN)T 表示权值向量, 则在特征空间中:

wwwφT
Mφwwwφ = βββTXφT

Xφ(λLo−
(1− λ)Le)XφT

Xφβββ = βββTKLKTβββ (17)

其中, Mφ 为特征空间局部保留最大信息差矩阵, K

为 N × N 核矩阵, L = λLo − (1 − λ)Le, 结合式
(17) 和式 (6)∼ (8), 定理成立. ¤
定理 3. 非线性 v-LPMIVSVM 方法的原始优

化问题 (15) 和 (16) 的对偶问题为

min
ααα

1
2
αααTHφααα (18)
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s.t. 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, · · · , N (19)
N∑

i=1

αiyi = 0 (20)

N∑
i=1

αi ≥ µ (21)

其中, Hφ = Y KT(KLKT)−1KY , Y = diag{y1,
· · · , yN}.

证明. 式 (15) 和式 (16) 对应的 Lagrange 函数
为

L(www, ρ,ξξξ, b,ααα,βββ,ηηη, γ) =

1
2
βββTKLKTβββ − µρ + C

N∑
i=1

ξi −

N∑
i=1

αi

[
yi

(
N∑

j=1

βjK(xxxj,xxxi) + b

)
− ρ + ξi

]
−

N∑
i=1

ηiξi − γρ (22)

其中, αi ≥ 0, ηi ≥ 0, γ ≥ 0 分别为 Lagrange 乘子
系数. 根据 KKT 条件:

∂L

∂ρ
= 0 →

N∑
i=1

αi = µ + γ ≥ µ (23)

∂L

∂b
= 0 →

N∑
i=1

αiyi = 0, i = 1, · · · , N (24)

∂L

∂ξi

= 0 → 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, · · · , N (25)

将式 (23)∼ (25) 代入式 (22), 得到新的 Lagrange
函数:

L(www, ρ,ξξξ, b,ααα,βββ,ηηη, γ) =
1
2
βββTKLKTβββ −

N∑
i=1

αi

[
yi

(
N∑

j=1

βjK(xxxj,xxxi)

)]
(26)

对式 (26) 中 βββ 求偏导数为

∂L

∂βββ
= 0 → βββ = (KLKT)−1KY ααα (27)

其中, Y = diag{y1, · · · , yN}, 将式 (27) 代入式
(26), 并结合式 (23)∼ (25), 定理得证. ¤
根据定理 2 和定理 3 以及 KKT 条件可得核

v-LPMIVSVM 方法偏置变量 bφ 为

bφ = − 1
2


 1
|S+|

∑
xxx∈S+

N∑
j=1

βK
j (xxxj,xxx) +

1
|S−|

∑
xxx∈S−

N∑
j=1

βK
j (xxxj,xxx)


 (28)

由上可得, 对于某个测试样本 xxx, 非线性 v-
LPMIVSVM 的决策函数为

gφ(xxx) = sgn

(
N∑

i=1

βiK(xxxi,xxx) + bφ

)

需要说明的是, 模式分类方法一般遵从所谓的
大间隔准则, 即: 1) 同类的数据点尽量内聚; 2) 异类
的数据点尽量相互远离. 由于本文方法引入了局部
同类离散度且使其最小化, 从而使得局部数据点在
决策超平面上的投影更加紧致, 这一点显然符合准
则 1); 另外, 本文方法还引入了局部异类离散度且使
其最大化, 从而确保满足准则 2). 故此, 本文所提方
法是一种比较合理的大间隔分类学习方法.

2 讨论

2.1 数据间距离度量

定义 3 (测地线距离 (Geodesic distance)).
数据空间中任意点对 xxxi,xxxj 在流形 M 上测地线距

离 dM(xxxi,xxxj) 定义为连接该数据点对的最短曲线
(即最短路径) 的长度.

在MCLPVSVM, UDP, LPMIP 等方法中, 数
据空间邻接图的权值矩阵计算是基于欧氏距离度量,
而文献 [14] 经过分析指出, 在高维数据空间中, 欧氏
距离在一定程度上不能很好地反映数据流形的本质

几何信息, 而测地线距离能在一定程度上真正反映
数据流形的本质特征. 因此, 本文对数据空间的样本
距离度量采用测地线距离度量. 根据定义 3, 数据空
间内两个样本间测地线距离可通过最短路径算法求

得, 数据点对间最短路径的计算算法参见文献 [10],
在此不再赘述.

2.2 参数 µµµ 属性

按照文献 [4] 中术语, 本文称对应于 Lagrange
乘子系数 αi > 0 的训练样本为支持向量 (Support
vector, SV), 对应于松弛变量 ξi > 0 的训练样本称
为间隔误差 (Margin error, ME), 则有如下定理:

定理 4. 设在数据集 X ∈ Rd 上运行 v-
LPMIVSVM 算法, 并获得相应的 Lagrange 乘子
向量 ααα 和优化变量www∗, ρ∗, b∗ 的解, 则:

1) 参数 µ 是 v-LPMIVSVM 方法间隔误差的

上界;
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2) 参数 µ 是 v-LPMIVSVM 方法支持向量的

下界.
定理 4 说明 v-LPMIVSVM 中参数 µ 具有和

v-SVM 中参数 v 同样的性质.

2.3 泛化性能分析

Vapnik 等在统计学习理论 (Statistical learn-
ing theory, SLT)[2] 中基于 VC 维 (Vapnik Chervo-
nenkis dimension) 理论所提出的结构风险最小化
(Structure risk minimization, SRM) 思想, 为基于
数据的机器学习提供了一种优良的归纳推理准则,
基于该准则设计的学习机在一定程度上具有好的泛

化能力. VC维理论同时提供了一个可分析的泛化
误差界以估计学习机的泛化误差. 文献 [5] 在一定
的分析推导的基础上提出了 v-SVM 学习机的泛化

误差界 (文献 [5] 中定理 10), 本文据此提出非线性
v-LPMIVSVM 的泛化误差界模型.
定理 5 (vvv-LPMIVSVM泛化误差界). 设

H 为一再生核希尔伯特空间 (Reproducing kernel
Hilbert space, RKHS),核 v-LPMIVSVM所采用的
核形式为: K(xxx,yyy) = K(‖xxx−yyy‖),且满足K(0) = 1,
则随机概率P (xxx)产生的N 个数据点 T = {(xxxi)}N

i=1

位于 H 空间的圆心在原点的单位球上, 从而, 核 v-
LPMIVSVM 方法的学习函数 gφ ∈ H 的泛化误差

上界在概率 1− η 下满足下式:

R(gφ)
P

≤ Rρ
emp(g

φ) +

C

√
4c2wwwφT

Mφwwwφ

ρ2
log2

(
2
C

)
− 1 + ln

(
2
η

)
≤

µ + C

√
4c2wwwφT

Mφwwwφ

ρ2
log2

(
2
C

)
− 1 + ln

(
2
η

)

(29)

Mφ = Xφ(λLo − (1− λ)Le)XφT
(30)

其中, Rρ
emp(·) 为与间隔 ρ 相关的经验风险函数, C

为正则化常量, 用于平衡学习机的结构复杂度和经
验风险 Remp, c < 103 为一常量[5], 式 (29) 中第 2
个不等式由定理 4 推论可得.
由定理 5 分析可知, 为了学习优化的决策函数,

需使得 wwwTMφwww
ρ2 最小化, 本文方法的优化形式显然

满足该要求. 另外, 根据定理 5, 有两点值得说明:
1) 核 v-LPMIVSVM方法的泛化误差界基于VC理
论导出, 且在一定程度上充分考虑了数据空间局部
内几何结构和判别信息; 2) 核 v-LPMIVSVM 方法
的泛化误差界可以通过参数 t, h, k, C, µ 和 λ 进行

调节控制, 从而有望取得相较传统方法更优的泛化
性能.

3 实验分析

为了说明本文方法的有效性,将 v-LPMIVSVM
方法分别在人造数据集 (流形结构数据集 two-
moons), 真实数据集 (UCI 数据集[4] 和人脸识

别[16−17, 20] 数据集) 上进行测试, 并与相关的方法
v-SVM, MCVSVM 和MCLPVSVM 进行比较, 以
显示本文方法的学习泛化能力. 通过测试人造数据
来说明本文方法在抉择分类函数过程所依据的基本

原理和方法以及参数的影响; 测试真实数据集主要
说明本文方法在同时保持数据局部几何结构和判别

信息情况下的模式分类性能.
所有实验样本首先归一化为 [−1, 1]. 对于非

线性映射采用径向基函数 (Radial basis function,
RBF): K(xxx,yyy) = exp(− 1

γ
‖xxx−yyy‖2), 其中 γ 值在集

合 {σ2/8, σ2/4, σ2/2, σ2, 2σ2, 4σ2} 中选取[4], 其
中 σ 为训练样本平均范数的平方根; 方法 v-SVM,
MCVSVM, MCLPVSVM 的参数确定将采取文献

[18] 中相同的策略, 即根据最好的交叉验证参数集
的平均值来确定优化的实验参数.

3.1 人造数据实验

数据集 two-moons经常被用于测试一些流形学
习方法[11]. 本节将通过与 v-SVM 和MCLPVSVM
方法进行比较, 测试本文方法在两种不同复杂度
two-moons 数据集上保持非线性局部流形结构和判
别信息的性能.

两种 two-moons 数据集大小均为 200, 其中正
类的数据数为 101, 负类数据数为 99, 随机抽取训练
集和测试集, 重复 10 次, 分别记录实验结果, 且将实
验结果的平均值记录于表 1. 三种方法的分类决策
边界如图 1 所示.

表 1 三种方法的分类精度比较 (%)

Table 1 Classification accuracy comparison of v-SVM,

MCLPVSVM, and v-LPMIVSVM (%)

方法 精度 1 (数据集) 精度 2 (数据集)

v-SVM 100 (A1) 96.7 (A2)

MCLPVSVM 100 (B1) 98.6 (B2)

v-LPMIVSVM 100 (C1) 99.8 (C2)

从图 1 和表 1 结果可以看出: 1) 图 1 (a) 和图
1 (b) 显示, 传统的 v-SVM 方法在两种数据集上的

分类边界曲线均较其他两种方法平滑. 但是, 随着数
据集的拓扑结构变得更加复杂而不规则 (见图 1 所
示的数据结构), v-SVM方法的分类精度相较其他两
种方法下降明显, 特别是在图 1 (b) 所示数据集上的
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局部决策边界似乎显示过于平滑, 从而导致 v-SVM
未能充分考虑局部流形结构信息; 2) MCLPVSVM
和本文方法在两种 two-moons数据集上的决策边界
均显示局部不平滑性 (如图 1 (c)∼ 1 (f), 且随着数
据集拓扑结构的复杂度增加, 这种不平滑性更明显,
但是二者分类性能均优于 v-SVM 方法, 这也说明
关注数据的局部流形结构信息有利于模式分类性能

的增强; 3) 由于在一定程度上仅考虑了局部流形结
构信息, 当数据集局部数据交叠严重时 (如图 1 (d)),
导致 MCLPVSVM 方法在一定程度上不能有效识

别, 从而分类性能下降. 而本文方法由于充分考虑了
局部流形结构和差异信息, 这就导致本文方法在寻

找决策超平面时, 不但要考虑保持数据潜在的局部
流形结构, 同时还要充分考虑局部差异信息最大化,
即充分保持数据潜在的局部几何结构和局部判别信

息, 而这一点有别于现有分类方法.
为了进一步评价参数 µ, k, λ 对所提方法的性

能影响,抽取上述 two-moons实验中针对图 1 (f)数
据集进行 10 次实验的 µ, k, λ 参数值, 并在其他参
数固定的情况下, 记录参数 µ, k, λ 值变化分别对本

文方法的性能影响如表 2所示. 从表 2可看出,参数
k, µ, λ 的选取对本文方法的性能影响较大, 对于本
实验, 最优的参数值对为: k = 5, µ = 0.5, λ = 0.8.
可见, 通过调节参数µ, k,λ 的不同取值, 可以明显改

(a) A1 (b) A2

(c) B1 (d) B2

(e) C1 (f) C2

图 1 在两种 two-moons 数据集上的决策边界: v-SVM ((a)∼ (b)), MCLPVSVM ((c)∼ (d)), v-LPMIVSVM ((e)∼ (f))

Fig. 1 The discriminant boundaries in the two two-moon datasets: v-SVM ((a)∼ (b)), MCLPVSVM ((c)∼ (d)),

v-LPMIVSVM ((e)∼ (f))
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表 2 v-LPMIVSVM 在不同参数值下的分类结果 (%)

Table 2 The classification accurancies of v-LPMIVSVM based on different parameters (%)

参数 µ 变化的分类精度影响 (λ = 0.8, k = 5), 其中 “－” 代表无优化解

µ 0.01 0.05 0.1 0.3 0.5 0.7 0.8 1

分类精度 23.43 46.8 61.4 93 99.8 87.68 − −

参数 λ 变化的分类精度影响 (µ = 0.5, k = 5)

λ 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.9 1

分类精度 97.6 87 98 62 87 99.8 88 82.4

参数 k 变化的分类精度影响 (µ = 0.5, λ = 0.8)

k 3 5 7 9 10 11 13 15

分类精度 93.18 99.8 97.67 74.54 87 93.87 67.7 82.6

进本文方法的分类性能, 这也进一步验证了定理 5
的结论.

3.2 实际数据集

为了更全面地说明本文方法的分类性能, 在本
节分别测试 UCI 数据集, 人脸数据集 (ORL 数据
集, Yale 数据集), 同时与三种现有方法 (v-SVM,
MCVSVM, MCLPVSVM) 进行比较, 以进一步说
明本文算法的有效性.
3.2.1 UCI数据集实验

UCI 数据集经常用来测试模式分类方法的性
能[4, 12−13]. 本文综合文献 [4, 13, 16] 中所采用的
UCI 数据集, 选取 14 个典型数据集进行实验, 分
别测试线性, 非线性情况下的四种方法 (v-SVM,
MCVSVM, MCLPVSVM, v-LPMIVSVM)的分类
性能.

数据集详细信息如表 3 所示. 数据集中同时包
括二类和多类, 对于多类分类采取 one-against-one
策略进行, 实验前所有数据集进行了归一泛化处理.
评价所有分类方法的泛化性能的标准是基于数据集

总体样本的 5 重交叉验证精度, 在 5 重交叉验证测
试中, 数据集被随机划分为 5 个子集, 每次验证取这
5 个子集中的 1 份作为测试集, 其他作为训练集, 该
过程重复 5 次, 取其平均值作为最后的实验结果.

本文记录 5 重交叉验证的平均精度, 表 4 显示
在线性和非线性情况下所提方法 v-LPMIVSVM 与
v-SVM, MCVSVM 及 MCLPVSVM 方法在给定

数据集上的模式分类精度. 需指出的是, 这里仅记录
了在最优参数下的实验结果值.
从表 4 结果可得出如下结论:
1) 采用核方法能明显增强四种分类方法在几乎

所有数据集上的分类性能. 2) 结果显示, 在线性或
非线性情况下, 传统的 v-SVM 方法在所有数据集上
的分类效果在一定程度上均逊于其他三种方法. 这

也验证了仅仅考虑数据整体类间的最大间隔, 而忽
视数据空间的结构信息尤其是保持局部流形信息,
一定程度上不能取得较优的分类性能. 而在考虑了
数据空间的本质流形结构的情况下, MCLPVSVM
和 v-LPMIVSVM 均表现出明显的泛化能力优势.
3) 与 v-SVM, MCVSVM, MCLPVSVM 等方法相
比, 所提方法对于所有数据集均具有优于或可比较
的模式分类性能, 这进一步说明, 在充分考虑数据
空间的局部几何结构信息和局部判别信息的情况下,
v-LPMIVSVM 方法能取得较好的泛化性能.

表 3 模式分类 UCI 数据集

Table 3 The UCI datasets for pattern recognition

Dataset 模式数 特征数 类数

Iris 150 4 3

Breast 699 9 2

Heart 303 13 2

Vehicle 846 8 4

Glass 214 9 6

Ionosphere 351 34 2

Wine 178 13 4

Waveform 900 21 3

Balance-scale 625 4 3

Sonar mines 208 60 2

Hepatitis 155 19 2

Biomed 194 5 2

Diabetes 768 8 2

Liver 345 6 2

3.2.2 人脸识别实验

人脸图像数据集呈现出明显的非线性流形结

构[10, 12], 因此, 被许多流形学习方法用于测试数据
集[10, 12, 17−20], 以反映流形学习方法的有效性. 文献
[10] 分析指出, 大量研究成果证实, 图像模式是嵌入
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表 4 四种方法在 UCI 数据集上的分类结果 (%)

Table 4 The classification accurancies of the four approaches based on UCI datasets (%)

Dataset v-SVM MCVSVM MCLPVSVM v-LPMIVSVM

线性 非线性 线性 非线性 线性 非线性 线性 非线性

Iris 97.3 100 98.7 100 98.6 100 100 100

Breast 97.12 99.67 96.94 99.54 97.2 99.88 96.71 99.87

Heart 79.9 84.8 83.4 88.94 84.3 91.13 89.12 94.28

Vehicle 76.7 78.76 80.5 87.42 82.1 88.3 85.7 88.3

Glass 63.2 68.4 60.5 70.3 63.57 70.41 70.85 72.29

Ionosphere 87.67 84.28 83.6 85.30 89.8 90．33 90.71 91.42

Wine 93.2 98.4 93.48 98.2 95.51 98.61 97.89 100

Wave form 88.7 90.46 86.44 89.74 85.17 90.87 89.3 90.9

Balance scale 94.2 96.51 93.9 94.89 93.67 95.27 94.2 97.2

Sonar mines 69.9 69.9 75.45 75.45 76.26 76.26 80.21 79.6

Hepatitis 84.41 88.81 87.01 86.2 85.46 88.86 87.66 88.04

Biomed 86.9 86.9 87.5 87.5 90.82 90.82 91.67 93.37

Diabetes 76.2 83.4 75.26 86.1 75.67 79.3 75.8 81.4

Liver 65.7 67.18 71.5 74.68 71.84 77.92 74.27 79.87

在某个高维空间的低维流形, 对于图像模式分类问
题, 考虑数据空间的本质流形结构, 尤其是同时考
虑数据的局部内本质流形结构和局部判别信息, 有
望能在一定程度上提升图像模式识别性能. 为此,
本部分主要测试所提方法在处理非线性流形结构

的人脸数据集上所具有的有效性, 分别采用两种距
离度量方式 (欧氏距离和测地线距离) 对所提方法
进行测试 (为区别起见, 本文称欧氏距离度量的 v-
LPMIVSVM为 v-eLPMIVSVM),以进一步显示本
文方法所采用的度量方式的有效性.

实验采用 ORL 数据库和 Yale 数据库[20] 作为

测试数据. 其中 ORL 人脸数据集包含 40 个对象的
人脸数据, 每类对象由不同表情的 10 张图片构成.
Yale 人脸数据集包括 15 个类别的 165 幅灰度级图
像, 同一类由不同光照条件和脸部表情的 11 张人脸
数据组成. 实验前, 对上述图像集进行预处理, 使其
缩放到 32 像素 × 32 像素大小, 且每个像素为 256
灰度级, 则在图像空间, 每张图像由一个 1 024 维向
量表示, 更多信息可参考文献 [20].
由于人脸图像是一种典型的小样本高维数据集,

为了降低算法运行过程中由于矩阵奇异性引起的计

算误差, 本文按照文献 [13] 中做法, 首先利用 PCA
对上述 2 个数据集进行特征降维, 为了对各方法进
行有效比较, 实验前将数据降维到同样维度. 文献
[12] 经测试分析指出, 对于一个 1 024 维的图像数
据, 降维到 9 维时能保持原始图像的 90%以上的信
息量. 据此, 本文在实验前先利用 PCA 将实验数据
集进行特征降维到 9 维, 且每个数据集所选取的训
练数据数大于数据维数, 这样能降低在矩阵求逆过

程中所产生的计算误差. 同时, 由于本段各实验数据
子集的训练样本数均相对较少, 故测试中采取留一
法交叉验证.
在 ORL 人脸数据集中随机抽取 5 个 2 分类的

数据子集, 即 ORL.1-2 (指 ORL 库中第 1 类和第
2 类, 以下类同), ORL.3-5, ORL.6-10, ORL.20-32,
ORL.18-40, 对于每个数据子集, 随机选取 10 个数
据作为训练集, 其余作为测试数据集. 实验结果取
自 10 重交叉验证实验的平均值. 在 Yale 人脸数据
集中随机抽取 3 个 2 分类的数据子集, 即 Yale.3-5,
Yale.6-10, Yale.8-12, 在每个数据子集中分别对每
类对象随机抽取 p = {2, 3, 5} 个图像数据作为训练
子集,其余数据作为测试子集,实验中以符号 Pm/Tn

表示每个数据子集中每类对象抽取 m 个图像用于

训练, n 个图像用于测试. 所有数据子集的实验结果
分别取自 10 重交叉验证的平均值.

图 2 和图 3 分别显示了参数 λ 和 k 对本文方法

在非线性流形数据子集ORL.1-2上的识别性能影响
曲线. 另外, 表 5 记录了 ORL 数据集在不同二分类
数据集下的实验结果, 表 6∼ 8 分别记录了 Yale 数
据库中 3 个随机 2 分类数据集在抽取类对象不同训
练图像数据下的实验结果.

从表 5∼ 8, 图 2 和图 3 的结果可得如下几点结
论:

1) v-SVM 方法在大多数二分类图像数据集上

的识别性能均低于其他几种方法, 这说明, 对于图形
识别这类具有非线性流形结构的数据集, 仅考虑数
据类间的最大间隔在一定程度上已不能很好地满足

模式识别性能的要求.而考虑了数据类内分布结构的
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图 2 参数 λ 影响 (ORL.1-2)

Fig. 2 The performance influence of v-LPMIVSVM

based on different λ

图 3 参数 k 影响 (ORL.1-2)

Fig. 3 The performance influence of v-LPMIVSVM

based on different k

表 5 ORL 数据库实验结果 (%)

Table 5 The experimental results for ORL datasets (%)

Dataset v-SVM MCVSVM MCLPVSVM v-eLPMIVSVM v-LPMIVSVM

ORL

ORL.1-2 85.29 96.22 99.54 99.46 100

ORL.3-5 88.82 85.76 90.34 87.81 90.17

ORL.6-10 90 87.47 88.33 88.76 91.24

ORL.20-32 100 98.93 100 100 100

ORL.18-40 96.5 95.10 98.72 98.0 98.70

表 6 Yale 数据库 P2/T9 实验结果 (%)

Table 6 The experimental results for Yale datasets P2/T9 (%)

Dataset v-SVM MCVSVM MCLPVSVM v-eLPMIVSVM v-LPMIVSVM

Yale

Yale.3-5 60.0 64.30 79.10 79.02 78.68

Yale.6-10 90.0 88.61 91.11 87.01 91.57

Yale.8-12 80.0 77.24 85.51 85.76 88.14

表 7 Yale 数据库 P3/T8 实验结果 (%)

Table 7 The experimental results for Yale datasets P3/T8 (%)

Dataset v-SVM MCVSVM MCLPVSVM v-eLPMIVSVM v-LPMIVSVM

Yale

Yale.3-5 62.74 71.04 79.42 79.27 80.18

Yale.6-10 88.33 87.28 91.76 88.22 91.76

Yale.8-12 78.50 80.53 82.01 81.76 82.93

表 8 Yale 数据库 P5/T6 实验结果 (%)

Table 8 The experimental results for Yale datasets P5/T6 (%)

Dataset v-SVM MCVSVM MCLPVSVM v-eLPMIVSVM v-LPMIVSVM

Yale

Yale.3-5 58.89 78.29 79.57 79.48 80.35

Yale.6-10 76.58 87.88 92.23 91.94 92.46

Yale.8-12 79.00 81.00 87.21 86.80 88.03
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MCVSVM, MCLPVSVM, v-LPMIVSVM (v-
eLPMIVSVM) 方法均取得了相对较好的识别
性能, 尤其是在考虑了数据局部流形结构的
MCLPVSVM, v-LPMIVSVM (v-eLPMIVSVM)
方法的识别性能明显优于仅考虑大间隔的 v-SVM
和考虑类内离散度的MCVSVM 方法. 尤其值得说
明的是, 本文方法在充分考虑数据空间局部流形结
构和局部判别信息的情况下, 在所有数据集上均取
得了最优或相当的人脸识别性能.

2) 在绝大多数数据集实验上, 采取测地线距离
度量的 v-LPMIVSVM 方法在一定程度上均优于或
等同于采用欧氏距离度量的 v-eLPMIVSVM 方法,
从而说明测地线距离度量在一定程度上有利于图像

数据模式识别性能的提升.
3) 从表 6∼ 8 可看出, 在各类对象训练样本较

少时, 由于不能较好地刻画数据类内的潜在本质流
形结构, 从而导致 5 种方法均不能取得较好的模式
识别率, 但是, 相较之下, 本文方法在一定程度上依
然取得了较好的识别性能. 随着各类对象训练数据
集大小的增加, 数据空间的潜在流形结构呈现复杂,
传统的 v-SVM 方法的识别性能有所下降, 其他几种
方法的识别性能虽在一定程度上有所增强, 但本文
方法性能上升更明显, 从而说明, 不管是在简单的或
是复杂的非线性流形结构的数据下, 由于充分考虑
了数据的局部几何结构和局部差异 (或判别) 信息,
导致本文方法均具备较强的模式识别能力.

4)由图 2可看出,当 λ = 0时,即为忽略局部流
形结构信息时, v-LPMIVSVM 和 v-eLPMIVSVM
方法的识别率最低, 随着 λ 逐渐增加, 两种方法识
别率均上升, 但当 λ = 1 时, 即为忽略数据流形局
部差异信息时, v-LPMIVSVM 和 v-eLPMIVSVM
的识别率均下降, 且 v-eLPMIVSVM 方法下降更明
显, 由此可看出, 在具有非线性流形结果的图像识
别问题上, 确保局部流形结构的保持要强于局部判
别信息的保持, 而同时考虑局部流形结构和局部差
异信息确实能在一定程度上增强图像模式识别能力.
另外, 从图 3 可以看出, 在 k 值相对较小时, 本文方
法能达到最优识别率, 而 v-eLPMIVSVM 方法在 k

值较大时才达到优化识别率, 随着 k 值进一步增大,
v-LPMIVSVM 的人脸识别率呈下降趋势, 这是因
为随着最近邻数 k 值增大, 最短路径已不能很好地
近似计算测地线距离, 从而导致对数据的本质几何
流形结构的估计误差增大. 由上分析可知, 参数 λ 和

k 值的优化选取确实对本文方法的识别性能具有较

大的影响.

3.3 参数选择讨论

所提方法中, 参数 t, h, k 和 λ 直接影响局部保

留最大信息差矩阵矩阵M 的计算, 从而由定理 5 可
知, 所提方法中参数 t, h, k, C, µ 和 λ 的取值在一

定程度上直接 (C 和 µ) 或间接 (t, h, k 和 λ) 影响
所提方法的泛化性能的提升. 因此, 上述参数的取值
策略以及取值优化与否均在一定程度上决定了所提

方法的泛化性能. 本节将对上述实验参数的选取策
略展开讨论.
文献 [5] 分析指出, 在 SVM 中引入 µ 参数后,

正则参数 C 可以为一个固定常数 1/N , 其中 N 为

总体样本数, 据此, 本文实验中令参数 C = 1/N ; 依
据文献 [14] 策略, 热核参数 t 选取为 t = 2mσ0, 其
中, σ0 为训练样本范数平方的标准差, m ∈ {−10,
−9, · · · , 0, · · · , 9, 10}, 参数 m 采取 10 重交叉验证
法选取; 参数 h 的选取策略与参数 t 相同; 参数 k

采取 10 重交叉验证法选取, 由于所提方法采用测地
线距离来度量样本间的相似性, 因此样本近邻集大
小 k 不能取值太大, 否则导致测量精度下降 (如图 3
所示), 故此, 确定实验参数 k 的选取范围为 {1, 2,
· · · , 15}; 依据文献 [5] 策略, 参数 µ 的取值范围为

{0.01 n, 0.1 n}, 其中 n 为 1∼ 10 间整数.
当参数 λ = 1 时, 本文方法仅考虑局部流形结

构信息, 等同于文献 [13] 中方法, 当 λ 在 (0, 1) 间取
值时, 本文方法既能较好地保持局部流形结构, 又能
保持较强的局部判别信息. 参数 λ 在一定程度上起

到平衡局部流形结构信息和局部判别信息的能量变

化的作用, 为了简单起见, 实验参数 λ 定义为局部同

类离散度矩阵能量与局部总体离散度矩阵 (局部同
类离散度矩阵与局部异类离散度矩阵之和) 能量的
比率[14], 即 λ = 2 a

4.5
λmax(Ho)

λmax(Ho+He)
, 其中, λmax(A) 指

矩阵A的最大特征值,常量 a依据 10重交差验证选
取法的取值范围为 {−20,−19, · · · , 0, · · · , 19, 20}.
从第 3.1 节和第 3.2 节的实验分析结果可知, 尽

管采取上述参数选择策略在一定程度上能确保所提

方法取得可比较的实验优化性能, 但是如何更有效
地协调上述实验参数并使之分别达到最优值仍然是

一个值得关注并进一步研究的公开问题.

4 结论

本文方法与传统的大间隔分类机 v-SVM,
MCVSVM 和 MCLPVSVM 等方法具有某些相同

的优化特性: 基于结构风险最小化思想来构建原始
优化问题形式, 通过求解一个凸优化问题来取得全
局最优解, 采用现有软件包 (如 LibSVM 等) 使得算
法实现简单等, 不同的是, 所提方法在考虑数据空间
局部本质流形结构的同时还考虑了局部差异 (或判
别) 信息, 另外, 在流形数据空间的距离度量方式上,
所提方法采用了适于流形数据距离测量的测地线距
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离度量, 其更能反映流形数据的本质距离, 从而使
得本文方法在一定程度上具备较强的学习泛化能力.
在人造和实际数据集上测试证实, 所提方法具有优
于或等同于相关方法的优良性能. 对待小样本问题
上, 尽管 v-LPMIVSVM 采用 PCA 对原始输入数
据进行降维处理来达到解决问题的目的, 但是仍然
还有许多随之而产生的问题 (如降维数的优化问题,
降维后信息缺失问题等) 有待进一步解决; 另外, 如
何更有效地协调选取参数 t, h, k, µ, k, λ 的优化取

值也是一个有待进一步研究的问题.
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