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连续非线性系统的滑模鲁棒正不变集控制

傅 健 1 吴庆宪 1 姜长生 1 王宇飞 1

摘 要 针对一类具有控制和状态有界约束的连续非线性系统, 提出了一种基于单向辅助面滑模控制的正不变集设计方法.

该方法通过将约束条件引入单向辅助面的设计中, 利用单向辅助面构造系统状态的正不变集, 以保证系统状态和控制输入在

整个过程中都能满足约束条件. 同时, 滑模控制器设计不再受到切换面的限制, 一些不稳定的超平面也可以作为单向辅助面以

设计控制器. 随后给出该方法的稳定性分析以及正不变集的理论证明, 并且通过仿真验证了设计方法的有效性.
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Robust Sliding Mode Positively Invariant Set for Nonlinear Continuous System
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Abstract A sliding mode control with unidirectional auxiliary surfaces (UAS-SMC) method of positively invariant sets

is proposed for a class of nonlinear continuous systems with states and control inputs constraints. These unidirectional

auxiliary surfaces are designed by the state constraints and the feasible state region of the control input constraints.

The constraints are guaranteed by using these surfaces to constitute the boundaries of positively invariant sets. As the

controller of the system is constituted by unidirectional auxiliary surfaces, the positively invariant sets can be properly

enlarged or shrunk with unchanged controller. Even the unstable hyperplanes can be used as unidirectional auxiliary

surfaces to design a stable controller. The stability of the system and the positively invariant sets are proved in this paper.

Simulation results show the effectiveness of this method.

Key words Sliding mode, positively invariant sets, sliding mode control with unidirectional auxiliary surfaces (UAS-

SMC), bounded states and control inputs

由于动态系统的状态约束和控制约束等问题都

可归结为状态空间中某些集合的正不变性, 因此正
不变集的研究工作在控制约束研究中有着重要的意

义[1−2].
目前对于正不变集的研究工作主要可以分为椭

圆不变集和多面体不变集. 文献 [3] 研究了在控制
受限的离散线性系统中如何设计最大椭圆正不变集

的问题. 文献 [4] 将椭圆正不变集应用在一种混沌
系统中, 并取得了较好的效果. 文献 [5] 通过将多面
体划分为正不变集和后向可达集, 以解决自治仿射
系统多面体可达的问题. 此外, 神经网络、预测控
制等方法也是研究正不变集的有效方法[6−9]. 但是,
目前正不变集往往需要满足某些比较复杂的必要条

件[10−11], 从而导致正不变集在实际系统的应用中出
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现了一些困难.
针对这个问题, 本文提出一种更为简便的正

不变集设计方法, 即单向辅助面滑模控制方法 (Slid-
ing mode control with unidirectional auxiliary sur-
faces, UAS-SMC). 该方法通过改进滑模变结构控
制 (Sliding mode control, SMC) 的结构, 将输入输
出约束条件引入单向辅助面的设计中, 利用单向辅
助面构造系统状态的多面体正不变集, 以保证系统
状态和控制输入在整个过程中都能满足约束条件.
同时, 滑模控制器设计不再受到切换面的限制, 一些
不稳定的超平面被用于设计控制器. 本文首先描述
需要解决的问题; 其次阐述单向辅助面滑模控制器
的设计步骤; 接着给出相关稳定性证明; 然后进行仿
真验证; 最后给出研究结论.

1 单向辅助面滑模控制

1.1 问题描述

考虑如下不确定非线性系统:

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...
ẋn = f(xxx) + g(xxx)u + η

(1)
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其中, xxx = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn 为系统的状态变

量, u ∈ R 为系统控制输入, η ∈ R 表示干扰.
状态变量 xxx 的约束条件如下:

Ψ = {xxx|xxx = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn,

ci ≤ xi ≤ di, ci, di ∈ R, i = 1, 2, · · · , n}
(2)

控制输入 u 的约束条件如下:

Ξ = {u|u ∈ R, e ≤ u ≤ f, e, f ∈ R} (3)

1.2 正不变集及其控制器的设计步骤

按照如下步骤设计单向滑模控制器:
首先, 选择 n 个合适的切换面 S1, · · · , Sn:

S(xxx) = [S1(xxx), · · · , Sn(xxx)]T = Axxx (4)

其中, A ∈ Rn×n, rank(A) = n, 切换面 S1, · · · , Sn

将 Rn 空间划分成 2n 个子空间, 且系统 (1) 在这些
切换面上的滑动模态是稳定的.
其次, 对于点 xxx0 = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn, 定

义点 xxx0 所在子空间的编号为 η1, η2, · · · , ηn, 其中:
若 S1(xxx0) > 0, 则 η1 = 1, 反之则 η1 = 0; 若 S2(xxx0)
> 0, 则 η2 = 1, 反之则 η2 = 0; · · · , 若 Sn(xxx0) > 0,
则 ηn = 1, 反之则 ηn = 0. 由此可知, 点 xxx0 所在的

子空间编号位于 00 · · · 0 号至 11 · · · 1 号之间. 若将
子空间的编号视为二进制, 并将其转换为十进制可
知, 点 xxx0 所在子空间的编号位于 0 号至 2n − 1 号
之间.
再次, 由 rank(A) = n 可知式 (5) 所示的方程

组表示一条经过原点的直线:




S2(xxx) = 0
S3(xxx) = 0

...
Sn(xxx) = 0

(5)

在直线上原点两侧取合适的点 p̃ppS1+, p̃ppS1−. 类似地,
对于方程组





S1(xxx) = 0
S3(xxx) = 0

...
Sn(xxx) = 0

· · ·





S1(xxx) = 0
S2(xxx) = 0

...
Si−1(xxx) = 0
Si+1(xxx) = 0

...
Sn(xxx) = 0

· · ·





S1(xxx) = 0
S2(xxx) = 0

...
Sn−1(xxx) = 0

分别在原点两边取合适的点 p̃ppS2+, p̃ppS2−, · · · , p̃ppSn+,

p̃ppSn−, 则可得 n 个点集 {p̃ppS1+, p̃ppS1−}, {p̃ppS2+, p̃ppS2−},
· · · , {p̃ppSn+, p̃ppSn−}.

接着, 分别取点 p̃ppS1, · · · , p̃ppSn, 如图 1 所示, 其
中 p̃ppS1 ∈ {p̃ppS1+, p̃ppS1−}, · · · , p̃ppSn ∈ {p̃ppSn+, p̃ppSn−}. 点
p̃ppS1, · · · , p̃ppSn 可以确定一个超平面. 又因为点 p̃ppS1,

· · · , p̃ppSn 总共可以有 2n 个排列, 所以点集 {p̃ppS1+,

p̃ppS1−}, {p̃ppS2+, p̃ppS2−}, · · · , {p̃ppSn+ , p̃ppSn−}总共可以确
定 2n 个超平面. 定义点 p̃pp 的坐标:

p̃pp =
1
n

(p̃ppS1 + p̃ppS2 + · · ·+ p̃ppSn)

若点 p̃pp 位于编号为 i, i ∈ {0, · · · , 2n − 1} 的子空
间, 则称 p̃ppS1, · · · , p̃ppSn 确定的超平面 H̃i(xxx) 对应于
编号为 i 的子空间. 定义超平面:

H̃i(xxx) = bi1x1 + bi2x2 + · · ·+ binxn + Mi = 0 (6)

其中, bi1, · · · , bin,Mi ∈ R, Mi > 0, i = 0, 1, · · · ,
2n − 1; bi1, · · · , bin,Mi 表示点 p̃ppS1, · · · , p̃ppSn 所确定

的超平面方程 H̃i = 0 中对应的参数. 然而超平面方
程 H̃i = 0 无需满足在其上滑动模态稳定的条件, 所
以超平面方程 H̃i = 0 可以为不稳定的超平面. 此时
通过选取适当的点 p̃ppS1, · · · , p̃ppSn 使得式 (6) 满足如
下条件:

b0n, b1n, · · · , b(2n−1)n 6= 0 (7)

图 1 单向辅助面 Hi 设计

Fig. 1 Unidirectional auxiliary surfaces design

然后, 定义向量 ccc = [c1, c2, · · · , cn]T 如下: 当
点 xxx 位于编号 i, i ∈ {0, · · · , 2n − 1} 子空间时,

ccc = [bi1, bi2, · · · , bin]T

状态可行域:

Θ = {xxx|xxx ∈ Rn,

e < (cng(xxx))−1(−D(x)− cnf(xxx) + N) < f}
(8)

其中, D(x) = c1x2 + c2x3 + · · ·+ cn−1xn, e 和 f 分

别为 Ξ 中控制输入的上下界, N 为鲁棒项, 且 N >
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sup{−cnη}. 对于非线性系统 (1), 令 Ḣ = cccTẋxx = N

> 0 可得输入输出约束滑模控制器 u 如式 (9) 所示.

u = (cng(xxx))−1(−D(x)− cnf(xxx) + N) (9)

最后, 设计正不变集.
如图 1 所示, 点 pppSj+, pppSj−, j = 1, · · · , n 的坐

标为:
pppSj+ = τp̃ppSj+, pppSj− = τp̃ppSj−

由点 pppS1, · · · , pppSn, pppSj ∈ {pppSj+, pppSj−} 可以确定的
单向辅助面 Hi, 且单向辅助面 Hi 的表达形式如下:

Hi(xxx) = bi1x1 + bi2x2 + · · ·+ binxn + M̄i (10)

其中, M̄i = τMi > 0, τ > 0, i = 0, 1, · · · , 2n − 1,
单向辅助面Hi 对应于编号为 i 的子空间. 若能取得
适当的 τ , 使得集合

ϕ = {xxx|Hi(xxx) ≥ 0, i = 0, · · · , 2n − 1} ⊆ Ψ ∩Θ

则集合 ϕ 对于式 (9) 所示的控制器构成满足有界约
束条件的正不变集, 在定理 1 中, 将对此进行证明.
注 1. 对于点 ppp 位于编号 i 子空间, i ∈ {0, · · · ,

2n − 1}, 点 ppp 的坐标为 ppp = [x1, x2, · · · , xn]T, 点
pppS1, · · · , pppSn 构成编号 i 子空间的单向辅助面, 则
存在 k1, k2, · · · , kn ≥ 0, 使得 ppp = k1pppS1 + · · · +
knpppSn, 如图 2 所示.

图 2 编号 i 子空间点 ppp 的坐标

Fig. 2 The point ppp in No. i subspace

注 2. 在设计过程中, 可以通过改变 τ 的值, 使
集合 ϕ 在状态可行域 Θ 内放缩. 如式 (9) 所示控制
器 u 中不含 τ , 所以改变 τ 对 u 没有影响; 同时, 只
要 τ > 0, 并且控制输入没有饱和, 则改变 τ 对于集

合 ϕ 构成正不变集也没有影响. 另外可以通过改变
鲁棒项 N 扩大状态可行域 Θ 的范围, 但相应地系
统的鲁棒性就要受影响.

2 单向辅助面约束滑模控制的稳定性证明

定义 1[1]. 对于系统 (1), 初始状态 xxx(0) ∈ ϕ 若

存在控制 u 使得 xxx(t) ∈ ϕ, t > 0, 则称集合 ϕ 是正

不变集.
易知本文中集合 ϕ 是凸集, 其中

ϕ = {xxx|Hi(xxx) ≥ 0, i = 0, · · · , 2n − 1}
且如图 2 所示, 点 ppp(t) = [x1(t), · · · , xn(t)]T /∈ ϕ

时: 若点 ppp(t) 位于编号 i, i ∈ {0, · · · ,2n − 1} 子空
间, 则 Hi(ppp(t)) < 0.
引理 1. 考虑位于编号 i, i ∈ {0, · · · , 2n − 1}

子空间的点 ppp, 其坐标为 ppp = [x1, x2, · · · , xn]T,
点 pppS1, · · · , pppSn 确定编号 i 子空间的单向辅助面

Hi(xxx), 如式 (10) 所示, 有:

Hi(xxx) = bi1x1 + bi2x2 + · · ·+ binxn + M̄i = 0

其中, M̄i > 0, 则对于点 ppp 有 M̄i −Hi(ppp) ≥ 0, 并且
当 Hi(ppp) = M̄i 时, 有 ppp = [0, 0, · · · , 0]T.
证明. 定义点 pppS1, · · · , pppSn 的坐标为

pppS1 = [x11, x12, · · · , x1n]T

...

pppSn = [xn1, xn2, · · · , xnn]T

由注 1 可知, 因为点 ppp 位于编号 i 的子空间, 所以
存在 k1, k2, · · · , kn ≥ 0, 使得 ppp = k1pppS1 + k2pppS2 +
· · ·+ knpppSn, 由此可得点 ppp 的坐标:

ppp = [k1x11 + k2x21 + · · ·+ knxn1, k1x12 + k2x22 +

· · ·+ knxn2, · · · , k1x1n + k2x2n + · · · knxnn]T

又因为点 pppS1, · · · , pppSn 确定单向辅助面 Hi, 所以点
pppS1, · · · , pppSn 在单向辅助面 Hi 上, 可得:

Hi(pppS1) = bi1x11 + · · ·+ binx1n + M̄i = 0
...

Hi(pppSn) = bi1xn1 + · · ·+ binxnn + M̄i = 0

(11)

将点 ppp 的坐标代入 Hi(xxx), 可得:

Hi(ppp) = k1(bi1x11 + bi2x12 + · · ·+ binx1n +

M̄i) + · · ·+ kn(bi1xn1 + bi2xn2 + · · · +

binxnn + M̄i)− (k1 + · · ·+ kn)M̄i + M̄i

(12)

将式 (11) 代入式 (12) 有:

M̄i −Hi(ppp) = (k1 + · · ·+ kn)M̄i

因为 k1, k2, · · · , kn ≥ 0, M̄i > 0, 所以可得:

M̄i −Hi(ppp) ≥ 0
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当 Hi(ppp) = M̄i 时, M̄i −Hi(ppp) = 0. 又因为 (k1 +
· · · + kn)M̄i = M̄i −Hi(ppp), k1, k2, · · · , kn ≥ 0, M̄i

> 0, 所以 k1 = k2 = · · · = kn = 0. 因此点 ppp 的坐

标为 ppp = [0, 0, · · · , 0]T. ¤
定理 1. 考虑非线性系统 (1), 设计输入输出约

束滑模控制器 u 如式 (9) 所示, 则系统状态 xxx 是渐

近稳定的, 并且集合

ϕ = {xxx|Hi(xxx) ≥ 0, i = 0, 1, · · · , 2n − 1}
是正不变集.
证明. 1) 稳定性证明.
对于点 xxx = [x1, · · · , xn]T 位于编号 i, i ∈ {0,

· · · , 2n − 1} 子空间, 定义 Lyapunov 函数为

V =
1
2

(
M̄i −Hi(xxx)

M̄i

)2

(13)

其中, M̄i,Hi(xxx) 与式 (10) 中一致.
首先, 证明 V ≥ 0, 且当 V = 0 时有 xxx = 000.
由式 (13) 可知, V ≥ 0, 并且当 V = 0 时, 可得

Hi(xxx) = M̄i, 又由引理 1 可知, 当 Hi(xxx) = M̄i 时

有 xxx = [0, 0, · · · , 0]T ∈ Rn, 所以可得 V ≥ 0, 且当
V = 0 时有 xxx = [0, 0, · · · , 0]T ∈ Rn.
其次, 讨论 V̇ , 证明当 xxx 6= 000 时有 V̇ < 0.
对于式 (13) 求导, 可得

V̇ = −M̄i −Hi(xxx)
M̄2

i

· Ḣi(xxx) (14)

由引理 1 可知, 对于点 xxx 位于编号 i 子空间, 有 M̄i

− Hi(xxx) ≥ 0. 又因为当 Hi(xxx) = M̄i 时, 有 xxx = 000,
所以当 xxx 6= 000 时, 有 M̄i −Hi(xxx) > 0.
对式 (10) 求导, 可得

Ḣi(xxx) = D(xxx) + cnf(xxx) + cng(xxx)u + cnη (15)

其中 D(xxx) 与式 (8) 中一致. 将式 (9) 代入式 (15)
可得

Ḣi(xxx) = N + cnη

由式 (8) 可知N > sup{−cnη}, 所以 Ḣi(xxx) > 0. 又
因为 M̄i −Hi(xxx) > 0, Ḣi(xxx) > 0, 可知 V̇ < 0.
注 3. 当点 xxx 在切换面 S1(xxx), · · · , Sn(xxx) 上运

动时, 因为在切换面上的滑动模态是稳定的, 所以点
xxx 可以沿着切换面收敛至原点. 同时因为点 xxx 在整

个运动过程中需要满足 Ḣi(xxx) > 0, 所以此时点xxx在

切换面上运动时也满足 V̇ < 0, 否则点 xxx 就会离开

切换面.
接下来, 对 Lyapunov 函数 V 的连续性进行证

明.
如图 3 所示, 当点 xxx = [x1, x2, · · · , xn]T 位于

编号 i 子空间与编号 j 两个相邻子空间之间的切

换面上, 使得 Lyapunov 函数 V 从 Vi 切换到 Vj.
切换面由点 pppS1, · · · , pppSr, pppS(r+2), · · · , pppSn 与原点 000
确定, Hi 面由点 pppS1, · · · , pppSr, pppS(r+1)−, pppS(r+2), · · · ,
pppSn 确定, Hj 面由点 pppS1, · · · , pppSr, pppS(r+1)+, pppS(r+2),
· · · , pppSn 确定. 图 3 中单向辅助面Hi 由点 pppS1, pppS2,
pppS3−, Hj 由点 pppS1, pppS2, pppS3+ 确定, 切换面由点 pppS1,
pppS2, 000 确定.

图 3 点 xxx 位于编号 i 子空间与编号 j 子空间

之间切换示意图

Fig. 3 The point xxx between No. i subspace and

No. j subspace

因为点 xxx 位于编号 i 子空间与编号 j 子空间之

间的切换面上, 可知点 xxx 属于 i 子空间或者 j 子空

间, 且点 xxx 的坐标可以由确定切换面的点 pppS1, · · · ,
pppSr, pppS(r+2), · · · , pppSn 得到.

xxx = k1pppS1 + · · ·+ krpppSr +

kr+2pppS(r+2) + · · ·+ knpppSn (16)

其中, k1, · · · , kr, kr+2, · · · , kn ≥ 0.
令点 pppS1, · · · , pppSr, pppS(r+2), · · · , pppSn 的坐标为

pppS1 = [x11, x12, · · · , x1n]T

...

pppSr = [xr1, xr2, · · · , xrn]T

pppS(r+2) = [x(r+2)1, x(r+2)2, · · · , x(r+2)n]T

...

pppSn = [xn1, xn2, · · · , xnn]T

如式 (10) 所示, 令

Hi = bi1x1 + bi2x2 + · · ·+ binxn + M̄i

Hj = bj1x1 + bj2x2 + · · ·+ bjnxn + M̄j (17)

因为点 pppS1, · · · , pppSr, pppS(r+2), · · · , pppSn 参与确定单向

辅助面 Hi, 所以有

Hi(pppS1) = 0, · · · , Hi(pppSr) = 0

Hi(pppS(r+2)) = 0, · · · , Hi(pppSn) = 0 (18)

将式 (16) 代入式 (17), 可得
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Hi(xxx) = k1(bi1x11 + · · ·+ binx1n) + · · · +

kr(bi1xr1 + · · ·+ brnxrn)+

kr+2(bi1x(r+2)1+ · · ·+ binx(r+2)n)+ · · · +

kn(bi1xn1 + · · ·+ brnxnn) + M̄i (19)

将式 (18) 代入式 (19), 可得:

Hi(xxx) = −(k1 + · · ·+ kr + kr+2 + · · ·+ kn)M̄i + M̄i

(20)
由式 (13), 可知:

Vi =
1
2

(
M̄i −Hi(xxx)

M̄i

)2

将式 (20) 代入, 可得:

Vi =
1
2
(k1 + · · ·+ kr + kr+2 + · · ·+ kn)2

同理, 点 pppS1, · · · , pppSr, pppSr+2, · · · , pppSn 也参与确定单

向辅助面 Hj, 可得:

Vj =
1
2
(k1 + · · ·+ kr + kr+2 + · · ·+ kn)2

所以, 当 Lyapunov 函数 V 从 Vi 切换到 Vj 时有 Vi

= Vj, 即 Lyapunov 函数 V 是连续的.
综上所述, Lyapunov 函数 V 是连续的, V ≥ 0,

并且当 V = 0 时有 xxx = 000; 当 xxx 6= 000 时有 V̇ < 0, 所
以系统状态 xxx 是渐近稳定的.

2) 证明集合 ϕ 构成正不变集.
运用反证法进行证明:
考虑点 xxx(0) = [x1(0), · · · , xn(0)]T ∈ ϕ, 假设

存在点 xxx(t1) = [x1(t1), · · · , xn(t1)]T /∈ ϕ, t1 > 0.
因为点 xxx(0) ∈ ϕ = {xxx|Hi(xxx) ≥ 0, i = 0, 1, · · · ,
2n − 1}, 所以可得

V (xxx(0)) =
1
2

(
M̄i −Hi(xxx(0))

M̄i

)2

≤ 1
2

(21)

设点位于 xxx(t1) 编号 j, j ∈ {0, · · · ,2n − 1} 子空间,
由定义 1 可知 Hj(xxx(t1)) < 0, 则

V (xxx(t1)) =
1
2

(
M̄j −Hj(xxx(t1))

M̄j

)2

>
1
2

(22)

由式 (21) 与式 (22) 可知 V (xxx(0)) < V (xxx(t1)), 0 <

t1, 又因为 Lyapunov 函数 V 是连续的, 则存在

V̇ (xxx(t2)) > 0, 0 < t2 < t1

与稳定性证明中得出的 V̇ < 0 相矛盾, 所以假设不
成立. 因此对于xxx(0) ∈ ϕ有xxx(t) ∈ ϕ, t > 0,由定义
1 可知集合 ϕ = {xxx|Hi(xxx) ≥ 0, i = 0, 1, · · · , 2n− 1}
是正不变集. ¤

3 仿真验证

考虑如下非线性系统

ẋ1 = x2

ẋ2 = f(xxx) + g(xxx)u + η

其中

f(xxx) =
107.9 sin(x1)− 1.5x2

2 · cos(x1) · sin(x1)
7.3− 1.5 cos(x1)2

g(xxx) =
cos(x1)

7.3− 1.5 cos(x1)2

η = 0.4 sin(t), xxx = [x1, x2]T

初始值为 x1(t0) = 0.39, x2(t0) = −0.2, 状态 X 的

约束条件为: Ψ = {xxx|xxx = [x1, x2]T, −0.5 ≤ xi ≤
0.5, i = 1, 2}, 控制 u 的约束条件为: Ξ = {u| − 50
≤ u ≤ 50}.

采用单向辅助面滑模控制, 首先构造切换面

S1(xxx) = x1 + 2x2, S2(xxx) = x1 + 0.5x2

易知, 切换面 S1, S2 是稳定的切换面. 取点

p̃ppS1+ = (0.5,−0.25), p̃ppS1− = (−0.5, 0.25)
p̃ppS2+ = (0.25,−0.5), p̃ppS2− = (−0.25, 0.5)

通过取点 p̃ppS1 ∈ {p̃ppS1+, p̃ppS1−}, p̃ppS2 ∈ {p̃ppS2+, p̃ppS2−},
可得

H̃0 = x1 + x2 + 0.25 = 0
H̃1 = −x1 + x2 + 0.75 = 0
H̃2 = x1 − x2 + 0.75 = 0
H̃3 = −x1 − x2 + 0.25 = 0

定义向量CCC = [c1, c2]T 如下:

CCC =





[1, 1]T, S1 ≤ 0, S2 ≤ 0
[−1, 1]T, S1 ≤ 0, S2 > 0
[1,−1]T, S1 > 0, S2 ≤ 0
[−1,−1]T, S1 > 0, S2 > 0

表达式: D(x) = c1x2

状态可行域:

Θ = {xxx| − 50 < (cng(xxx))−1(−D(x)−
cnf(xxx) + N) < 50}, N = 0.5

则设计单向辅助面为

H0 = x1 + x2 + 0.25τ = 0
H1 = −x1 + x2 + 0.75τ = 0
H2 = x1 − x2 + 0.75τ = 0
H3 = −x1 − x2 + 0.25τ = 0
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令其中 τ = 0.79, 可知正不变集

ϕ = {xxx|Hi ≥ 0, i = 0, 1, 2, 3} ⊆ Ψ ∩Θ

且有 [x1(t0), x2(t0)]
T ∈ ϕ. 则输入输出约束滑模控

制器设计为 u = (c2g(xxx))−1(−D(x)− c2f(xxx) + N),
可得状态轨迹如图 4 所示.

由图 4 可知, 常规滑模控制 (SMC) 不一定能
满足约束 Ψ 和 Ξ, 而通过设计单向辅助面输入输出
约束滑模控制 (UAS-SMC) 可以保证满足 Ψ 和 Ξ
的约束条件, 并且其中单向辅助面确定的点集 ϕ =

{ [x1, x2]T|Hi ≥ 0, i = 0, 1, 2, 3} 构成正不变集.

4 结语

本文对于一类控制和状态有界约束的连续非线

性系统的正不变集及其控制器设计问题进行了研究.
根据理论证明和仿真实验可知, 本文设计的控制器
能够保证正不变集的存在, 并且使系统状态和控制
输入在整个过程中满足状态输出有界约束和控制输

入有界约束. 当控制输入受限时, 可以通过改变 τ ,
τ > 0 使得正不变集 ϕ 能够收缩到状态可行域Θ 和

(a) 点 (x1, x2) 的轨迹

(a) The trajectory of point (x1, x2)

(b) 点 x1 的轨迹

(b) The trajectory of point x1

(c) 点 x2 的轨迹

(c) The trajectory of point x2

(d) 单向辅助面滑模控制

(d) Sliding mode control with unidirectional auxiliary surfaces

(e) 常规滑模控制

(e) Sliding mode control

图 4 仿真结果

Fig. 4 Simulation results
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状态约束 Ψ 的交集内部, 而对于控制器的构成和不
变集 ϕ 的性质没有影响. 这就赋予了正不变集一定
的自由度, 给设计满足状态约束 Ψ 的正不变集带来
了许多方便, 并且一些不稳定的超平面也可以作为
单向辅助面以设计控制器. 同时, 为了表述简便, 本
文采用了一种比较特殊的非线性系统, 而事实上文
中所采用的方法, 可以较容易地推广至 n 维仿射非

线性系统.
但是, 单向辅助面滑模控制仍然存在着一些问

题: 从图 4 中可以看出, 其收敛速度要比常规滑模控
制慢一些. 因此, 需要对如何加快单向辅助面滑模控
制的收敛速度进行进一步的研究. 再者, 如何设计正
不变集, 以使其覆盖状态空间中更多的区域, 也是一
个急需解决的问题.
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