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图形处理中一类 Flow-shop问题的改进算法

蒋义伟 1 魏 麒 2

摘 要 考虑图形处理中的一类两台处理器上的 Flow-shop 调度问题, 目标是极小化最早完工时间. 每个任务包含两道工序,

第一道工序可以在两台处理器中的任何一台上处理, 而第二道则只能在第二台处理器上处理, 且必须在第一道工序完工之后

才能进行. 对该问题, 设计了一个改进的多项式时间近似算法, 在绝对性能方面, 该算法的最坏情况界为 3/2; 而从实例计算的

平均效果方面, 该算法所得的结果比原有的贪婪算法所得的结果要好 20% 左右.
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An Improved Algorithm for a Hybrid Flow-shop Problem in Graphics Processing
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Abstract This paper considers a variant of scheduling problem of minimizing makespan in a two-machine flow-shop.

In this variant, each job has two tasks. The first task can be processed on either machine while the second task must be

processed on the second machine and cannot be processed unless the first task has been processed. The second task is

allowed to be processed at any time after completing the first task. We present an improved polynomial time approximation

algorithm with worst-case ratio of 3/2, which is 20 % better than the greedy-like algorithm in the average case.
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本文考虑一类特殊 Flow-shop 调度模型, 该模
型主要应用于计算机图形处理中[1], 图形程序处理
包括前期的数据处理和后期的图形处理, 后者必须
在前者处理完毕后才能处理. 数据处理既可以通过
CPU 也可以通过 GPU 进行处理, 而图形处理则只
能通过 GPU. 目标是通过合理安排使得所有图形
都处理完的时间尽可能的早. 因此我们将 CPU 和
GPU 看作两台 Flow-shop 处理器, 将数据处理和
图形处理看成两道不同的工序, 就可转化为我们所
考虑的调度问题. 具体描述如下: 有 n 个任务 J1,
J2, · · · , Jn 必须在两台处理器 M1 和 M2 上进行

处理. 每个任务 Ji 包含两道工序 Ai 和 Bi, i = 1,
2, · · · , n. 工序 Ai 可以在处理器 M1 或 M2 上处

理, 处理时间为 ai, 而工序 Bi 只能在 M2 上处理,
时间为 bi, 并且只能在工序 Ai 完成后才能进行处

理. 假设所有的任务在零时刻就已知并且工序在处
理过程中不允许中断. 对一个给定的调度计划, 记
SAi

(SBi
)和 CAi

(CBi
)为工序Ai(Bi)的开工时间和
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完工时间. 目标是极小化所有任务的最大完工时间,
即 Cmax = max{CBi

}.
从上述描述可以看出本文考虑的问题与经典

的两台处理器 Flow-shop 调度问题不同, 经典的问
题每个任务的加工方式都是相同的, 即都是第一道
工序在第一台机, 第二道工序在第二台机上处理.
与这类问题较为相关的模型还有 Kouvelis 等[2] 提

出的一类混合 Flow-shop 问题 (Hybrid flow-shop,
HFS), 该问题假设任务的两道工序都可以在同一台
机器上进行处理或者第一道工序在第一台机器, 第
二道工序在第二台机器上处理, 不难看出任务的处
理方式有三种. 文中证明了该问题是 NP 难的, 并给
出了一个基于动态规划的最优算法和一个伪多项式

时间近似算法. Vairaktarakis 等[3] 考虑了另外的情

况, 第二道工序必须在第一道工序完工后才能加工,
第一道工序可以单独在第一台机器上处理, 也可以
用较少的时间在两台机器上同时进行并行处理, 第
二道工序可以单独在第二台机器上处理, 也可以用
较少的时间在两台机器上同时进行处理, 他们给出
了一个动态规划算法和一个最坏情况界为 1.618 的
多项式时间近似算法. 文献 [4] 则考虑了一类有回
流的混合 Flow-shop 问题, 分别考虑了在第二阶段
为单机和两台同型机的情形, 对于前者证明了多项
式时间可解并给出了算法, 对于后者证明了该情况
是 NP 难的, 给出了动态规划和启发式算法. 此外还
有文献研究带机器不确定维护时间的 Flow-shop 问
题[5]. 关于 Flow-shop 调度问题,还有很多文献通过
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遗传算法等优化方法来求解[6−10], 文献 [11] 则考虑
了任务具有三道工序的两台机混合流水作业问题,
分别给出了近似算法和多项式时间近似方案 (Poly-
nomial time approximation scheme, PTAS).

本文所考虑的问题最早由Wei 等[1] 提出, 记为
半混合流水作业 (Semi-hybrid flow-shop, SHFS).
他们证明了该问题是 NP 难的, 文献 [12] 证明该问
题贪婪算法的最坏情况界为 5/3, 并给出了一个最坏
情况界为 8/5 的改进算法. 本文接下来将基于文献
[11] 的思想给出一个更好的多项式时间近似算法,
该算法提出四种调度方案并从中选择结果最好的作

为输出. 在近似算法的绝对性能方面, 证明了最坏情
况界为 3/2; 而在平均效果方面, 通过实例计算发现,
该算法所得的结果要比原有的贪婪算法的结果要好

20% 左右.

1 问题的初步分析

由问题的描述不难看出, 每个任务的处理方式
有两种选择: 一种是将两道工序 Ai 和 Bi 都放在机

器M2 上处理, 处理时间分别为 ai 和 bi, 记这种方
式为模式 1; 另一种称为模式 2, 即工序 Ai 先在M1

上处理, 时间为 ai, 然后 Bi 在M2 上处理, 时间为
bi. 因此, 对任意一个调度, 根据任务处理模式的不
同, 可以将任务集 V 分成两个不交子集 V1 和 V2, 其
中 Vi 中的任务的处理模式为模式 i, i = 1, 2.

注意到集合 V1 中的任务的两道工序都是在M2

上处理, 因此对 Ji ∈ V1, 可以将该任务在两台机器
上的处理时间分别记为 p1

i = 0 和 p2
i = ai + bi, 而

对 Ji ∈ V2, 在两台机器上的处理时间记作 p1
i = ai

和 p2
i = bi. 不难看出, 在集合划分给定的情况下,

通过上述转化, 问题 SHFS 可以看做经典的两台机
Flow-shop 问题. 因此可以得到如下结论:

引理 1. 若任务集 V 已划分为 V1 和 V2 两个

子集, 则 SHFS 可由 Johnson 规则[13] 在O(n log n)
时间内给出最优调度.
由此不难得到如下结论:
引理 2. 存在一个 SHFS 的最优调度 (图 1) 满

足以下性质:
1) 所有 V1 中的任务都在 V2 中的任务之前完

工;

图 1 满足引理 2 的最优调度

Fig. 1 Optimal scheduling satisfying Lemma 2

2) V2 中的任务按照 Johnson 规则进行处理;
3) 机器M1 不存在空闲时间;
4) 机器M2 至多只有一个空闲时间段, 若存在

则必在 V1 的最后一个任务和 V2 中的第一个任务之

间.
若 V1 中任务的两道工序之间允许插入其他任

务的工序, 记这样的 SHFS 问题为 ReSHFS. 下面
的引理说明 ReSHFS 并不会降低原问题的最优目标
值.
引理 3. ReSHFS 的最优目标值不会小于原问

题 SHFS 的最优目标值.
证明. 设 S 是ReSHFS关于给定 V1 和 V2 的一

个最优调度. 对任意的 Ji ∈ V1, 若 Ai 和 Bi 之间存

在其他工序,则将工序Bi 移到Ai 的后面, 而之间的
工序都按序往后移. 显然经过这样的调整后, 该调度
仍然可行, 并且最优目标值不会改变, 因此调整后的
调度还是 ReSHFS 的最优调度. 进一步, 调整后的
调度是 SHFS 的一个可行调度. 由此可得 ReSHFS
的最优目标值不会小于 SHFS 的最优目标值. ¤
由上面结论可以看出, SHFS 问题可以找到最

优调度, 使得在 V1 中任务的两道工序之间不存在其

他任务的工序, 因此, 可以说 ReSHFS 调度是 SHFS
的一个可行调度.
分别记 Cmax(S(H)) 和 Cmax(S∗) 为近似算法

H 的目标值和最优目标值. 下面的引理给出了最优
目标值的下界.

引理 4. 问题 SHFS 的最优目标值

Cmax(S∗) ≥ max

{
max
1≤i≤n

(ai + bi),
1
2

n∑
i=1

(ai + bi)

}

证明. 由于每个任务的处理时间为 ai + bi, 则第
一个式子显然成立. 又因为是两台机器加工, 因此最
优目标值至少为总处理时间的平均值, 即 Cmax(S∗)
≥ 1

2

∑n

i=1(ai + bi). ¤

2 近似算法

本节将给出问题 SHFS 的一个多项式时间近似
算法, 并证明其最坏情况界为 3/2. 进一步, 通过实
例计算可以发现, 该算法不仅在绝对性能比上进行
了改进, 而且在平均情况下, 目标值比原有的算法要
小近 20%.
在给出算法之前, 我们首先引入经典的两台机

平行机排序问题, 即 P2‖Cmax. 将问题 SHFS 的 n

个任务看成 P2‖Cmax 的 n 个任务, 任务 Jj 的处理

时间为第一道工序的时间 aj, 对这些任务应用 LS
算法[14] 进行调度, 记 Jr 是决定目标值的任务. 把与
Jr 在同一台机器上处理的任务 (Jr 除外) 的集合记
为 V

′
, 另一台机机器上的任务记为 V

′′
.



11期 蒋义伟等: 图形处理中一类 Flow-shop 问题的改进算法 1383

由引理 1 可知, 任务集一旦已经划分, 只需用
Johnson 规则便可得到给定划分的最优调度, 因此
解决 SHFS问题的关键在于集合的划分, 即任务的
处理模式的划分.
接下来, 我们给出下面四种划分 PSi, i = 1, 2,

3, 4.
1) PS1: V1 = V , V2 = ∅, 即所有任务都按模

式 1 处理;
2) PS2: V1 = ∅, V2 = V , 即所有任务都按模

式 2 处理;
3) PS3: V1 = V

′′ ∪{Jr}, V2 = V
′
, 即 V

′′
中的

任务和 Jr 按模式 1 处理, V
′
中的任务按模式 2 处

理;
4) PS4: V1 = V

′′
, V2 = V

′ ∪{Jr}, 即 V
′′
中的

任务按模式 1 处理, V
′
中的任务和 Jr 按模式 2 处

理.
根据上述划分, 给出多项式时间近似算法 H.
算法 H.
步骤 1. 将任务进行划分得到上述四种情况

PSi.
步骤 2. 对每一种划分 PSi, i = 1, 2, 3, 4.

步骤 2.1. 若 Ji ∈ V1, 记第一道工序处理时间
为 p1

i = 0, 第二道工序处理时间为 p2
i = ai + bi;

步骤 2.2. 若 Ji ∈ V2, 记第一道工序处理时间
为 p1

i = ai, 第二道工序处理时间为 p2
i = bi;

步骤 2.3. 按照 Johnson 规则进行两台机经典
的 Flow-shop 调度, 由此可得到相应的 SHFS 的调
度 S(PSi).
步骤 3. 输出上面四种调度的最小目标值作为

结果, 即 Cmax(S(H)) = min1≤i≤4 Cmax(S(PSi)).

2.1 最坏情况界分析

定理 1. Cmax(S(H))/Cmax(S∗) ≤ 3/2, 且界是

紧的.
证明. 设 S∗ 是问题 SHFS 的一个最优调度, 其

中按照模式 1 和模式 2 处理的任务集分别记为 V ∗
1

和 V ∗
2 . 下面根据最优目标值的大小分两种情况进行

讨论.
情况 1.

∑n

i=1 ai ≤ Cmax(S∗). 这里我们考虑前
两种调度 S(PS1) 和 S(PS2).

考虑第一种调度 S(PS1). 先根据 S∗ 构造
ReSHFS 的一个调度 S1: 所有 Ji ∈ V ∗

2 的工序

Ai (即原来在 M1 上的那些工序) 转到 M2 上从零

时刻开始处理, 而原来 S∗ 中在M2 处理的依次向后

移 (如图 2). 不难看出调度 S1 中任务的处理模式与

S(PS1) 是相同的, 即所有任务都是按照模式 2 进行
处理. 因 S1 是 S(PS1) 的一个 ReSHFS 调度, 根据
引理 3 可知, S(PS1) 的目标值不会大于 S1 的目标

值, 即
Cmax(S(PS1)) ≤ Cmax(S1) = Cmax(S∗) +

∑
Ji∈V ∗2

ai

(1)

图 2 由 S∗ 得到的一个调度 S1

Fig. 2 Schedule S1 from S∗

接下来考虑第二种调度 S(PS2). 同样先得到
S∗ 的一个 ReSHFS 调度 S2: 将所有 Ji ∈ V ∗

1 的工

序 Ai 放在M1 上从零时刻开始处理, 而原来在M1

的工序则在其后面接着处理, 即所有 Ji ∈ V ∗
2 的 Ai

按在 S∗ 中的顺序从时刻
∑

Ji∈V ∗1
ai 开始处理, 所有

Ji ∈ V 的工序 Bi 按照 S∗ 的顺序依次在M2 上从∑
Ji∈V ∗1

ai 时刻开始处理 (如图 3).

图 3 由 S∗ 得到的一个调度 S2

Fig. 3 Schedule S2 from S∗

显然, S2 是 S(PS2) 的一个 ReSHFS 调度, 因
此由引理 3 可得, S(PS2) 的目标值不大于 S2 的目

标值, 即

Cmax(S(PS2)) ≤ Cmax(S2) = Cmax(S∗) +
∑

Ji∈V ∗1

ai

(2)
由式 (1) 和式 (2), 可得

Cmax(S(PS1)) + Cmax(S(PS2)) ≤
2Cmax(S∗) +

∑
Ji∈V ∗2

ai +
∑

Ji∈V ∗1

ai =

2Cmax(S∗) +
n∑

i=1

ai

由情况 1 的条件可知,
∑n

i=1 ai ≤ Cmax(S∗), 故

Cmax(S(PS1)) + Cmax(S(PS2)) ≤ 3Cmax(S∗)

因此



1384 自 动 化 学 报 37卷

Cmax(S(H)) ≤
min{Cmax(S(PS1)), Cmax(S(PS2))} ≤ 3

2
Cmax(S∗)

情况 2.
∑n

i=1 ai > Cmax(S∗). 这里我们考虑后
两种调度 S(PS3) 和 S(PS4).

根据 LS 算法的规则不难得到
∑

Ji∈V ′

ai ≤
∑

Ji∈V ′′

ai ≤
∑

Ji∈V ′

ai + ar (3)

先考虑 S(PS3). 构造一个 S(PS3) 的 ReSHFS
调度 S3: 在 M1 上, 从时刻 ar 按任意顺序处理所

有 Ji ∈ V
′
的工序 Ai; 在M2 上, 先在零时刻处理

工序 Ar, 接着处理 Ji ∈ V
′′
的工序 Ai, 然后处理

所有的 Ji ∈ V 的工序 Bi (如图 4). 由式 (3) 可知,∑
Ji∈V ′ ai ≤

∑
Ji∈V ′′ ai, 因此在M2 上的处理过程

中不会产生空闲时间, 由此可得

Cmax(S3) = ar +
∑

Ji∈V ′′

ai +
∑
Ji∈V

bi

不难看出 S3 是 S(PS3) 的一个 ReSHFS 调度,
故由引理 3 可得

Cmax(S(PS3)) ≤ ar +
∑

Ji∈V ′′
ai +

∑
Ji∈V

bi (4)

图 4 S(PS3) 的一个 ReSHFS 调度 S3

Fig. 4 A ReSHFS schedule S3 from S(PS3)

接下来考虑 S(PS4). 同样先构造一个它的
ReSHFS 调度 S4: 在 M1 上, 先在 0 时刻开始处
理所有 Ji ∈ V

′
的工序 Ai, 接着处理 Ar; 在M2 上,

在 0 时刻开始处理所有 Ji ∈ V
′′
的工序 Ai, 接着

处理所有 Ji ∈ V \{Jr} 的工序 Bi, 最后尽可能早地
处理工序 Br, 根据情况有两种可能 (如图 5). 与上
面类似可知 S4 是 S(PS4) 的 ReSHFS 调度, 且有
Cmax(S(PS4)) ≤ Cmax(S4).
由图 5 (a) 和 5 (b) 不难看出

Cmax(S4) =
∑

Ji∈V ′′

ai +
∑
Ji∈V

bi

或

Cmax(S4) =
∑

Ji∈V ′

ai + ar + br

图 5 S(PS4) 的一个 ReSHFS 调度 S4

Fig. 5 A ReSHFS schedule S4 from S(PS4)

1) 若 Cmax(S4) =
∑

Ji∈V ′′ ai +
∑

Ji∈V bi, 由式
(3)、引理 4 和情况 2 的条件

∑n

i=1 ai > Cmax(S∗)
可知

Cmax(S(PS4)) ≤ Cmax(S4) =∑

Ji∈V ′′
ai +

∑
Ji∈V

bi ≤

1
2

∑
Ji∈V

ai +
∑
Ji∈V

bi =

∑
Ji∈V

(ai + bi)− 1
2

∑
Ji∈V

ai ≤
(

2− 1
2

)
Cmax(S∗) =

3
2
Cmax(S∗)

2) 若 Cmax(S4) =
∑

Ji∈V ′ ai + ar + br, 则

Cmax(S(PS4)) ≤
∑

Ji∈V ′
ai + ar + br (5)

由式 (4) 和式 (5), 可得

Cmax(S(PS3)) + Cmax(S(PS4)) ≤
ar +

∑

Ji∈V ′′

ai +
∑
Ji∈V

bi


 +


 ∑

Ji∈V ′

ai + ar + br


 =

∑
Ji∈V

(ai + bi) + ar + br

根据引理 4, 不难得出 Cmax(S(PS3)) +
Cmax(S(PS4)) ≤ 3Cmax(S∗), 即 Cmax(S(H)) ≤
min{Cmax(S(PS3)), Cmax(S(PS4))} ≤ 3

2
Cmax(S∗).

下面的例子说明 3/2 的界是紧的. 考虑三个任
务, 各工序的处理时间分别为: a1 = K, a2 = K, a3

= 2K; b1 = 1, b2 = 1, b3 = 1, 其中K ≥ 1.
最优调度 S∗: V1 = {J3}, V2 = {J1, J2}, 即工

序 (A1, A2) 依次在M1 上处理, 而 (A3, B3, B1, B2)
依次在M2 上处理. 此时最优目标值为 Cmax(S∗) =
2K + 3.
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表 1 Cmax(H) 与 Cmax(GL) 的结果比较

Table 1 Comparison of Cmax(H) and Cmax(GL)

不难计算, 算法 H 的四个调度的目标值分别为
4K + 3, 4K + 1, 3K + 3 和 3K + 1, 由此可得
Cmax(S(H)) = 3K + 1. 因此, 当K →∞ 时,

Cmax(H)
Cmax(S∗)

=
3K + 1
2K + 3

→ 3
2

¤
2.2 数值结果分析

我们随机挑选了 10个任务集,任务数在 15∼ 20
之间, 工序的处理时间随机的从 1 到 100 000 进行
选取. 记原有贪婪算法[12] 的目标值为 Cmax(GL),
算法 H 的目标值为 Cmax(H). 从表 1 的结果不难得
出, 平均情况看, Cmax(H) 值比 Cmax(GL) 的值要
小 20% 左右. 由此可见我们的算法无论从绝对性能
方面还是实际计算情况来看都大大地改进了原来的

算法.

3 结论

本文主要研究了一类图形处理中的混合 Flow-
shop 调度问题, 设计了一个多项式时间的改进算法,
主要思想是结合平行机调度问题的算法, 在任务处
理模式方面引入了四种划分方式并从中选取最好的

一种作为结果输出. 主要结论有: 该算法的最坏情况
界为 3/2, 改进了原有的 8/5 的界; 在实际例子的效
果方面, 本算法的目标值比原有的贪婪算法的结果

要小 20% 左右, 因此, 从绝对性能和实际效果都大
大改进了已有的结果.
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