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基于替代函数及贝叶斯框架的 1范数 ELM算法

韩 敏 1 李德才 1

摘 要 针对极端学习机 (Extreme learning machine, ELM) 算法的不适定问题和模型规模控制问题, 本文提出基于 1 范数

正则项的改进型 ELM 算法. 通过在二次损失函数基础上引入 1 范数正则项以控制模型规模, 改善 ELM 的泛化能力. 此外,

为简化 1 范数正则化方法的求解过程, 利用边际优化方法, 构建适当的替代函数, 以便于采用贝叶斯方法代替计算复杂的交叉

检验方法, 并实现正则化参数的自适应估计. 仿真结果表明, 本文所提算法能够有效简化模型结构, 并保持较高的预测精度.
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An Norm 1 Regularization Term ELM Algorithm Based on Surrogate

Function and Bayesian Framework

HAN Min1 LI De-Cai1

Abstract Focusing on the ill-posed problem and the model scale control of ELM (Extreme learning machine), this

paper proposes an improved ELM algorithm based on 1-norm regularization term. This is achieved by involving an 1-

norm regularization term into the original square cost function, and it can be used to control the model scale and enhance

the generalization capability. Furthermore, to simplify the solving process of the 1-norm regularization method, the bound

optimization algorithm is employed and a suitable surrogate function is established. Based on the surrogate function, the

Bayesian algorithm can be used to substitute the complicated cross validation method and estimate the regularization

parameter adaptively. Simulation results illustrate that the proposed method can effectively simplify the model structure,

while remaining acceptable prediction accurate.

Key words Norm 1 regularization, extreme learning machine (ELM), surrogate function, Bayesian method

传统的前馈神经网络大多采用基于梯度原理的

训练算法, 这些方法普遍存在训练效率低、学习能力
不强的问题[1−3]. 作为一种新型的网络结构, 极端学
习机 (Extreme learning machine, ELM) 具有传统
前馈神经网络所不具有的诸多优点[4]. 该算法对单
隐层神经网络的输入权值和隐层节点偏移量进行随

机赋值, 并且只通过一步计算即可解析地求出网络
的输出权值. ELM 能够极大地提高网络训练速度和
泛化能力, 近年来在许多研究领域都得到了广泛的
关注[5−6].
对于 ELM, 通常采用伪逆算法进行求解. 如果

网络的输出矩阵存在不适定问题, 奇异值的幅值分
布较为连续, 没有明显的跳跃, 并且最小奇异值非常
接近于零, 将会得到幅值很大的输出权值向量 www (很
容易达到 10E+6 的数量级), 从而易出现过拟合现
象, 影响 ELM 的建模和预测能力[7]. 另一方面, 在
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保证模型精度的前提下, 确定最优的模型规模是提
高网络泛化能力的有效方法之一. 相对于传统的前
馈网络, 由于 ELM 采用较高维数的网络结构, 如
何有效控制其模型规模显得尤为重要. 在 ELM 中,
隐层节点数是唯一需要人为确定的参数, 然而对于
如何选择最优的隐层节点, 目前仍未见有效的方法.
Huang 等[8−9] 尝试采用增量式算法自适应选择网络

的隐层节点, 在每一次迭代过程中随机生成增加的
隐层节点, 并调整其所对应的输出权值. 这种方法虽
实现简单, 但最终确定的网络结构往往规模庞大, 在
取得相同测试精度的条件下, 所需的隐层节点数要
远远多于通过交叉检验方法所确定的节点.
为提高 ELM算法的性能,可以考虑引入正则化

方法, 以解决输出矩阵的不适定问题. 其借助正则项
消除原线性回归方法中出现的病态问题, 抑制较大
输出权值的产生, 提高 ELM 的建模和预测能力[10].
其中 1 范数正则化方法是一种常用的惩罚算法, 通
过选择适当的正则项系数可以有效控制模型部分无

关节点的输出权值趋近于零, 从而达到简化模型结
构的目的. 然而, 由于 1 范数正则项在原点处不可
微, 使算法求解过程变得复杂, 而且, 正则化系数也
需要通过交叉检验或 Bootstrap 方法确定, 计算量
较大.
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针对上述问题, 本文提出基于替代函数及贝叶
斯框架的 1 范数 ELM 算法 (以下简称为N1-ELM).
借以简化 1 范数 ELM 算法的求解过程, 提高 ELM
学习方法的效率和预测性能. 其基本思想为: 在二次
损失函数基础上引入 1 范数正则项, 替代原有线性
回归方法. 并利用边际最优方法, 选择适当的替代函
数代替包含 1 范数正则项的损失函数, 使其便于求
解. 在此基础上, 通过对损失函数进行等价变换, 并
采用贝叶斯方法对正则化参数进行自适应估计. 在
此过程中, 由于正则项的抑制作用, 部分对网络影响
较小的权值将逐渐趋近于零, 从而实现对 ELM 隐

层节点的自适应选择.

1 基于 1范数正则化的极端学习机

以单输出的 ELM 网络为例, 对于任意 N 个不
同的训练样本 (xxxi, ti), 其中 xxxi = [x1i, x2i, · · · , xni],
如果网络的隐层节点数为 L, 激活函数为 g(x ), 则相
应 ELM 的数学模型可以表示为

L∑
j=1

wjg
(
w̃wwT

j xxxi + bj

)
= ti, i = 1, · · · , N (1)

其中, w̃wwj = [w̃j1, w̃j2, · · · , w̃jn]T 为输入节点同第 j
个隐含层节点之间的连接权值, wj 为第 j 个隐层节
点同输出节点的权值, bj 是第 j 个隐含层节点的阈
值. 其中 w̃wwj 和 bj 随机生成, 且在训练过程中保持不
变. 因此, 输出权值www 为 ELM 中唯一需要确定的参
数. 对式 (1) 中的 N 个方程式进行整理, 可得

Φwww = ttt (2)

其中,

Φ (w̃ww1, · · · , w̃wwL, b1, · · · , bL,xxx1, · · · ,xxxN) =


g(w̃wwT
1 xxx1 + b1) · · · g(w̃wwT

Lxxx1 + bL)
...

. . .
...

g(w̃wwT
1 xxxN + b1) · · · g(w̃wwT

LxxxN + bL)




N×L

(3)

www =




wT
1

...
wT

L




L×1

ttt =




tT1
...

tTN




N×1

(4)

通常可以采用伪逆算法计算输出权值, 即

www = Φ†ttt (5)

伪逆方法实现简单, 使 ELM 在计算效率方面

较常规的前馈神经网络具有较明显的优势. 然而, 如
果网络的输出矩阵 Φ 存在不适定问题, 则易导致较

大幅值的输出权值出现以及过拟合现象发生, 影响
网络的泛化能力.
根据传统神经网络的建模方法, 在目标函数中

引入正则项可以有效防止过拟合现象的发生. 相应
的目标函数 L(www) 可以表示为

L (www) = ED (www) + λEW (www) (6)

其中 λ 为正则项系数, 控制着误差项 ED(www) 和正则
化项 EW (www) 的相对重要程度. 通常, 误差项 ED(www)
表示为

ED (www) =
1
2
||ttt− Φwww||2 (7)

正则项根据需要处理的问题不同, 通常可分别
选择 1 范数正则化方法或 2 范数正则化方法. 其中
1 范数正则化方法, 又称为 LASSO, 是一种较为常
用的正则化方法:

EW (www) =
1
2
||www||1 (8)

如果正则项系数 λ 足够大, 1 范数正则化方法
可以有效控制模型部分无关节点的输出权值趋近于

零, 从而达到简化模型结构的目的[11].
因此, 同时考虑输出矩阵的不适定性和模型复

杂度控制两方面的问题, 本文采用 1 范数正则化方
法尝试对原 ELM 算法进行优化.

2 基于替代函数的模型转化

对于 1 范数正则化方法, 由于绝对值的存在, 通
常难以得到其解析解, 为解决此问题可以引入边际
优化方法[12], 通过选择适当的替代函数, 将其转化
为易于求解的形式.
根据边际优化方法, 最大化目标函数 L(www) 可以

等价于迭代最大化相应的替代函数 Q, 即

ŵww(t+1) = arg max
www

Q
(
www|ŵww(t)

)
(9)

如果替代函数满足: L (www)−Q
(
www|ŵww(t)

)
在www =

ŵww(t)
处取得最小值, 则可保证目标函数 L(www) 在整个

迭代过程中单调递增.
为构造合适的替代函数, 首先考虑 1 范数正则

项的下边界:

−||www||1 ≥ −1
2

(∑
i

w2
i

|ŵi| +
∑

i

|ŵi|
)

(10)

其中, 当且仅当www = ŵww 时, 不等式左右两边相等.

L (www) = −ED (www)−||www||1 ≥
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−ED (www)− 1
2

(∑
i

w2
i

|ŵi| +
∑

i

|ŵi|
)

(11)

令不等式右端项为 Q (www|ŵww), 有

L (www)−Q (www|ŵww) ≥ 0 (12)

其中, 当且仅当www = ŵww 时, 不等式左右两边相等. 因
此, Q (www|ŵww) 满足替代函数条件, 可以通过最大化替
代函数等价得到原目标函数的最优解. 鉴于此, 舍弃
Q (www|ŵww) 中与输出权值 www 无关的项, 得到替代函数
形式为

Q
(
www|ŵww(t)

)
= −1

2

N∑
n=1

||ttt− Φwww||2 − λ

2
wwwTΛ(t)www

(13)
其中

Λ(t) = diag
{
|ŵ(t)

1 |−1, |ŵ(t)
2 |−1, · · · , |ŵ(t)

L |−1
}

(14)

对比 L 和 Q 可以看出, 替代函数 Q 等价于 2
范数正则化问题, 相比于原目标函数 L 的 1 范数正
则项更易求解. 本文中将采用贝叶斯方法实现对模
型输出权值www 的自适应估计.

另一方面, 最大化原目标函数 L 等价于迭代优

化替代函数 Q, 且在迭代过程中 Q (www|ŵww) 将保持单
调递增. 此外, 由于式 (13) 为凹函数, 必存在唯一极
值. 因此, 在迭代过程中, 输出权值向量 ŵww(t+1)

的初

值 ŵww(0)
可以随机选取.

3 贝叶斯框架下的 1范数正则项求解方法

3.1 等价变换

如前所述, 正则化方法能够有效解决输出矩阵
的不适定问题, 改善模型求解的性质. 其中正则化参
数控制着模型拟合精度和结构复杂度的相对重要性,
因此, 正则化参数的正确选择在一定意义上决定着
正则化方法的有效性.
对于正则化系数, 通常需要通过交叉检验或者

Bootstrap 方法确定, 计算量较大. 贝叶斯方法是一
种基于统计理论的有效参数估计方法, 其在证据框
架下, 通过最大化目标似然函数实现模型参数的自
适应估计. 然而, 对于 1 范数正则项下的目标函数,
直接采用贝叶斯方法进行求解比较困难. 从式 (13)
中可以看出, 通过替代函数的作用, 可以将 1 范数
正则项转化为易于求解的 2 范数形式. 由边际最优
理论可知, 对替代函数的优化问题等价于对原始目
标函数的优化, 因此, 可以利用贝叶斯方法求解式
(13), 进而自适应确定正则化参数 λ 以及对应的输

出权值www.

为采用贝叶斯方法对式 (13) 进行求解, 需要首
先进行如下变换. 令

Λ′ =
(
Λ(t)

) 1
2 (15)

式 (13) 可以等价表示为

Q
(
www|ŵww(t)

)
=

− 1
2

N∑
n=1

||ttt− ΦΛ′−1Λ′www||2 − λ

2
wwwTΛ′Λ′www

(16)

再令

www′ = Λ′www (17)

Φ′ = ΦΛ′−1 (18)

将式 (17) 和式 (18) 代入式 (16), 可得

Q
(
www′|www(t)

)
= −1

2

N∑
n=1

||ttt− Φ′www′||2− λ

2
www′Twww′ (19)

对于式 (19), 可根据训练样本, 由贝叶斯方法迭
代估计输出权值www 以及正则化参数 λ.

3.2 参数求解

假设模型输出 ttt 由某种包含零均值高斯噪声的

函数产生, 且各数据满足独立同分布, 则其先验分布
可以定义为

p (ttt|www′, β) =
(

β

2π

)N
2

exp
{
−β

2
||ttt− Φ′www′||2

}

(20)
对于网络的输出权值 www′, 在没有先验知识的情

况下, 可以假设 p (www′) 服从指数型分布, 而其中最为
常见的是高斯分布, 因此可以定义输出权值的先验
分布为

p (www′|α) =
( α

2π

)L
2

exp
{
−α

2
www′Twww′

}
(21)

其中, α 和 β 为超参数, 控制对应分布的方差.
对于输出权值www′, 其后验概率可以表示为

p (www′|ttt) =
p (ttt|www′, β) p (www′|α)

p (ttt)
(22)

其中, p (ttt) =
∫

p (ttt|www′, β) p (www′|α)dwww′

将式 (20) 和式 (21) 代入式 (22), 可得

p (www′|ttt) =
1

ZL

exp (−M (www′)) (23)

其中

M (www′) =
β

2
||ttt− Φ′www′||2 +

α

2
www′Twww′ (24)
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ZL =
∫

exp {−M (www′)}dwww′ (25)

对式 (23) 取对数, 可得 p(www|ttt) 的对数似然函数为

ln p (www′|ttt) = −β

2
||ttt− Φ′www′||2 − α

2
www′Twww′ + const

(26)
固定参数 α 和 β, 最大化 ln p (www′|ttt) 可得到输出权
值www′ 为

www′ = β
(
αIII + βΦ′TΦ′

)−1
Φ′Tttt (27)

比较式 (19) 和式 (26) 可知, 最大化似然函数 (26)
等价于最大化相应的替代函数 Q

(
www′|ŵww′(t)

)
, 如式

(19) 所示, 其中 λ=α/β. 因此, 原目标函数中权值
向量www 的最优解可以表示为

ŵww(t+1) = (Λ′)−1
www′ (28)

对于参数 α 和 β, 可以根据证据函数方法确定.
通过对输出权值www 积分, 可得 p (ttt|α, β) 的边际似然
函数为

p (ttt|α, β) =
∫

p (ttt|www′, β)p (www′|α) dwww′ (29)

代入式 (20) 和式 (21), 进而可以得到边际似然
函数 p (ttt|α, β) 的对数表达式为

ln p (ttt|α, β) =
L

2
lnα +

N

2
lnβ − β

2
||ttt− Φ′www′||2−

α

2
www′Twww′ − 1

2
ln |AAA| − N

2
ln (2π)

(30)
其中

AAA = αIII + βΦ′TΦ′ (31)

令对数似然函数最大化, 可以得到参数 α 和 β 的估

计式分别为

α =
γ

www′Twww′ (32)

β =
N − γ

||ttt− Φ′www′||2 (33)

其中,

γ =
L∑

i=1

λi

α + λi

(34)

λ 为矩阵 βΦ′TΦ′ 的特征值. 由于式 (32) 和式 (33)
分别为参数 α 和 β 的隐式解, 需要利用迭代方式进
行求解. 即随机给出 α 和 β 的一组初始值, 根据式
(27) 和式 (34) 分别得到变量 www′ 和 γ. 再由式 (32)
和式 (33) 计算 βΦ′TΦ′ 的修正值, 如此反复迭代, 直
至参数 βΦ′TΦ′ 收敛为止. 而在每一次迭代过程中,

变量www′ 和 γ 的估计式中所对应的超参数 βΦ′TΦ′ 均
为前一次迭代结束时所得到的估计值.
如果定义变量 k 表示迭代次数, 而 αk, βk 和

αk−1, βk−1 分别为第 k 次和 k − 1 次迭代过程中超
参数 α 和 β 的估计值, 则前述 α 和 β 的计算过程可

以具体表示为:
步骤 1. 令 k = 1, 并随机给出超参数 α 和 β 的

一组初始值 β0 和 β0;
步骤 2. 根据式 (27) 和式 (34) 分别计算变量

www′ 和 λ 的估计值;
步骤 3. 由式 (32) 和式 (33) 对超参数 α 和 β

的取值进行更新;
步骤 4. 若达到最大迭代次数或者超参数 α 和

β 收敛, 则停止迭代操作, 否则 k = k + 1, 转到步骤
2, 并进入下一次迭代过程.

3.3 N1-ELM方法的实现步骤

综上所述, 基于替代函数和贝叶斯框架的改进
型极端学习机的实现步骤可以表示如下:

步骤 1. 根据式 (10)∼ (13), 将原目标函数 L
转化为替代函数 Q. 令 t = 0, 随机选取模型输出权
值www 在迭代过程中的初始值 ŵww(t), 相应有:

Λ(t) = diag
{
|ŵ(t)

1 |, |ŵ(t)
2 |, · · · , |ŵ(t)

L |
}

(35)

步骤 2. 由式 (15)∼ (18), 将替代函数 Q 等价
变换为标准的 2 范数正则化问题, 如式 (19) 所示.

步骤 3. 采用贝叶斯方法优化替代函数, 并初始
化参数 α 和 β.
步骤 4. 分别根据式 (27) 和式 (34) 计算变量

www′ 及 γ.
步骤 5. 由式 (32) 和式 (33) 更新参数 α 和 β,

重复步骤 4 和 5, 至 α 和 β 收敛 (如参数 α 和 β 的

变化量小于某一给定阈值或达到最大迭代次数).
步骤 6. 由式 (28) 和式 (14) 更新模型输出权

值向量 ŵww(t+1)
、对角阵 Λ(t+1) 及其对应的替代函数,

t = t + 1. 如果输出权值向量 www 收敛 (如 www 的变化

量小于某一给定阈值或达到最大迭代次数), 转至步
骤 7, 否则转至步骤 3.
步骤 7. 如果 www′(t+1)

i , i = 1, 2, · · · , L, 小于某
一给定阈值如 10E−3, 则认为对应的节点对模型贡
献较小, 可以将其移除.

4 仿真实例

4.1 SinC函数

采用改进的极端学习机方法拟合如下方程:

y(x) =





sin(x)
x

, x 6= 0

1, x = 0
(36)
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其中, 输入变量 x 服从 (−10, 10) 的均匀分布. 由式
(36) 采集 400 组样本, 前 200 组样本用于训练, 后
200 组样本用于模型检验. 为体现实验条件的真实
性, 在训练样本上叠加均值为 0、标准差为 0.2 的高
斯噪声.

初始选择隐层节点数为 50, 根据第 3.3 节中步
骤 1∼ 6 对 ELM 网络进行训练, 经过 25 次迭代之
后输出权值 www 收敛, 图 1 为对 SinC 函数的逼近效
果, 相应各输出权值的分布情况如图 2 所示. 从图
2 中可以看出, 由于 1 范数正则项的作用, 大部分输
出权值接近于零, 如果以 10E−3 作为阈值, 则最终
有效的隐层节点个数为 24, 在保证模型精度的条件
下, 有效简化了 ELM 网络的结构. 此外, 正则项的
存在改善了输出矩阵的自身特性, 有效抑制了较大
输出权值的出现, 提高了网络的建模和预测能力. 在
隐层节点数同为 50 的情况下, ELM 算法及本文所
提 N1-ELM 算法的性能比较结果如表 1 所示.

图 1 N1-ELM 算法对 SinC 函数的逼近结果

Fig. 1 Approximation result of N1-ELM to SinC function

图 2 N1-ELM 算法中各输出权值的分布情况

Fig. 2 Distribution of output weights of N1-ELM

为进一步验证所提算法的有效性, 分别对文献
[4] 所采用的 ELM 算法、BP 算法以及支持向量
回归 (Support vector regression, SVR) 进行仿真,

并分别从训练时间、训练误差 (Mean square error,
MSE)、测试误差以及模型规模等方面进行比较. 其
中每组实验进行 50 次, 最终结果为 50 次实验的平
均值, 相应的仿真结果如表 2 所示.

表 1 ELM 算法同 N1-ELM 算法的比较结果

Table 1 Comparison of ELM and N1-ELM

方法 ||www||2 训练误差 测试误差

ELM 2.94 × 106 0.1148 0.0106

N1-ELM 6.48 × 102 0.0996 0.0057

表 2 ELM, BP 及 SVR 算法同 N1-ELM 算法的比较结果

Table 2 Comparison of ELM, BP, SVR, and N1-ELM

方法 时间 训练误差 测试误差 模型规模

ELM 0.125 0.1148 (0.0037) 0.0097 (0.0028) 20

BP 21.26 0.1196 (0.0042) 0.0159 (0.0041) 20

SVR 1 273.4 0.1149 (0.0007) 0.0130 (0.0012) 2 499.9

N1-ELM 2.5031 0.0994 (0.0010) 0.0059 (0.0011) 25.65

从表 2 中可以看出, 由于正则化方法消除了原
线性回归中的病态问题, 因此, 较 ELM 算法, 本文
提出的 N1-ELM 算法在泛化能力上具有明显提升.
同其他三种方法相比较, N1-ELM 算法具有更小的

训练和测试误差, 且结果更为稳定. 在模型规模方
面, 虽然 N1-ELM 算法初始化隐层节点数为 50, 但
在 1 范数正则项的作用下, 模型最终包含的隐层节
点个数平均为 25.65, 接近于 ELM 算法通过交叉检
验确定的最优隐层节点数, 从而说明本文所提方法
在提升网络性能的同时, 能够有效简化模型结构. 在
训练时间上, 同 BP 算法及 SVR 相比, N1-ELM 算
法具有较为明显的优势.
虽然较 ELM, N1-ELM 算法更为耗时, 但模

型具有更好的泛化效果, 而且由于模型规模可通过
贝叶斯方法自适应确定, 无需引入计算量较大的
Bootstrap 或交叉检验方法进行确定, 因此, 在计算
效率方面仍具有一定的竞争力.

4.2 标杆数据

为验证所提 N1-ELM 算法的有效性, 分别与
EI-ELM[8] 及 I-ELM[9] 两种 ELM 的改进算法进行
比较, 两者采用增量式方法选择 ELM 网络的隐层

节点. 为保证比较结果的可靠性, 选择 11 组标杆数
据作为仿真对象, 其具体描述如表 3 所示.

根据文献 [8],将输入数据归一化到区间 [−1, 1],
相应的输出数据归一化至区间 [0, 1]. 在三种方法
中, ELM 网络均选择 Sigmoid 函数作为激活函数.
每组实验进行 20 次, 最终结果为 20 次实验的平均
值. 每组实验中, 训练样本和测试样本根据表 3 随机
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划分, 测试误差采用均方根误差 (Root mean square
error, RMSE) 进行度量.

表 3 各组标杆数据的具体描述

Table 3 Detail description of the datasets

数据集 训练样本数 测试样本数 输入特征数

Abalone 2 000 2 177 8

Ailerons 7 154 6 596 39

Bank 4 500 3 691 8

California 8 000 12 640 8

Computer activity 4 000 4 192 12

Census (8 L) 10 000 12 784 8

Delta ailerons 3 000 4 129 5

Delta elevators 4 000 5 517 6

Kinematics 4 000 4 129 8

Puma 4 500 3 692 8

Pyrim 80 87 4

表 4 EI-ELM 及 N1-ELM 算法在标杆各数据上的

比较结果

Table 4 Comparison of EI-ELM and N1-ELM

数据集 EI-ELM (k = 20) N1-ELM

测试误差 训练时间 测试误差 训练时间

(标准差) (s) (标准差) (s)

Abalone 0.0876 1.5785 0.0770 1.1594

(0.0015) (0.0014)

Ailerons 0.0571 6.2519 0.0461 3.0484

(0.0022) (0.0006)

Bank 0.0896 3.1058 0.0504 1.7344

(0.0036) (0.0020)

California 0.1548 4.9486 0.1333 3.4063

(0.0033) (0.0020)

Computer activity 0.0991 2.3311 0.0463 1.8125

(0.0036) (0.0046)

Census (8 L) 0.0865 6.1100 0.0705 4.2962

(0.0011) (0.0020)

Delta ailerons 0.0467 1.4570 0.0390 1.8938

(0.0042) (0.0008)

Delta elevators 0.0586 2.5385 0.0534 2.5562

(0.0038) (0.0004)

Kinematics 0.1416 2.9017 0.1266 1.5516

(0.0019) (0.0029)

Puma 0.1827 2.7264 0.1790 2.6102

(0.0017) (0.0020)

Pyrim 0.1300 0.1533 0.1293 0.1383

(0.0405) (0.0271)

表 4 和表 5 分别比较了 EI-ELM, I-ELM 以及
N1-ELM 三种算法在 11 组标杆数据上的仿真结果.
根据文献 [8] 的建议, 在 EI-ELM 算法中, 每次迭代
所参考的候选节点个数 k 选为 20, 相应各算法对应
的模型规模如表 6 所示.

表 5 I-ELM 及 N1-ELM 算法在标杆各数据上的比较结果

Table 5 Comparison of I-ELM and N1-ELM

数据集 I-ELM N1-ELM

测试误差 训练时间 测试误差 训练时间

(标准差) (s) (标准差) (s)

Abalone 0.0876 0.7695 0.0770 1.1594

(0.0033) (0.0014)

Ailerons 0.0824 1.8810 0.0461 3.0484

(0.0232) (0.0006)

Bank 0.0757 0.7914 0.0504 1.7344

(0.0032) (0.0020)

California 0.1543 1.5665 0.1333 3.4063

(0.0019) (0.0020)

Computer activity 0.1057 0.7185 0.0463 1.8125

(0.0078) (0.0046)

Census (8 L) 0.0871 2.1199 0.0705 4.2962

(0.0018) (0.0020)

Delta ailerons 0.0468 0.6340 0.0390 1.8938

(0.0052) (0.0008)

Delta elevators 0.0640 0.6516 0.0534 2.5562

(0.0055) (0.0004)

Kinematics 0.1406 0.7117 0.1266 1.5516

(0.0014) (0.0029)

Puma 0.1856 0.7983 0.1790 2.6102

(0.0039) (0.0020)

Pyrim 0.1712 0.0810 0.1293 0.1383

(0.0626) (0.0271)

从表 4 和表 5 中可以看出, 与 EI-ELM 及 I-
ELM 算法相比, 本文所提 N1-ELM 算法有效提升

了 ELM 算法的性能, 具有较好的泛化能力. 另一
方面, 为得到相近的预测精度, EI-ELM 及 I-ELM
算法所需网络隐层节点数要明显多于 N1-ELM 算

法. 以 Delta elevators 数据为例, 虽然 N1-ELM 算
法平均采用 20.25 个隐层节点构建网络模型, 但其
测试误差却要低于 EI-ELM 及 I-ELM 算法分别为

50 和 500 个隐层节点时所对应的模型结构. 因此,
本文所提方法能够在保证测试精度的基础上, 有效
简化模型结构. 在训练时间方面, N1-ELM 算法同

EI-ELM 算法相近, 而略高于 I-ELM 算法, 其运算
时间主要消耗在模型规模的简化, 即输出权值向量
www 的迭代估计上. 但若仅考虑预测精度, 在训练时
间上, N1-ELM 算法同 I-ELM 算法仍具有可比性.
以 Abalone 数据为例, 当输出权值向量www 的迭代次

数由 15 减为 3 时, 相应的模型隐层节点数由均值
33.45 提高到 43.7, 测试误差为 0.0772, 几乎保持不
变, 但训练时间由 1.1594 s 减低到 0.7406 s, 接近于
I-ELM 算法.
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表 6 EI-ELM, I-ELM 及 N1-ELM 在模型规模

上的比较结果

Table 6 Comparison of EI-ELM, I-ELM, and N1-ELM

on model scale

数据集 EI-ELM (k = 20) I-ELM N1-ELM

模型规模 模型规模 模型规模

Abalone 50 500 33.45

Ailerons 50 500 45.20

Bank 50 500 49.45

California 50 500 49.95

Computer activity 50 500 49.90

Census (8 L) 50 500 50.00

Delta ailerons 50 500 39.95

Delta elevators 50 500 20.25

Kinematics 50 500 48.95

Puma 50 500 39.60

Pyrim 50 500 18.05

5 结论

针对 ELM 算法的不适定性问题和模型规模控

制问题, 本文提出基于 1 范数正则化的改进型 ELM
算法, 并通过 SinC 函数及 11 组标杆数据验证了所
提方法的有效性. 仿真结果表明, 1 范数正则项的引
入有效抑制了较大输出权值的出现以及过拟合现象

的发生, 并在保持较高预测精度的同时, 能够有效简
化模型结构. 另一方面, 通过边际优化方法, 可以简
化 1 范数正则项的求解形式, 使贝叶斯方法能够应
用于对模型参数的自适应估计, 从而避免了计算量
较大的 Bootstrap 或交叉检验过程.
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