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机器人系统非线性分散重复学习轨迹跟踪控制

田慧慧 1 苏玉鑫 1

摘 要 采用一类具有 “小误差放大、大误差饱和” 功能的非线性饱和函数来改进传统重复学习控制 (Repetitive control,

RC) 机器人系统动力学控制, 形成一类新的非线性分散重复学习控制 (Nonlinear decentralized repetitive control, NRC), 使

得在不增加驱动力矩的条件下获得了更快的响应速度和更高的轨迹跟踪精度. 应用 Lyapunov 直接稳定性理论和 LaSalle 不

变性原理证明了闭环系统的全局渐近稳定性. 三自由度机器人系统数值仿真结果表明了所提出的非线性分散重复学习控制具

有良好的控制品质.
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Nonlinear Decentralized Repetitive Control for Global

Asymptotic Tracking of Robot Manipulators

TIAN Hui-Hui1 SU Yu-Xin1

Abstract A new kind of nonlinear decentralized repetitive control (NRC) for robot manipulators is proposed to give

faster response and higher tracking precision over the commonly used repetitive control (RC) without increased torque.

The proposed NRC is formulated with a class of nonlinear saturated functions with the characteristics of “enlargement

of small error and saturated in large error”. The global asymptotic stability of the resulting closed-loop system is proved

by the Lyapunov′s direct method and LaSalle invariance principle. The simulation results on a three degree-of-freedom

robot illustrate the effectiveness and improved performance of the proposed controller.

Key words Robot control, tracking control, repetitive control (RC), decentralized control, global asymptotic stability

机器人系统是一个典型的高度非线性、强耦合

的动力学系统, 其高精度控制问题一直是工业自动
化领域研究的热点. 随着工业自动化水平和对运动
精度要求的不断提高, 机器人系统的高精度控制得
到了快速发展[1−2]. 同时, 机器人系统经常会执行具
有重复性质的任务, 需要跟踪周期性参考输入或抑
制周期性扰动 (例如: 执行诸如搬运、装配、喷涂等
重复操作的工业机器人). 重复学习控制是 20 世纪
80 年代提出的一种源于内模原理[3], 能够精确跟踪
周期性参考输入和抑制周期性扰动的控制方案. 该
方案的实现不需要精确已知系统动力学模型.

鉴于机器人系统周期性运动的特点以及重复学

习控制特有的性质, 作为机器人系统高精度运动的
有效控制策略, 重复学习控制近年来受到越来越多
学者的关注[4−7]. Kasac 等[4] 提出的一类基于无源

性设计的重复学习控制策略, 保证了闭环系统对模
型不确定性和外扰的鲁棒性, 并且获得了较快的收
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敛速度. 文献 [5−6] 将自适应技术引入传统的重复
学习控制, 形成了一类混合学习控制方案, 具有更强
的学习能力, 获得了更好的跟踪效果. Liu 等[7] 提出

的基于滑模的重复学习控制器较之于传统的学习控

制具有更强的鲁棒性.
虽然上述重复学习控制都取得了不错的效果,

但有一点不足的是控制器采取集中控制方式. 众所
周知: 由于非线性机器人系统各关节的高度耦合, 使
得我们不能将整个机器人系统分解为一些其状态和

输入转矩都独立的子系统, 所以机器人系统的分散
控制不易实现[8−11]. 因此大多数重复学习控制器采
取集中控制方式, 这种耦合控制器结构十分复杂且
难于工程实现.
本文提出了一种简单易行的非线性机器人系统

非线性分散重复学习控制策略. 相比于上述的重复
学习控制, 本文的控制器具有分散的结构形式, 易于
实现并有很高的容错性和可靠性. 另外, 本文提出的
控制算法显著提高了系统的控制品质, 使得机器人
系统具有更快的响应速度、更高的轨迹跟踪精度以

及更强的鲁棒性, 并能最大限度地克服驱动器饱和
带来的潜在影响.

1 机器人系统动力学模型与特性

含 n 自由度旋转关节的非线性机器人系统的动
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力学模型可描述为[2]

M(qqq)q̈qq + C(qqq, q̇qq)q̇qq + ggg(qqq) = uuu (1)

其中, qqq, q̇qq, q̈qq ∈ Rn 分别为关节位置、速度和加速度

向量; M(qqq) ∈ Rn×n 为对称正定惯性矩阵; C(qqq, q̇qq)
∈ Rn×n 为哥氏力和离心力矩阵; ggg(qqq) ∈ Rn 为重力

向量; uuu ∈ Rn 为控制力矩向量.
非线性机器人系统 (1)通常具有如下结构特性:
特性 1[2, 4, 12−13].惯性矩阵M(qqq)对称正定, 即

λm(M) ‖q̇qq‖2 ≤ q̇qqTM(qqq)q̇qq ≤ λM(M) ‖q̇qq‖2 (2)

其中, λM(·)和 λm(·)分别表示对称正定矩阵的最大
和最小特征值, ‖ · ‖表示标准的欧几里德范数.
特性 2[4, 12−13]. Ṁ(qqq)− 2C(qqq, q̇qq)为反对称矩阵,

即

ξξξT(Ṁ(qqq)− 2C(qqq, q̇qq))ξξξ = 0, ∀qqq, q̇qq, ξξξ ∈ Rn (3)

特性 3[13].哥氏力和离心力矩阵 C(qqq, q̇qq) 满足如
下关系:

C(qqq, ξξξ)υυυ = C(qqq,υυυ)ξξξ, ∀qqq, ξξξ,υυυ ∈ Rn (4)

‖C(qqq, q̇qq)‖ ≤ ζc1‖q̇qq‖, ∀qqq, q̇qq ∈ Rn (5)

其中, ζc1 为正常数.
为了后续分析的方便,首先定义向量TanhTanhTanh(·) ∈

Rn 和正定对角矩阵 Sech(·) ∈ Rn×n 为

TanhTanhTanh(ξξξ) = [tanh(ξ1), · · · , tanh(ξn)]T (6)

Sech(ξξξ) = diag{sech(ξ1), · · · , sech(ξn)} (7)

其中, ξξξ = [ξ1, · · · , ξn]T ∈ Rn, diag{·}表示对角矩
阵, tanh(·), sech(·) ∈ R分别为双曲正切和正割函
数.根据式 (7), 我们可以得到

λM(Sech2(ξξξ)) = 1 (8)

特性 4[13].对于任意的 ξξξ,υυυ ∈ Rn, 存在正的常
数 ζm, ζg 和 ζc2, 使得下式成立:

‖M(ξξξ)−M(υυυ)‖ ≤ ζm ‖TanhTanhTanh(ξξξ − υυυ)‖
‖ggg(ξξξ)− ggg(υυυ)‖ ≤ ζg ‖TanhTanhTanh(ξξξ − υυυ)‖ (9)

‖C(ξξξ, q̇qq)− C(υυυ, q̇qq)‖ ≤ ζc2 ‖q̇qq‖ ‖TanhTanhTanh(ξξξ − υυυ)‖
周期为 T 的 C2 光滑的连续参考输入 qqqd(t) 可

以表示为如下傅里叶级数形式[4]:

qqqd(t) = aaa0 +
N̄∑

k=1

[aaak cos(kωt) + bbbk sin(kωt)] (10)

其中, ω = (2π/T ) 为基频, N̄ 为谐波分量的项数,
aaa0, aaak 和 bbbk 分别为已知常向量.

对于 C2 光滑的连续期望轨迹 qqqd(t), 若定义关
节位置和速度误差 q̃qq(t), ˙̃qqq(t) ∈ Rn 分别为

q̃qq = qqq − qqqd, ˙̃qqq = q̇qq − q̇qqd (11)

则本文要解决的问题可描述为: 设计非线性分散重
复学习控制律 uuu, 使得对于任意初值 (q̃qq(0), ˙̃qqq(0)), 当
t → ∞时, 使得 q̃qq(t) → 0和 ˙̃qqq(t) → 0.

2 控制器设计

2.1 非线性分散重复学习控制律

为了后续设计和分析的方便, 首先提出如下一
类近似势能函数[12]:

S(x) =





| x |α+1

α + 1
+

(α−1)δα+1

2(α+1)
, δ < | x | < β

δα−1x2

2
, | x | ≤ δ

βα | x |+(α−1)δα+1−2αβα+1

2(α + 1)
, | x | ≥ β

(12)
其中, α, δ ∈ (0, 1], β > δ为设计参数.
将式 (12)对 x求导, 可得到如下所示的一类非

线性饱和函数:

s(x) =





| x |α sgn(x), δ < | x | < β

δα−1x, | x | ≤ δ

βαsgn(x), | x | ≥ β

(13)

其中, sgn(·)为标准的符号函数.
对于式 (12) 和 (13) 所示的 S(x) 和 s(x) 非线

性函数, 有如下的引理:
引理 1.函数 S(x)和 s(x)有如下性质:
1) S(x)连续二次可微, 若 x 6= 0, 则 S(x) > 0;

若 x = 0, 则 S(x) = 0和 s(x) = 0.
2) 对于 x 6= 0, 存在正常数 κ > 0, 使得下式成

立:
S(x) ≥ κs2(x) > 0 (14)

3) 对于任意的 x 有下式成立:

|s(x)| ≥ |tanh(x)| (15)

证明.通过简单的运算即可证明上述性质. ¤
应用式 (13)所示的非线性函数, 提出如下的非

线性分散重复学习控制律:

ui = −kpis(q̃i)− kdi
˙̃qi − kiiz0i −

N∑
k=1

qkiżki (16)

z̈ki + k2ω2zki = qkiż0i, k = 1, · · · , N (17)

ż0i = ˙̃qi + a tanh(q̃i) (18)
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其中, ui 为第 i关节的控制输入, kpi 与 kdi 分别为

恒定的正的比例和微分增益, kii 与 qki 为恒定正的

重复学习控制增益, q̃i 和 ˙̃qi 分别为式 (11)定义的轨
迹跟踪误差 q̃qq 和 ˙̃qqq 的第 i个分量, ω 如式 (10)所定
义, a 为正常数, N 为谐振子的个数.

对于 C2 光滑的连续期望轨迹 qqqd(t), 期望速
度 q̇qqd 和期望加速度 q̈qqd 的范数存在上界, 分别记为
‖q̇qqd‖M 和 ‖q̈qqd‖M . N 个级联的谐振子 (17)和积分器
(18) 代表可以产生周期性参考信号 qqqd(t) 以及由于
机器人非线性动态特性所引起的高次谐波的内模,
根据内模原理闭环系统在 N ≥ N̄ 时可获得较好的

跟踪效果[4], 这一点在仿真结果中也可明显看出.

2.2 闭环系统误差方程

机器人系统动力学模型 (1)可以写为如下形式:

M(qqq)¨̃qqq+C(qqq, q̇qq) ˙̃qqq+hhh(q̃qq, ˙̃qqq) = uuu−fff(qqqd, q̇qqd, q̈qqd) (19)

其中,

hhh(q̃qq, ˙̃qqq) = [M(qqq)−M(qqqd)] q̈qqd +

[C(qqq, q̇qq)− C(qqqd, q̇qqd)] q̇qqd + ggg(qqq)− ggg(qqqd) (20)

fff(qqqd, q̇qqd, q̈qqd) = M(qqqd)q̈qqd + C(qqqd, q̇qqd)q̇qqd + ggg(qqqd)
(21)

周期函数 fff(qqqd, q̇qqd, q̈qqd) 具有与 qqqd(t) 相同的基
频, 可以用无限傅里叶级数展开如下:

fff(qqqd, q̇qqd, q̈qqd) = āaa0 +
∞∑

k=1

[
āaak cos(kωt) + b̄bbk sin(kωt)

]

(22)
其中, āaa0, āaak 和 b̄bbk 为未知常向量.
引入变量 z̃zzk = zzzk − zzz∗k, k = 0, 1, · · · , N , 其中

zzzk = [zk1, · · · , zkn]T ∈ Rn

zzz∗0 = −K−1
I āaa0

zzz∗k = k−1ω−1Q−1
k

[
b̄bbk cos(kωt)− āaak sin(kωt)

]
(23)

应用式 (16)∼ (19), (22)和 (23), 闭环系统的误差方
程可表示为

M(qqq)¨̃qqq + C(qqq, q̇qq) ˙̃qqq + hhh(q̃qq, ˙̃qqq) = ūuu + ω̄ωω (24)

ūuu = −KPsss(q̃qq)−KD
˙̃qqq −KIz̃zz0 −

N∑
k=1

Qk
˙̃zzzk (25)

¨̃zzzk + k2ω2z̃zzk = Qk
˙̃zzz0, k = 1, · · · , N (26)

˙̃zzz0 = ˙̃qqq + aTanhTanhTanh(q̃qq) (27)

ω̄ωω = −
∞∑

k=N+1

[
āaak cos(kωt) + b̄bbk sin(kωt)

]
(28)

其中, KP = diag{kp1, · · · , kpn}, KD = diag{kd1,
· · · , kdn}, KI = diag{ki1, · · · , kin}, Qk = diag{qk1,
· · · , qkn}, 即由恒定正的比例、微分和重复学习增益
所组成的对角正定矩阵, 向量 sss(q̃qq) ∈ Rn 定义如下

sss(q̃qq) = [s(q̃1), · · · , s(q̃n)]T

q̃qq = [q̃1, · · · , q̃n]T ∈ Rn (29)

2.3 稳定性分析

对于式 (16)∼ (18)所示的非线性分散重复学习
控制的闭环系统 (24)∼ (28), 有如下的稳定性定理:
定理 1. 对于式 (1) 所示的非线性机器人系统,

应用所提出的非线性分散重复学习控制律 (16)∼
(18), 并选择控制器的比例和微分增益参数分别满
足不等式 (30)∼ (32), 则当 ω̄ωω = 0, 即 N →∞时可
实现闭环系统的位置和速度跟踪误差的全局渐近收

敛, 即 limt→∞ q̃qq, ˙̃qqq = 0.

KP ≥ 2K−1a2λM(M)I (30)

λm(KP ) > c1 +
1
2
aζc1 ‖q̇qqd‖M +

1
2a

(c1 + ac2)

(31)

λm(KD) > aλM(M) + aζc1

√
n +

1
2
aζc1 ‖q̇qqd‖M +

c2 +
1
2
(c1 + ac2) (32)

其中, K = diag{κ, · · · , κ},可由引理 1的式 (14)确
定, a为如式 (18)所示的正常数, I 为相应维数的单

位矩阵, c1 与 c2 分别为如下所示的正常数:

c1 = ζm ‖q̈qqd‖M + ζc2 ‖q̇qqd‖2

M + ζg (33)

c2 =
√

nζc2 ‖q̇qqd‖M + ζc1 ‖q̇qqd‖M (34)

证明. 应用 Lyapunov 直接方法和 LaSalle 不
变性原理来证明上述定理. 为此, 提出如下的候选
Lyapunov函数:

V =
1
2

˙̃qqqTM(qqq) ˙̃qqq + aTanhTanhTanhT(q̃qq)M(qqq) ˙̃qqq +
n∑

i=1

kpiS(q̃i) + a
n∑

i=1

kdi ln(cosh(q̃i))+

1
2
z̃zzT

0 KIz̃zz0 +
1
2

N∑
k=1

˙̃zzzT
k

˙̃zzzk +
1
2

N∑
k=1

k2ω2z̃zzT
k z̃zzk

(35)

其中, ln(·) 和 cosh(·) ∈ R 分别为自然对数和双曲
余弦函数.

为了证明式 (35)所示的候选 Lyapunov函数的
正定性, 首先考虑下式:
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1
4

˙̃qqqTM(qqq) ˙̃qqq + aTanhTanhTanhT(q̃qq)M(qqq) ˙̃qqq +
1
2

n∑
i=1

kpiS(q̃i) =

1
4
( ˙̃qqq + 2aTanhTanhTanh(q̃qq))TM(qqq)( ˙̃qqq + 2aTanhTanhTanh(q̃qq)) −

a2TanhTanhTanhT(q̃qq)M(qqq)TanhTanhTanh(q̃qq) +
1
2

n∑
i=1

kpiS(q̃i) ≥
1
2

n∑
i=1

kpiS(q̃i)− a2TanhTanhTanhT(q̃qq)M(qqq)TanhTanhTanh(q̃qq) ≥
1
2

n∑
i=1

[κkpi − 2a2λM(M)] tanh2(q̃i)

(36)
注意上式的推导利用了引理 1的式 (14)和 (15) .
将式 (36)代入式 (35), 并应用式 (30)和引理 1

的性质 1, 可得, 对于任意的 q̃qqT, ˙̃qqqT, zzzT
k 6= 000, k = 0,

1, · · · , N , 有

V ≥ 1
4

˙̃qqqTM(qqq) ˙̃qqq +
1
2

n∑
i=1

[
κkpi − 2a2λM(M)

]×

tanh2(q̃i) +
1
2

n∑
i=1

kpiS(q̃i)+

a

n∑
i=1

kdi ln(cosh(q̃i)) +
1
2
z̃zzT

0 KIz̃zz0 +

1
2

N∑
k=1

˙̃zzzT
k

˙̃zzzk +
1
2

N∑
k=1

k2ω2z̃zzT
k z̃zzk > 0 (37)

即式 (35)定义的候选 Lyapunov函数是对于 q̃qq, ˙̃qqq,zzzk

正定的. 而且, 由式 (12) 的定义可知, S(·) 为正则
的.因此式 (35)定义的候选 Lyapunov函数是相对
于 q̃qq, ˙̃qqq, zzzk 正则正定的.
式 (35)沿闭环系统 (24)∼ (28)对时间求导数,

可得:

V̇ = ˙̃qqqTM(qqq)¨̃qqq +
1
2

˙̃qqqTṀ(qqq) ˙̃qqq +

a(Sech2(q̃qq) ˙̃qqq)TM(qqq) ˙̃qqq + aTanhTanhTanhT(q̃qq)Ṁ(qqq) ˙̃qqq +

aTanhTanhTanhT(q̃qq)M(qqq)¨̃qqq + sssT(q̃qq)KP
˙̃qqq +

aTanhTanhTanhT(q̃qq)KD
˙̃qqq + z̃zzT

0 KI
˙̃zzz0 +

N∑
k=1

˙̃zzzT
k
¨̃zzzk + ω2

N∑
k=1

k2z̃zzT
k

˙̃zzzk (38)

将由式 (24)求得的M(qqq)¨̃qqq及由式 (26) 和 (27)
求得的 ¨̃zzzk, ˙̃zzz0 代入式 (38), 并应用特性 2, 可得:

V̇ =− ˙̃qqqTKD
˙̃qqq + a( Sech2(q̃qq) ˙̃qqq)TM(qqq) ˙̃qqq +

aTanhTanhTanhT(q̃qq)CT(qqq, q̇qq) ˙̃qqq − aTanhTanhTanhT(q̃)KPsss(q̃qq)−
( ˙̃qqq + aTanhTanhTanh(q̃qq))Thhh(q̃qq, ˙̃qqq) (39)

应用特性 3 中式 (5) 和三角不等式 ‖q̇qq‖ ≤
∥∥∥ ˙̃qqq

∥∥∥ +

‖q̇qqd‖ , 则有:

aTanhTanhTanhT(q̃qq)CT(qqq, q̇qq) ˙̃qqq ≤
a
√

nζc1

∥∥∥ ˙̃qqq
∥∥∥

2

+ aζc1 ‖q̇qqd‖M ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖
∥∥∥ ˙̃qqq

∥∥∥ (40)

并且, 由特性 3中式 (4)和三角不等式 ‖q̇qq‖ ≤
∥∥∥ ˙̃qqq

∥∥∥ +

‖q̇qqd‖以及特性 4, 可得:
∥∥∥hhh(q̃qq, ˙̃qqq)

∥∥∥ ≤ c1 ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖+ c2

∥∥∥ ˙̃qqq
∥∥∥ (41)

因此, 式 (39)最后一项的上界为

−( ˙̃qqq + aTanhTanhTanh(q̃qq))hhh(q̃qq, ˙̃qqq) ≤
ac1 ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖2 + c2

∥∥∥ ˙̃qqq
∥∥∥

2

+

(c1 + ac2) ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖
∥∥∥ ˙̃qqq

∥∥∥ (42)

其中, c1, c2 如式 (33) 和 (34) 所定义.
将式 (40) 和 (42) 代入式 (39), 并应用式 (8) 和

(15), 可得

V̇ ≤− ˙̃qqqTKD
˙̃qqq + a ˙̃qqqTM(qqq) ˙̃qqq +

aζc1

√
n

∥∥∥ ˙̃qqq
∥∥∥

2

+ aζc1 ‖q̇qqd‖M ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖
∥∥∥ ˙̃qqq

∥∥∥ +

ac1 ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖2 − aTanhTanhTanhT(q̃qq)KPTanhTanhTanh(q̃qq)+

c2

∥∥∥ ˙̃qqq
∥∥∥

2

+ (c1 + ac2) ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖
∥∥∥ ˙̃qqq

∥∥∥ ≤
− [ λm(KD)− ( aλM(M) + aζc1

√
n +

1
2
aζc1 ‖q̇qqd‖M + c2 +

1
2
(c1 + ac2) ) ]

∥∥∥ ˙̃qqq
∥∥∥

2

−

[ aλm(KP )− ( ac1 +
1
2
aζc1 ‖q̇qqd‖M +

1
2
(c1 + ac2) ) ] ‖TanhTanhTanh(q̃qq)‖2 (43)

那么, 由式 (31)和 (32)及 a 为一正常数的事实, 可
得 V̇ ≤ 0.事实上, V̇ = 0意味着 TanhTanhTanh(q̃qq) = 000和 ˙̃qqq
= 000. 根据 LaSalle不变性原理[12], 可得对于任何初
值 (q̃qq(0), ˙̃qqq(0)), 当 t → ∞时, TanhTanhTanh(q̃qq) → 000 , ˙̃qqq →
000. 由双曲正切函数的特性可知 TanhTanhTanh(q̃qq) → 000等价
于 q̃qq → 000, 因此, limt→∞ q̃qq, ˙̃qqq = 000. ¤

注 1.上述过程证明了 ω̄ωω = 000 (其中 ω̄ωω 如式 (28)
所示) 时闭环系统的全局渐近稳定性, 即当 N → ∞
时闭环系统可实现渐近稳定跟踪; 但对于实际系统
来说, N 只能取确定的常数, 使得 ω̄ωω 6= 000, 此时我们
可以把 ω̄ωω 看作外部扰动.实际系统还存在其他如非
线性摩擦等未建模非线性和外部扰动, 这些不确定
性将会对系统的高精度运动控制和稳定性产生负面

影响. 而本文所提出的非线性分散重复学习控制器
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使得闭环系统具有 L2 稳定性, 其中表征扰动衰减能
力的 L2 增益为 γ ≤ (1/δ0) (证明过程类似于文献
[4] 中的证明, 在此不再详述), 其中

δ0 ≤ a1a2

a2 + a2a1

(44)

a1 = λm(KD)− (aλM(M) + aζc1

√
n +

1
2
aζc1 ‖q̇qqd‖M + c2 +

1
2
(c1 + ac2))

a2 = aλm(KP )− (ac1 +
1
2
aζc1 ‖q̇qqd‖M +

1
2
(c1 + ac2))

(45)

a如式 (18)所定义. 这表明了闭环系统对模型不确
定性及外部扰动具有良好的鲁棒性, 实现了机器人
系统的高精度运动控制, 这一点在仿真结果中也可
明显看出.

3 仿真分析

三自由度机器人系统的轨迹跟踪仿真结果, 进
一步说明了所提出的非线性重复学习分散控制的有

效性.机器人系统的动力学模型详见文献 [14].期望
的跟踪轨迹 (单位: rad) 为

qdj =
1
2j

+
1
4

3∑
k=1

j

jk + 1
sin

(
kωt +

πj

2k

)
(46)

其中, j = 1, 2, 3, ω = 1 rad/s. 采样周期为 T =
1ms. 非线性饱和函数的参数为 α = 0.5, β = 1.0,
δ = 0.03. 所提出的非线性分散重复学习控制器
(Nonlinear decentralized repetitive control, NRC)
的参数确定为KP = diag{5, 25, 20}, KD = diag{4,
6, 5}, KI = diag{3, 8, 5}, Qk = diag{4, 4, 4}, k

= 1, · · · , 12 (即谐振子的个数 N = 12), a = 4.
为了说明所提出 NRC 对系统控制性能的改善, 仿
真对比 Kasac 等[4] 提出的集中式重复学习控制器

(Repetitive control, RC).该 RC控制的控制律为

uuu = −KP q̃qq −KD
˙̃qqq − k

(1)
D ‖q̃qq‖ ˙̃qqq −KIzzz0 −

N∑
k=1

Qkżzzk

(47)

z̈zzk + k2ω2zzzk = Qkżzz0, k = 1, · · · , N (48)

żzzzzzzzz0 = ˙̃qqq + aq̃qq (49)

为了体现比较的公平性, RC 采用与所提出的
NRC相同的参数, 额外的参数 k

(1)
D = 2; 系统的初值

都为 qqq(0) = (0.716, 0.421, 0.130)T, q̇qq(0) = (0.280,
−0.061, −0.152)T, zzzk = (0, 0, 0)T, żzzk = (0, 0, 0)T.

所提出 NRC与 RC的位置跟踪误差与速度跟踪误
差分别如图 1和图 2所示, 所需的驱动力矩分别如
图 3和图 4所示.

图 1 位置跟踪误差

Fig. 1 Position tracking errors

由图 1 和图 2 的仿真结果可以看出, 所提出的
NRC 相比于 RC 具有更高的轨迹跟踪精度和更快
的响应速度. 另外, 从图 3 和图 4 的比较可以看出,
所提出的 NRC控制的良好动态性能并不以驱动力
矩的大幅度增加为代价, 这一点对于克服驱动器饱
和对运动系统带来的潜在影响有着重要意义.

注 2. 传统的集中式 RC 控制器含有类似于式
(47)中 k

(1)
D ‖q̃qq‖ ˙̃qqq 这样的耦合项, 使得各个关节的控

制不能只基于本关节的测量信息而实现. 本文所提
出的 NRC控制器可以实现各个关节的完全独立控
制, 各控制器之间无相互耦合的影响, 其中任一的控
制器发生故障, 并不导致其他控制器的连锁反应, 因
而显著提高了系统的可靠性和容错性.
此外, 为进一步说明所提出的非线性分散重复

学习控制策略对系统控制性能的改善, 仿真对比了
谐振子的个数 N 对 NRC 和 RC 系统的不同影响,
分别如图 5和图 6所示.

由图 5和图 6可见, 两类控制算法取相同 N 值

时, 所提出的 NRC使系统具有更快的收敛速度, 即
能够在较短的时间内达到稳态平衡.并且, 稳态误差
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更小, 这说明 NRC 相比于 RC 具有更好的鲁棒性.
另外, 由图 5 还可看 NRC 系统的稳态误差随着 N

值增大而减小, 而误差收敛率与谐振子的个数 N 无

图 2 速度跟踪误差

Fig. 2 Velocity tracking errors

图 3 NRC 所需驱动力矩

Fig. 3 Input torques of the nonlinear decentralized

repetitive control

图 4 RC 所需驱动力矩

Fig. 4 Input torques of the repetitive control

图 5 NRC 控制的系统收敛率

Fig. 5 Convergence rates of the nonlinear decentralized

repetitive control

图 6 RC 控制的系统收敛率

Fig. 6 Convergence rates of the repetitive control
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关 (曲线斜率不变).因此, 收敛率与控制精度之间不
需要权衡, 这是许多基于内模原理的重复学习控制
所不具备的特性.
图 7和图 8为NRC和RC两种控制系统分别在

无摩擦和有摩擦存在时的跟踪误差. 其中图 8 为有
非线性摩擦 ddd = [0.5sgn(q̇1), 0.5sgn(q̇2)0.5sgn(q̇3)]

T

存在时两种控制系统的跟踪误差. 由上述两图可以
看出即使在有较大扰动存在的情况下 NRC控制系
统仍然获得了较快的收敛速度和较高的稳态精度,
这进一步说明 NRC具有较好的鲁棒性.

图 7 无摩擦时的跟踪误差比较

Fig. 7 Comparison of tracking error with

compensated friction

图 8 有摩擦时的跟踪误差比较

Fig. 8 Comparison of tracking error with

uncompensated friction

由上述仿真结果可见, 本文所提出的 NRC 控
制器相比于传统的集中式 RC 控制器具有更优越
的性能, 这主要是由于所引入的非线性饱和函数具
有 “小误差放大、大误差饱和” 的功能. 为了更形
象地说明这种功能, 图 9 给出了传统双曲正切函数
(tanh(e))、线性函数 (e) 和所提出的非线性饱和函

数 (s(e))的形态, 其中 s(e)的参数为 α = 0.5, β =
1.0, δ = 0.03.从图中可以明显看出, 当误差较小时
(即当 |e| ≤ β 时), |s(e)| ≥ |e|; 而当误差较大时 (即
当 |e| ≥ β 时), |s(e)| ≤ |e|且饱和于 βα.其中 α和

β 为改变误差性态的设计参数. 这种 “小误差放大、
大误差饱和” 的非线性饱和函数可以方便地通过选
择不同的 α和 β 值来获得期望的误差性态, 而另一
个较小的设计参数 δ 则保证其在原点的连续性, 避
免不连续函数所带来的系统颤振的影响[12]. “大误差
饱和” 功能使得在误差较大时控制作用不会过分大,
可有效克服驱动器饱和对控制系统带来的潜在影响.
“小误差放大” 功能使得控制系统在误差较小时可以
获得相对较大的控制作用, 因此可以大大改善系统
的过渡过程, 有效缩短调整时间, 而通常所应用的诸
如双曲正切等饱和函数, 在误差较小时, 不具有 “小
误差放大” 的功能.

图 9 不同的函数形态

Fig. 9 The shapes of different functions

4 结论

本文所提出的非线性分散重复学习控制策略实

现了闭环系统的全局渐近稳定跟踪, 三自由度非线
性机器人系统数值仿真结果表明, 即使在有扰动存
在的情况下该 NRC控制算法依然可以获得较好的
控制品质. 该分散控制策略不基于系统模型, 且各
控制器之间无相互耦合的影响, 易于工程实现.具有
“小误差放大、大误差饱和” 功能的非线性饱和函数
的引入, 使得该控制策略在易于实现的同时更可以
获得较高的响应速度和轨迹跟踪精度, 并可最大限
度地克服驱动器饱和带来的潜在影响.
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