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求解最优控制问题的混合变量变分方法及其航天控制应用

彭海军 1 高 强 1 吴志刚 2 钟万勰 1

摘 要 针对非线性最优控制导出的 Hamiltonian 系统两点边值问题, 提出一种以离散区段右端状态和左端协态为混合独立

变量的数值求解方法, 将非线性 Hamiltonian 系统两点边值问题的求解通过混合独立变量变分原理转化为非线性方程组求解.

所提出的算法综合了求解最优控制的 “直接法” 和 “间接法” 的特征, 既满足最优控制理论的一阶必要条件, 又不需要对协态

初值的准确猜测, 避免了求解大规模非线性规划问题. 通过两个航天控制算例讨论了本文算法的精度和效率等问题. 与近年来

在航空航天控制中备受关注的高斯伪谱方法相比较, 本文算法无论是在精度还是效率上都具有明显的优势.
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Abstract The nonlinear optimal control problem is transformed into the Hamiltonian two point boundary value problem

(TPBVP), and a numerical method is proposed based on the dual variational principle. The nonlinear Hamiltonian TPBVP

is transformed into a system of nonlinear equations by using the dual variational principle and by taking the left costate

and the right state as independent variables. The proposed algorithm has the feature of both “direct method” and “indirect

method” for solving optimal control problem, i.e., it satisfies the first-order necessary condition of optimal control theory,

and it needs no precise initial guess for costate variables and avoids the solving of large scale nonlinear programming

problem. The accuracy and efficiency of the proposed method are discussed by numerical simulations in aerospace control.

Comparison between the proposed algorithm and the famous Gauss pseudo-spectral method in aeronautics and astronautics

control shows that the proposed algorithm has obvious advantages on accuracy and efficiency.
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由于工程问题复杂性的不断增长, 采用分析方
法求解非线性最优控制问题已几乎不可能, 因此, 采
用数值方法求解非线性最优控制问题变得越来越重
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要[1]. 例如航天器轨迹规划问题就是采用数值方法
求解相应的非线性最优控制问题, 进而根据最优轨
迹数值解设计航天器的控制律或制导律.
从计算最优控制的角度来讲, 求解非线性最优

控制问题的数值方法基本上可以分为两大类: 间
接法和直接法[1]. 间接法主要求解由最优控制的一
阶必要条件得到的 Hamiltonian 边值问题[2−3], 如
打靶法和多重打靶法等[4]. 间接法的主要优势是一
旦找到数值解, 那么其局部最优性是可以保证的.
另外, 由于间接法得到的数值解提供了协态变量信
息, 所以根据协态变量的数值解可以从本质上分析
Hamiltonian 动力系统的几何结构特征. 然而间接
法的缺点是数值解的收敛半径较小, 并且当非线性
最优控制问题非常复杂时, 对没有物理意义的协态
初值猜测存在困难, 导致非线性两点边值问题的求
解成为一个挑战性的课题. 直接法一般将连续时间
非线性最优控制问题转化为大规模离散变量的非线

性规划问题, 如 DMOC 方法[5] 和高斯伪谱方法[6]

等. 直接法和间接法相比的主要优点是数值解具有
较大的收敛半径, 并且不需要猜测协态变量初值. 但
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是直接法的主要问题是当离散变量规模较大时, 非
线性规划问题求解效率低是其主要瓶颈. 另外, 多
数属于直接法范畴的数值方法不提供协态变量信息,
所以很难证明直接法的结果满足最优控制的一阶

必要条件. 近年来发展起来的求解非线性最优控制
问题的高斯伪谱方法[6], 由于已证明通过此方法离
散得到的非线性规划问题的 KKT (Karush-Kuhn-
Tucker) 条件与最优控制一阶必要条件等价而备
受关注, 并且已经基于此方法开发了开源软件包
GPOPS (General pseudospectral optimal control
software)[7].

近年来, 利用哈密顿系统的辛几何性质研究最
优控制问题受到越来越多的重视[8−9],如果数值算法
能够利用这种性质, 将可以在得到精确定量计算结
果的同时保持解的定性特征. 而基于变分原理推导
各种控制算法是经常采用的有效手段之一, 例如文
献 [10] 基于最小二乘拟合, 将随机系统最优估计问
题转换为经典的确定性二次最优控制问题, 进而采
用变分法求解. 另一方面, 生成函数理论作为经典力
学的重要内容[11], 也在最优控制中得到应用[12−13].
文献 [14] 和 [15] 分别采用区段两端状态和区段左端
状态与右端协态作为独立变量求解了控制时间固定

的非线性最优控制问题, 这类似于第一类生成函数
和第二类生成函数.
采用不同的生成函数得到的算法具有不同的性

质, 本文进一步发展了类似于第三类生成函数的数
值算法. 本文算法的主要思想是将连续时间离散成
一系列等间距的时间区段, 将时间区段内部的状态
和协态变量采用 Lagrange 插值函数近似, 并将每个
时间区段左端协态变量和右端状态变量作为独立变

量, 然后根据变分原理的驻值条件将非线性 Hamil-
tonian 两点边值问题转化为非线性方程组的求解.
通过数值算例讨论了本文算法的精度和效率, 并与
近年来在航空航天最优控制问题求解中应用比较广

泛的高斯伪谱方法进行了详细的比较.

1 非线性最优控制与 Hamiltonian系统两

点边值问题

考虑如下的非线性微分方程

ẋxx (t) = f (xxx (t) ,uuu (t) , t) ; xxx (0) = xxx0 (1)

其中, xxx0 是初始条件, xxx (t) 是 d 维状态向量, uuu(t)
是 p 维控制向量. 性能指标为

Jo = h (xxx (tf ) , tf ) +
∫ tf

0

Φ(xxx (t) ,uuu (t) , t)dt (2)

其中, tf 是固定的控制时间长度. 非线性最优控制
问题可以描述为: 在满足微分方程式 (1) 的约束下,

寻找最优控制输入 uuu(t) 使得性能指标式 (2) 最小.
通过变分法可以得到最优控制输入的必要条件[2−3],
即可以将控制输入 uuu(t) 表示成状态变量 xxx (t) 与协
态变量 λλλ (t) 的函数

uuu(t) = g (xxx(t),λλλ(t)) (3)

此时哈密顿函数只是关于状态变量 xxx (t) 与协态变
量 λλλ (t) 两类变量的函数, 即

H(xxx,λλλ, g(xxx,λλλ), t) = Φ(xxx(t), g(xxx,λλλ), t)+
λλλTf(xxx(t), g(xxx,λλλ), t)

(4)

则最优控制的必要条件为如下正则方程, 即

ẋxx =
∂H

∂λλλ
= f(xxx, g(xxx,λλλ))

λ̇λλ = −∂H

∂xxx

(5)

对于方程组 (5), 本文主要讨论以下两种边界条件

xxx (0) = xxx0, xxx (tf ) = xxxf (6)

xxx (0) = xxx0, λλλ (tf ) =
∂h (xxx (tf ) , tf )

∂xxx
(7)

其中, xxxf 为给定状态边界条件. 方程 (6) 和 (7) 分
别对应终端状态固定和终端状态自由两种边界条

件. 至此, 非线性最优控制问题已转化为求解非线性
Hamiltonian 系统的两点边值问题.

2 混合独立变量的变分原理

根据 Hamiltonian 正则方程 (5), 其对应的对偶
变量变分原理为[11]

S̄ =
∫ η

0

[
λλλTẋxx−H (xxx,λλλ)

]
dt, δS̄ = 0 (8)

作用量 S̄ 取驻值, 即对式 (8) 进行变分, 给出

δS̄ =
∫ η

0

(δxxx)T
(
−λ̇λλ− ∂H

∂xxx

)
dt +

∫ η

0

(δλλλ)T
(

ẋxx− ∂H

∂λλλ

)
dt + λλλTδxxx

∣∣∣
η

0
= 0 (9)

若认为在两端边界条件给定, 则可以在域内得到
Hamiltonian 正则方程. 若认为在域内已经满足
Hamiltonian 正则方程, 则可以得到作用量与两端
状态之间的关系, 即

dS̄(xxx0,xxxη) = λλλT
η dxxxη − λλλT

0 dxxx0 (10)

将式 (10) 左右两边进一步变形整理可以得到

dS = xxxT
0 dλλλ0 + λλλT

η dxxxη, S = λλλT
0 xxx0 + S̄(xxx0,xxxη)

(11)
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方程 (11) 表明, S 的全微商仅与 dλλλ0 和 dxxxη 相关,
因此 S 应该只是左端协态 λλλ0 和右端状态 xxxη 的函

数. 下面考虑以式 (11) 为出发点, 研究以左端协态
λλλ 和右端状态变量 xxx 作为混合独立变量的求解非线

性 Hamiltonian 系统两点边值问题的数值算法.

3 基于混合独立变量的 Hamiltonian两点

边值问题求解

将整个非线性最优控制问题的求解区域 (0, tf )
等分成 J 个子区段, 子区段的长度为 η, 其中第 j 个

子区段内的状态变量 xxx (t) 与协态变量 λλλ (t) 分别采
用等间距m− 1 和 n− 1 次 Lagrange 插值, 即

xxx (t) =
(
M̄MM ⊗ I

)
x̄xxj + (Mm ⊗ I)xxxj (12)

λλλ (t) = (N1 ⊗ I)λλλj−1 + (NNN ⊗ I) λ̄λλj (13)

其中, xxxj 表示第 j 个子区段最右端的状态变量, 而
x̄xxj 由第 j 个子区段其他插值点上的状态向量组成,
λλλj−1 表示最左端的协态变量, 而 λ̄λλj 由第 j 个子区

段其他插值点上的协态向量组成. 由于将区段最右
端状态变量和最左端的协态变量作为独立变量, 因
此它们用普通的 xxxj 和 λλλj−1 表示, 而其他不独立的
状态向量和协态向量用 x̄xxj 和 λ̄λλj 表示. 方程 (12) 和
(13) 中的 I 表示单位矩阵, 其他符号的含义如下

M̄MM = [M1,M2, · · · ,Mm−1] (14)

NNN = [N2, N3, · · · , Nn] (15)

并且

Mi =
m∏

j=1,j 6=i

t− (j − 1)η
m− 1

(i− j)η
m− 1

, i = 1, 2, · · · ,m (16)

Ni =
n∏

j=1,j 6=i

t− (j − 1)η
n− 1

(i− j)η
n− 1

, i = 1, 2, · · · , n (17)

符号 ⊗ 表示矩阵的 Kronecker 积, 其意义为: k

× l 维矩阵 A 和 s× t 维矩阵 B 的 Kronecker 积为
ks × lt 维矩阵 A⊗B, 即

A⊗B =




a11B · · · a1lB
...

. . .
...

ak1B · · · aklB


 (18)

方程 (11) 中 S 的具体表达形式为

S = λλλT
0 xxx0 + S̄ = λλλT

0 xxx0 +
∫ η

0

[
λλλTẋxx−H (xxx,λλλ)

]
dt

(19)

将方程 (12) 和 (13) 的近似状态和协态变量代入方
程 (19) 表示的作用量, 可得

Vj(xxxj,λλλj−1, x̄xxj, λ̄λλj) = λλλT
j−1

(
M̄MM (0)⊗ I

)
x̄xxj +∫ η

0

(
λλλTẋxx−H(xxx,λλλ)

)
j
dt (20)

方程 (11) 表明, 若认为在域内已经满足微分方程,
则作用量应该仅是左端协态变量与右端状态变量的

函数, 因此第 j 个子区段内的近似作用量可以通过

方程 (20) 对中间变量 x̄xxj,λ̄λλj 取驻值得到, 即

Sj(xxxj,λλλj−1) = stat
x̄xxj ,λ̄λλj

Vj(xxxj,λλλj−1, x̄xxj, λ̄λλj) (21)

由方程 (21) 的驻值条件可得到

∂Vj(xxxj,λλλj−1, x̄xxj, λ̄λλj)
∂x̄̄x̄xj

= 000, j = 1, 2, · · · , J (22)

∂Vj(xxxj,λλλj−1, x̄xxj, λ̄λλj)
∂λ̄λλj

= 000, j = 1, 2, · · · , J (23)

通过连续两个子区段首尾的连接关系, 将所有子区
段的近似作用量 Sj(xxxj,λλλj−1) 相加, 并对所有相邻子
区段的状态与协态变量取驻值, 可得到整个区域的
近似作用量, 即

S(xxxJ ,λλλ0) =

stat
xxxk,k=1,··· ,J−1
λλλk−1,k=2,··· ,J

(
J∑

j=1

Sj(xxxj,λλλj−1)−
J−1∑
j=1

λλλT
j xxxj

)

(24)

因此有

∂Sj

∂xxxj

− λλλj=000, j = 1, 2, · · · , J − 1 (25)

∂Sj

∂λλλj−1

− xxxj−1= 000, j = 2, · · · , J (26)

得到整个求解区域上的近似作用量 S(xxxJ ,λλλ0) 后, 根
据方程 (11) 可给出

xxx0 =
∂S (xxxJ ,λλλ0)

∂λλλ0

, λλλJ =
∂S (xxxJ ,λλλ0)

∂xxxJ

(27)

因此, 非线性最优控制问题被转换为一组非线性方
程 (22), (23) 和 (25)∼ (27) 的求解.
下一步为了方便实施计算, 还应当将每一个子

区段逐步计算并累加, 为此定义

FFF j
1 =

∂Sj

∂λλλj−1

− xxxj−1 , j = 1, 2, · · · , J (28)

FFF j
2 =

∂Vj

∂x̄xxj

, j = 1, 2, · · · , J (29)
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FFF j
3 =

∂Vj

∂λ̄λλj

, j = 1, 2, · · · , J (30)

FFF j
4 =

∂Sj

∂xxxj

− λλλj , j = 1, 2, · · · , J (31)

则方程 (22), (23) 和 (25)∼ (27) 可表示为

FFF j
1 = 000, FFF j

2 = 000, FFF j
3 = 000, FFF j

4 = 000 (32)

本文采用牛顿法求解非线性方程组 (32), 最终可以
得到关于非线性 Hamiltonian 系统两点边值问题的
状态和协态变量数值解.

4 数值算例—航天控制问题

为了说明本文算法的有效性, 选取两个算例就
其精度和效率问题与高斯伪谱方法[6] 进行比较. 为
了保证比较结果的可靠性, 高斯伪谱算法的程序采
用文献 [7] 中介绍的 Matlab 工具箱. 由于本文的
两个数值算例属于强非线性最优控制问题, 没有分
析解, 因此采用 Matlab 提供的 bvp4c 函数求解非
线性 Hamilton 系统两点边值问题, 并将 bvp4c 函
数的绝对误差和相对误差选项分别设定为 10−14 和

10−12, 这样得到的系统状态 xxx∗(t), 协态 λλλ∗(t) 与控
制输入 uuu∗(t) 作为参考解.
算例 1. 考虑一个近地轨道卫星编队重构问题.

在时间固定的情况下, 一组由六颗小卫星组成的卫
星编队, 在连续小推力的作用下, 由初始直线编队
变化到目标位置并构成圆形编队, 如图 1 所示. 图
1 (a) 的中心球体表示地球, 实线表示主卫星运行的
圆轨道, 方块表示在总体视角下看到的六颗小卫星
群, 图 1 (b) 中的五角星表示小卫星, 且反映了在局
部视角下, 初始时刻六颗小卫星的直线编队构型.
选择以常角速度运行在圆形参考轨道的主卫星

为坐标原点, 建立旋转坐标系统. 以 x, y, z 表示从

星相对坐标原点的半径、切线和法线方向的位置, ẋ,
ẏ, ż 和 ux, uy, uz 分别为对应三个位置的速度分量

与控制输入加速度分量. 为了方便运算, 将编队卫
星的受控动力学方程进行无量纲化, 并选取状态变
量为 xxx = [x, y, z, ẋ, ẏ, ż]T = [x1, x2, x3, x4, x5, x6]

T,
控制变量为 uuu = [ux, uy, uz]

T = [u1, u2, u3]
T, 则在

状态空间中无量纲化的航天器受控动力学方程可以

表达为[13]





ẋ1 = x4

ẋ2 = x5

ẋ3 = x6

ẋ4 = 2x5 − (1 + x1)
(

1
r − 1

)
+ u1

ẋ5 = −2x4 − x2

(
1

r − 1

)
+ u2

ẋ6 = −x3

r
+ u3

(33)

其中

r =
(√

(x1 + 1)2 + x2
2 + x2

3

)3

(34)

为了使六颗小卫星在初始时刻位于同一条直线

上, 本文选择第 1 到第 6 颗小卫星的无量纲化初始
值分别为

10−5 × [0, 0.6503, 0, 0, 0, 0]T (35)

10−4 × [0, 0.1301, 0, 0, 0, 0]T (36)

10−4 × [0, 0.1951, 0, 0, 0, 0]T (37)

10−5 × [0,−0.6503, 0, 0, 0, 0]T (38)

10−4 × [0,−0.1301, 0, 0, 0, 0]T (39)

10−4 × [0,−0.1951, 0, 0, 0, 0]T (40)

(a) 总体视角

(a) Global viewpoint

(b) 局部视角

(b) Local viewpoint

图 1 近地轨道卫星编队重构的初始状态

Fig. 1 The initial state of the formation satellites on the low earth orbit
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在受控连续小推力的作用下, 编队卫星的最终目标
是要构成圆形编队, 即第 1 到第 6 颗小卫星的无量
纲化目标值分别为

10−4 × [0,−0.6503, 0, 0, 0, 0]T (41)

10−4 × [−0.3251, 0, 0.5632, 0, 0, 0]T (42)

10−4 × [0.3251, 0, 0.5632, 0, 0, 0]T (43)

10−4 × [0.6503, 0, 0, 0, 0, 0]T (44)

10−4 × [0.3251, 0,−0.5632, 0, 0, 0]T (45)

10−4 × [−0.3251, 0,−0.5632, 0, 0, 0]T (46)

本文采用非线性最优控制方法进行最节省能量的编

队重构操作, 性能指标选择为

Jo =
1
2

∫ tf

0

(
u2

1 + u2
2 + u2

3

)
dt (47)

其中无量刚化时间 tf = 1.191.
采用本文算法求解此非线性最优控制问题,

近地轨道小卫星编队重构过程如图 2 所示. 图
2 (a)∼ 2 (d) 表示在连续小推力的控制作用下, 六
颗小卫星由直线编队逐渐变成圆形编队的过程.
表 1 给出了不同离散区段个数情况下, 本文算

法和高斯伪谱方法计算得到的状态与控制变量的相

对误差, 表 2 给出了两种方法的计算时间比较. 在
表 1 和表 2 中, 对于高斯伪谱方法, m 表示采用的

高斯点的个数, 而对于本文方法, m 表示整个求解

区域被等分的份数, 其中符号 “–” 表示由于选取高
斯点数目过多导致高斯伪谱方法无法求解. 从表 1
中可以看出, 本文算法在状态变量和控制变量的求
解精度上要明显高于高斯伪谱方法, 尤其在本文算
法在N = 5 时计算的结果也远高于高斯伪谱方法在
N = 7 时的计算精度. 在计算效率方面, 本文方法
也要明显高于高斯伪谱方法, 即使在 N = 9 的情况
下, 本文算法的计算时间也要远小于高斯伪谱方法
在 N = 7 情况下的计算时间.

算例 2. 考虑一个深空小行星探测任务问题. 假
设从地球发射一颗航天器与小行星交会, 伴随小行
星飞行或停留一定时间, 然后从小行星出发返回地
球, 整个过程尽可能减少时间和燃料消耗. 这里假设
小行星为 2001GP2, 且从地球出发到小行星和从小
行星返回地球的发射窗口已知. 地球和小行星采用
绕太阳的二体动力学模型, 为了方便运算对受控航
天器的动力学模型进行无量化, 即





ẋ1 = x2

ẋ2 = − x1(√
x2

1 + x2
3 + x2

5

)3 + u1

ẋ3 = x4

ẋ4 = − x3(√
x2

1 + x2
3 + x2

5

)3 + u2

ẋ5 = x6

ẋ6 = − x5(√
x2

1 + x2
3 + x2

5

)3 + u3

(48)

其中, xxx = [x, ẋ, y, ẏ, z, ż]T = [x1, x2, x3, x4, x5, x6]
T

为状态向量, uuu = [ux, uy, uz]
T = [u1, u2, u3]

T
为控

制输入. 本文通过能量等高线法[16] 确定发射窗口,
并取航天器从地球出发时候的初始状态选择为

xxx=[−0.9968, 0.3850, −0.3520, −0.8830, 0.0011, 0.0214]T

(49)

航天器到达小行星时候的状态为

xxx = [−0.9537, 0.2876, −0.3042, −0.9566, 0.0, 0.0]T (50)

航天器从小行星返回地球时候的初始状态为

xxx = [0.9486, 0.2786, 0.3431, 0.9735, 0.0012, −0.0225]T

(51)

航天器到达地球时候的状态为

xxx = [−0.8534, 0.5121, −0.5310, −0.8530, 0.0, 0.0]T

(52)

(a) 初始构型

(a) Initial configuration

(b) 中间构型

(b) Middle configuration

(c) 中间构型

(c) Middle configuration

(d) 最终构型

(d) Final configuration

图 2 近地轨道卫星编队重构过程

Fig. 2 Formation reconfiguration of the satellites on the low earth orbit
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表 1 本文算法与高斯伪谱方法计算精度比较

Table 1 Precision comparison between the proposed method and Gauss pseudospectral method

m = 2N N = 5 N = 6 N = 7 N = 8 N = 9

高斯伪谱

x 0.0056 0.0042 0.0041 − −
z 0.0044 0.0032 0.0023 − −
ux 0.0617 0.0491 0.0375 − −
uz 0.0579 0.0389 0.0268 − −

本文算法

x 1.3546E−7 9.8949E−8 7.1131E−8 5.0717E−8 3.6012E−8

z 7.3552E−8 5.3337E−8 3.8201E−8 2.7188E−8 1.9288E−8

ux 1.3952E−6 1.0148E−6 7.2791E−7 5.1842E−7 3.6790E−7

uz 3.3374E−6 2.3838E−6 1.6945E−6 1.2014E−6 8.5068E−7

表 2 本文算法与高斯伪谱方法计算效率比较 (s)

Table 2 Efficiency comparison between the proposed

method and Gauss pseudospectral method (s)

m = 2N N = 5 N = 6 N = 7 N = 8 N = 9

高斯伪谱 2.24 4.01 18.99 – –

本文算法 0.10 0.21 0.41 0.83 1.72

而性能指标选择为

J0 =
1
2

∫ tf

0

(
u2

1 + u2
2 + u2

3

)
dt (53)

其中, 对于从地球探访小行星的无量化时间 tf =
6.7948, 而从小行星返回地球的无量纲化时间 tf =
3.2856.
采用本文算法计算此非线性最优控制问题, 航

天器从地球出发探测小行星过程如图 3 (a)∼ 3 (d)
顺序所示, 航天器从小行星出发返回地球过程如图
4 (a)∼ 4 (d) 顺序所示. 图中的中心大球体表示太
阳, 另外一个球体表示地球, 五角星表示航天器, 方
块表示小行星, 虚线表示地球的运行轨迹, 点线表示
小行星的运行轨迹, 实线表示航天器的运行轨迹.

表 3 给出了不同离散区段个数情况下, 本文算
法和高斯伪谱方法计算得到的状态与控制变量的相

对误差, 表 4给出了两种方法的计算时间. 在表 3和
表 4中, 对于高斯伪谱方法, m表示采用的高斯点的

个数, 而对于本文方法, m表示整个求解区域被等分

的份数, 其中符号 “–” 表示由于选取高斯点数目过
多导致高斯伪谱方法无法求解. 从表 3 中可以看出,
本文算法在状态变量和控制变量的求解精度上要明

显高于高斯伪谱方法, 而随着离散区段数目的增加,
本文算法无论是状态变量还是控制变量的计算精度

都明显增加, 而高斯伪谱方法的计算精度没有明显
的变化. 并且和算例 1 类似, 本文算法在 N = 5 时
计算的结果也远高于高斯伪谱方法在N = 7 时的计

算精度. 表 4 表明, 在计算效率方面, 本文方法也要
优于高斯伪谱方法, 高斯伪谱方法在 N = 7 情况下

(a) 从地球出发

(a) Leaving from the earth

(b) 中间状态

(b) Middle state

(c) 中间状态

(c) Middle state

(d) 到达小行星

(d) Arriving to the asteroid

图 3 航天器从地球出发探测小行星过程

Fig. 3 The exploration of spacecraft from

the earth to the asteroid

(a) 从小行星出发

(a) Leaving from the

asteroid

(b) 中间状态

(b) Middle state

(c) 中间状态

(c) Middle state

(d) 返回地球

(d) Arriving to the Earth

图 4 航天器从小行星出发返回地球过程

Fig. 4 The return of spacecraft from

the asteroid to the earth



1254 自 动 化 学 报 37卷

表 3 本文算法与高斯伪谱方法计算精度比较

Table 3 Precision comparison between the proposed method and Gauss pseudospectral method

m = 2N N = 5 N = 6 N = 7 N = 8 N = 9

高斯伪谱

x 9.3683E−5 6.7637E−5 4.7728E−5 − −

y 7.3384E−5 4.1069E−5 3.2860E−5 − −

ux 8.7263E−5 6.3790E−5 4.3620E−5 − −

uy 0.1579 0.1126 0.0800 − −

本文算法

x 3.0948E−8 1.3925E−9 6.2369E−11 2.9193E−12 2.3337E−13

y 3.2104E−8 1.2685E−9 5.2497E−11 1.8607E−12 3.7007E−13

ux 4.2707E−8 1.8290E−9 7.9661E−11 3.5368E−12 2.1264E−13

uy 4.4033E−7 1.9510E−8 8.5846E−10 3.7624E−11 1.5214E−12

表 4 本文算法与高斯伪谱方法计算效率比较 (s)

Table 4 Efficiency comparison between the proposed

method and Gauss pseudospectral method (s)

m = 2N N = 5 N = 6 N = 7 N = 8 N = 9

高斯伪谱 5.96 24.85 146.60 – –

本文算法 0.47 0.88 1.75 3.46 7.19

的计算时间约是本文算法的 84 倍. 即使在 N = 9
的情况下, 本文算法的计算时间也要远小于高斯伪
谱方法在 N = 7 情况下的计算时间.

5 结论

针对由非线性最优控制问题导出的 Hamilto-
nian 系统两点边值问题, 本文基于混合独立变量的
对偶变分原理, 并采用 Lagrange 插值方法逼近状
态和协态变量, 将 Hamiltonian 系统两点边值问题
的求解转化为非线性方程组求解. 本文算法综合了
“直接法” 和 “间接法” 的特征, 即算法一方面基于
变分原理且满足最优控制理论的一阶必要条件, 不
需要对协态初值准确猜测; 另一方面又将非线性最
优控制问题转化为非线性方程组求解, 具有较快的
收敛速度, 避免了大规模非线性规划带来计算效率
低下的问题. 与高斯伪谱方法的比较表明, 本文算法
无论是在计算精度还是计算效率上都有明显的优势.
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