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一维云模型系统的逼近性研究

李 众 1, 2 高 键 2 张日勋 2

摘 要 针对云模型的基本原理, 提出了一类云模型系统的设计方法, 并利用 Stone-Weierstrass 定理对在 3σ 正态分布随机

数条件下的云模型系统任意逼近紧集上的任意连续实函数进行了证明, 是对云模型应用于逼近任意连续非线性函数理论的创

新, 也是今后云模型系统用于系统辨识和控制的理论依据.
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On Approximation of One-dimension Cloud Model Systems
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Abstract A new design method for a class of the cloud model systems is put forward based on the theory of cloud

model. Any continuous real function from any approximating compact set under 3-sigma random normal distribution is

proved for the cloud model system by using the Stone-Weierstrass theorem. This cloud model system enriches the theory

of approximating any continuous non-linear function. The innovative method provides a theoretic basis for the future

application in system identification and control.
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云模型 (Cloud model) 概念的提出及其应用已
有十多年的历史, 由于云模型将随机性和模糊性有
机地结合在一起, 因此成为不确定性知识表达和推
理的一种有效方法[1]. 目前, 云模型已成功地应用到
数据挖掘、决策分析、系统评估、网络应用等众多领

域[2−7], 在控制领域也取得了初步成果[8−12], 因此,
对云模型系统的逼近性研究工作渐现必要性和基础

性. 在云模型的大多数应用中, 云模型的设计实际上
是对云模型系统的设计, 而这种设计往往可以归结
为对某一函数的逼近, 从数学上看, 云模型系统实现
的是从输入论域到输出论域的函数映射. 因此, 在应
用云模型系统时, 希望知道它对一个函数的逼近机
制, 特别是希望知道它是否可以作为通用函数逼近
器, 以任意精度逼近一个紧致集上的连续函数. 当云
模型系统用作辨识时, 其通用逼近性决定了其能否
逼近任意连续的非线性动态模型; 当云模型系统用
作控制时, 其通用逼近性则决定了其能否逼近任意
连续的非线性控制曲线. 然而关于云模型系统的逼
近性问题, 目前尚无解答, 本文的研究正是为了回答
上述问题.

本文基于云模型的基本概念, 设计了云模型规
则推理、云模型规则核心推理和云模型规则期望推
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理, 并据此构建了一类新的云模型系统、云模型核心
系统和云模型期望系统, 提出了在 3σ (区间) 正态分
布随机数的条件下, 一维云模型系统 (以下简称云模
型系统) 即是通用的函数逼近器, 并指出云模型核心
系统在特定条件下可以实现比例控制功能.

1 预备知识

云模型是用语言值表示的某个定性概念与其定

量表示之间的不确定性转换模型, 它将模糊性和随
机性融合到一起, 构成定性和定量之间的相互转换,
作为知识表示的基础.

1.1 云模型

设论域 U , T 为 U 上的语言值, U 到闭区间

[0, 1] 的映射 CT (x) : U → [0, 1], ∀x ∈ U, x →
CT (x) 是一个具有稳定倾向的随机数, 则 CT (x) 在
U 上的分布称为 T 的隶属云, 简称云, 或称之为 T

的云模型[2]. 当CT (x)为正态分布时,则称该云模型
为正态云模型或正态云, 云模型的数字特征可以用
三个参数进行表征, 即期望 Ex、熵 En 和超熵 He,
记为 TTT (Ex, En, He)[13].

1.2 云模型的云滴

如果 x是用云模型TTT (Ex, En, He)表示的某个
定性概念的论域中的某一元素, 则 x 隶属于该定性

概念 TTT (Ex, En, He) 的隶属度 µ(x) 由下列算法进
行计算[14], 数据对 drop(x, µ) 称为云滴.

1) P = G(En, He), 生成以 En 为期望值、He

为标准差的正态分布随机数 P ;
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2) 计算 µ(x) = e−
(x−Ex)2

2P2 .

1.3 云模型的定性推理

云模型的定性推理, 是用云模型作为概念的基
本表示, 多条定性规则构成规则库, 每一条定性规则
分为规则前件和规则后件两部分, 并采用云模型对
语言概念进行描述, 分别表示定性规则的条件部分
和结论部分. 表示规则前件的云模型称为前件云或
输入云模型, 表示规则后件的云模型称为后件云或
输出云模型, 当输入一个特定的条件激活定性规则
时, 通过推理引擎实现云模型的定性推理[15].

如图 1 所示, 设有规则 if A, then B, 其中
输入云模型 A = (ExA, EnA, HeA) 和输出云模型
B = (ExB, EnB, HeB) 分别对应于论域 U1 和 U2

上的概念 C1 和 C2. 当论域 U1 中某一特定的输入

值 a 激活前件云 CGA 时, CGA 随机地产生一个确

定度 µ. 这个值反映了 a 对此定性规则的激活强度,
而确定度 µ 又作为后件云 CGB 的输入, 随机产生
一个云滴 drop(b, µ). 如果 a 激活的是前件云的上

升沿, 则输出的 b 对应着后件云的上升沿, 反之亦
然, 称为对称推理[16].

图 1 单规则推理

Fig. 1 Single rule inference

1.4 云滴的量化与云变换

逆向云[17] 的作用是从给定数量的云滴中, 还原
出云模型的三个数字特征 (Ex, En, He), 用于实现
从定量的数值向定性语言概念的转换, 在控制过程
中, 可以选择将还原出的逆向云的期望值 Ex 作为

云模型控制的输出量; 云变换是指对于任意一个不
规则的数据分布, 根据某种原则进行数学变换, 使之
成为若干个不同的云的叠加, 通过云变换的方法可
得到若干定性概念的叠加[18].

2 云模型系统

云模型系统是一种基于知识或者基于云模型规

则的系统, 它的核心就是由一组 IF–THEN 规则组
成的知识库. 一个云模型的 IF–THEN 规则就是一
个用输入云模型和输出云模型对所描述的知识所做

的概念陈述, 以下说明云模型系统的构建过程.
定 义 1 (3σσσ (区 间)正 态 分 布 随 机 数

RRR3σσσ (EEE, σσσ)). 产生一个以 E 为均值、σ 为标准

差的正态分布随机数 P ∗ = N(E, σ2), 令

P = R3σ(E, σ) =




E − 3σ,

P ∗,

E + 3σ,

P ∗ < E − 3σ

E − 3σ ≤ P ∗ ≤ E + 3σ

E + 3σ < P ∗
(1)

定义 2 (输入和输出云模型). 令 Xi =
(Exi, Enxi,Hexi) 为 输 入 云 模 型, Enxi >

3Hexi > 0, 其中, Exi, Enxi 和 Hexi 分别是其

期望值、熵和超熵; 令 Yi = (Eyi, Enyi,Heyi) 为输
出云模型, Enyi > 3Heyi > 0, 其中, Eyi, Enyi 和

Heyi 分别是其期望值、熵和超熵. 根据云模型定
义, 显然 Ui = [Exi − 3Enxi, Exi + 3Enxi] ⊂ R,
Vi = [Eyi − 3Enyi, Eyi + 3Enyi] ⊂ R. 设对任
一 Ui, 均存在 Uj, 使得 Ui ∩ Uj 非空, 其中, i 6= j,
i = 1 ∼ M , j = 1 ∼ M , 令 U = ∪i=1∼M Ui,
V = ∪i=1∼M Vi.

定义 3 (云模型规则库). 构建云模型规则库
CR = {Ri}, i = 1 ∼ M , 其中, 规则 Ri:

If Xi = (Exi, Enxi,Hexi)
Then Yi = (Eyi, Enyi,Heyi)

(2)

定义 4 (云模型规则推理). 设任一定量输入值
x ∈ U ⊂ R, 则称如下的步骤 1∼ 4 为云模型规则推
理过程, 称所产生的数据对 (yi, µi) 为云滴.
步骤 1. 令 i = 1.
步骤 2. 当 Exi − 3Enxi ≤ x ≤ Exi + 3Enxi

时, 则产生一个 Pxi = R3σ(Enxi,Hexi), 并计算
µi = exp(−0.5(x−Exi)2/Px2

i ); 否则令 µi = 0, 说
明此输入 x 未能激活该规则.

步骤 3. 产生一个 Pyi = R3σ(Enyi,Heyi), 考
虑对称推理[16], 并按该方法选取计算 yi 值的正负

号, 计算 yi = Eyi + (x− Exi) · Pyi/Pxi.
步骤 4. i = i + 1, 当 i ≤ M 时返回步骤 2, 否

则结束.
定义 5 (云滴量化算法). 在定义 4 基础上, 根

据下述算法, 可以获得定量输入 x 激励下的定量输

出值 y, 显然 y ⊂ R.

y =

M∑
i=1

yi · µi

M∑
i=1

µi

定义 6 (云模型系统). 由 3σ 正态分布随机数、

输入和输出云模型、云模型规则库、云模型规则推

理和云滴量化算法构成的系统称为云模型系统, 图 2
所示为云模型系统结构图, 云模型系统的输入与输
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出关系记为

y = f(x) =

M∑
i=1

yi · µi

M∑
i=1

µi

(3)

定义 7 (云模型规则核心推理). 设任一定量输
入值 x ∈ U ⊂ R, 则称如下的步骤 1∼ 4 为云模型
规则核心推理过程, 称所产生的数据对 (yi, µi) 为核
心云滴.
步骤 1. 令 i = 1.
步骤 2. 当 Exi − 3Enxi ≤ x ≤ Exi + 3Enxi

时, 则令 Pxi = Enxi, 并计算 µi = exp(−0.5(x −
Exi)2/Px

2

i ); 否则令 µi = 0, 说明此输入 x 未能激

活该规则.
步骤 3. 令 Pyi = Enyi, 计算 yi = Eyi + (x−

Exi) · Pyi/Pxi.
步骤 4. i = i + 1, 当 i ≤ M 时返回步骤 2; 否

则结束.
由定义 1、定义 2、定义 3、定义 7 和定义 5 构

成的系统称为云模型核心系统, 记为

y = f(x) =

M∑
i=1

yi · µi

M∑
i=1

µi

(4)

图 2 云模型系统结构图

Fig. 2 The structure of the cloud model system

定义 8 (云模型规则期望推理). 设任一定量输
入值 x ∈ U ⊂ R, 则称如下的步骤 1∼ 4 为云模型
规则期望推理过程, 称所产生的数据对 (y∗i , µi) 为期
望云滴.
步骤 1. 令 i = 1.
步骤 2. 当 Exi − 3Enxi ≤ x ≤ Exi + 3Enxi

时, 则令 Pxi = Enxi, 并计算 µi = exp(−0.5(x −
Exi)2/Px

2

i ); 否则令 µi = 0, 说明此输入 x 未能激

活该规则.
步骤 3. 令 y∗i = Eyi.

步骤 4. i = i + 1, 当 i ≤ M 时返回步骤 2; 否
则结束.
由定义 1、定义 2、定义 3、定义 8 和定义 5 构

成的系统称为云模型期望系统, 记为

y = f∗(x) =

M∑
i=1

y∗i · µi

M∑
i=1

µi

(5)

云模型系统、云模型核心系统和云模型期望系

统三者的区别关键在于云模型规则推理的不同. 在
不同的云模型推理规则中, 输入云模型、输出云模型
的熵和超熵参数对云滴的离散程度的影响渐次减弱,
系统的复杂性依次由复杂到简单. 复杂性越强, 表明
该云模型系统所蕴含的知识的不确定性 (随机性和
模糊性) 越强.

3 云模型系统的逼近性

云模型方法是用自然语言值表示的定性概念与

其定量数据表示之间的不确定性转换模型, 可以构
成定性和定量相互间的映射关系. 迄今, 虽然云模型
已经成功地应用于控制工程等诸多领域, 但问题是
对于一个任意的非线性连续函数, 我们是否一定能
设计出一类由输入云模型、输出云模型、推理规则、

云滴量化方法组成的云模型系统, 使得该云模型系
统能够任意逼近这个非线性连续函数. 如果可以的
话, 则能够从理论上解释为什么云模型方法会在众
多不同的领域得到应用, 也为云模型系统的推广应
用提供更有力的理论支撑.
引理 1. 云模型系统收敛于云模型核心系统, 即
lim

Hexi→0
Heyi→0

f(x) = f(x), i = 1 ∼ M

证明. 由于

lim
Hexi→0

Pxi =

lim
Hexi→0

R3σ(Enxi,Hexi) = Enxi = Pxi

lim
Heyi→0

Pyi =

lim
Heyi→0

R3σ(Enyi,Heyi) = Enyi = Pyi

因此 lim
Hexi→0

µi = µi, lim
Hexi→0
Heyi→0

yi = yi

即 lim
Hexi→0
Heyi→0

f(x) = f(x) 成立. ¤

引理 2. 云模型核心系统收敛于云模型期望系
统, 即

lim
Enyi→0

f(x) = f∗(x), i = 1 ∼ M
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证明. 由于

lim
Enyi→0

yi = lim
Enyi→0

(Eyi + (x− Exi) · Pyi/Pxi) =

lim
Enyi→0

(Eyi + (x− Exi) · Enyi/Pxi) =

Eyi = y∗i

因此 lim
Enyi→0

f(x) = f∗(x) 成立. ¤
定理 1 (云模型系统的通用逼近性).
考虑式 (3) 所构建的云模型系统, 对于任意定

义在 U 上的实连续函数 g(x) 和任意 ε > 0, 则存在
云模型系统 y = f(x) 使得下式成立:

sup
x∈U

|f(x)− g(x)| < ε

证明. 由引理 1 和引理 2 易知,
limHexi→0

Heyi→0
Enyi→0

f(x) = f∗(x), i = 1 ∼ M

因此, 只需证明 sup
x∈U

|f∗(x)−g(x)| < ε 成立即可. 根

据 Stone-Weierstrass 定理[19], 首先, 由定义 2 易知
U = ∪i=1∼M Ui = [min(Exi − 3Enxi),max(Exi +
3Enxi)], U 是紧集. 令 Y 为所有形如式 (5) 的映射
集合.

1) Y 是代数.
令 f∗1 , f∗2 ∈ Y , 于是 f∗1 , f∗2 写成:

f∗1 (x) =

M1∑
i=1

Eyi1 · µi1

M1∑
i=1

µi1

=

M1∑
i=1

Eyi1 · exp
(
−0.5 (x−Exi1)

2

Enx2
i1

)

M1∑
i=1

exp
(
−0.5 (x−Exi1)2

Enx2
i1

)

f∗2 (x) =

M2∑
j=1

Eyj2 · µj2

M2∑
j=1

µj2

=

M2∑
j=1

Eyj2 · exp
(
−0.5 (x−Exj2)

2

Enx2
j2

)

M2∑
j=1

exp
(
−0.5 (x−Exj2)2

Enx2
j2

)

由此可得:

f∗1 (x) + f∗2 (x) =

M1∑
i=1

M2∑
j=1

(Eyi1+Eyj2) · exp(−0.5 (x−Exi1)2

Enx2
i1

− 0.5
(x−Exj2)2

Enx2
j2

)

M1∑
i=1

M2∑
j=1

exp(−0.5 (x−Exi1)2

Enx2
i1

− 0.5
(x−Exj2)2

Enx2
j2

)

该式的形式完全同于式 (5), 所以 f∗1 + f∗2 ∈ Y . 类
似地,

f∗1 (x) · f∗2 (x) =

M1∑
i=1

M2∑
j=1

(Eyi1 · Eyj2) · exp(−0.5 (x−Exi1)2

Enx2
i1

− 0.5
(x−Exj2)2

Enx2
j2

)

M1∑
i=1

M2∑
j=1

exp(−0.5 (x−Exi1)2

Enx2
i1

− 0.5
(x−Exj2)2

Enx2
j2

)

f∗1 (x) · f∗2 (x) 的形式也完全同于式 (5), 所以
f∗1 · f∗2 ∈ Y . 对于任意的 c ∈ R,

c · f∗1 (x) = c ·

M1∑
i=1

Eyi1 · exp(−0.5 (x−Exi1)
2

Enx2
i1

)

M1∑
i=1

exp(−0.5 (x−Exi1)2

Enx2
i1

)
=

M1∑
i=1

c · Eyi1 · exp(−0.5 (x−Exi1)
2

Enx2
i1

)

M1∑
i=1

exp(−0.5 (x−Exi1)2

Enx2
i1

)

上式也可以表示为式 (5) 的形式, 所以 c · f∗1 ∈ Y .
因此, Y 是代数.

2) Y 分离了 U 上的点.
构造一个云模型期望系统 f∗(x), 选择式 (5) 的

参数为: M = 2, Ey1 = 0, Ey2 = 1, Ex1 = 1,
Ex2 = −1, Enx1 = Enx2 = 1, 有

f∗(x) =

Ey1 · exp(− (x−Ex1)
2

2·Enx2
1

) + Ey2 · exp(− (x−Ex2)
2

2·Enx2
2

)

exp(− (x−Ex1)2

2·Enx2
1

) + exp(− (x−Ex2)2

2·Enx2
2

)
=

exp(− (x+1)2

2
)

exp(− (x−1)2

2
) + exp(− (x+1)2

2
)

=

1
exp(− (x−1)2

2 )

exp(− (x+1)2
2 )

+ 1
=

1
exp(2x) + 1

令 x0, z0 ∈ U 为两个任意点, 当 x0 6= z0 时, 有
f∗(x0) 6= f∗(z0), 即 Y 分离了 U 上的点.

3) Y 使得 U 中的点不为零.
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显然, 任意形如式 (5) 的 f∗(x) (Eyi > 0) 都具
有 f∗(x) > 0 (∀x ∈ U). 故 Y 使得 U 中的点不为

零. ¤
此定理说明了云模型系统 (式 (3)) 可以以任意

精度逼近连续函数, 更重要地, 指出了对云模型系
统的设计关键是设计其对应的云模型期望系统 (式
(5)).
定理 2. 考虑云模型核心系统, 若选取 Eyi

Exi
=

Enyi

Enxi
≡ K, 其中, i = 1 ∼ M , K 为常数, 则云模型

核心系统 y = f(x) 是一个比例系统, 即 y = K · x.
证明. 根据条件 Eyi

Exi
= Enyi

Enxi
≡ K, 由定义 7,

有:

yi = Eyi + (x− Exi) · Pyi

Pxi

=

Eyi + (x− Exi)
Enyi

Enxi

=

Eyi + (x− Exi) ·K = K · x

因此

y = f(x) =

M∑
i=1

yi · µi

M∑
i=1

µi

=

M∑
i=1

(K · x) · µi

M∑
i=1

µi

=

(K · x) ·
M∑
i=1

µi

M∑
i=1

µi

= K · x

¤
据此设计的云模型核心系统等同于常规 PID 控

制器中的 P 控制关系, 所需设计的云模型参数仅与
输入云模型、输出云模型的期望值和熵有关, 而与它
们的超熵无关, 与规则的个数M 亦无关. 云模型中
的超熵参数是影响云模型系统输出的离散区域大小

的重要参数, 特别地, 当M ＝ 1 时, 该云模型核心
系统仅由单规则构成, 其输入输出关系 y = K · x 等
同于文献 [16] 单规则推理映射区域中的中心线MN.

4 仿真实例

1)设计云模型期望系统 f∗(x),使之逼近定义在
U = [−1, 1] 上的连续函数 g(x) = x3, 精度 ε = 0.3.
由于

sup
x∈U

|f∗(x)− g(x)| ≤ sup
x∈U

|∂g

∂x
|∆x =

sup
x∈U

|3x2|∆x = |3 · 12|∆x = 3∆x

令 3∆x = ε = 0.3, 则 ∆x = 0.1, 因此, 构造云
模型期望值系统 f∗(x):

f∗(x) =

20∑
i=0

(−1 + 0.1i)3 · µi

20∑
i=0

µi

其中, µi = exp(−0.5(x − Exi)2/Px
2

i ), Exi =
−1 + 0.1i, Pxi ≡ 0.03.
云模型规则库构造如下, 共 21 条规则, 规则 i:
If Xi = (Exi, Enxi,Hexi)
Then Yi = Eyi (i = 0 ∼ 20)

其中, Exi = −1 + 0.1i, Enxi = Pxi ≡ 0.03 与
Hexi 无关, Eyi = (−1 + 0.1i)3.
如图 3 所示, 所构建的云模型期望系统 f∗(x)

与连续函数 g(x) = x3 基本一致.

图 3 云模型期望值系统 f∗(x) 和 g(x) = x3

Fig. 3 Cloud model expectation system f∗(x) and

g(x) = x3

2) 设计云模型期望系统 f∗(x), 使之逼近定义
在 U = [−3, 3] 上的连续函数 g(x) = sin(x), 精度
ε = 0.2.
由于

sup
x∈U

|f∗(x)− g(x)| ≤ sup
x∈U

|∂g

∂x
|∆x =

sup
x∈U

| cos(x)|∆x = |1|∆x = ∆x

令 ∆x = ε = 0.2, 则满足精度要求, 构造云模型期
望系统 f∗(x).

f∗(x) =

30∑
i=0

sin(−3 + 0.2i) · µi

30∑
i=0

µi
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其中, µi = exp(−0.5(x − Exi)2/Px
2

i ), Exi =
−3 + 0.2i, Pxi ≡ 0.07.

云模型规则库构造如下, 共 31 条规则, 规则 i:
If Xi = (Exi, Enxi,Hexi)
Then Yi = Eyi (i = 0 ∼ 30)

其中, Exi = −3 + 0.2i, Enxi = Pxi ≡ 0.07 与
Hexi 无关, Eyi = sin(−3 + 0.2i).

如图 4 所示, 所构建的云模型期望系统 f∗(x)
与连续函数 g(x) = sin(x) 基本一致.

图 4 云模型期望值系统 f∗(x) 和 g(x) = sin(x)

Fig. 4 Cloud model expectation system f∗(x) and

g(x) = sin(x)

5 结束语

云模型系统的通用逼近性具有重要的理论和实

际意义. 本文研究并设计了云模型规则推理、云模型
规则核心推理和云模型规则期望推理, 并据此构建
了一类新的云模型系统, 证明了在 3σ (区间) 正态分
布随机数的条件下, 云模型系统即是通用的函数逼
近器, 最后指出了云模型核心系统在特定条件下可
以实现比例控制功能. 值得提出的是, 当云模型的熵
和超熵并不趋于零, 而是有界参数时, 云模型系统的
逼近性将是有界的; 另外, 本文研究的云模型系统的
逼近性是建立在一维云模型基础之上, 能否将其扩
展至多维云模型系统, 可以进一步分析这些新的云
模型系统的逼近特性.
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