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基于 Fenchel对偶的核 Logistic

回归并行学习算法

丁 朋 1 卿湘运 1 王行愚 1

摘 要 给出了一种大规模核 Logistic 回归的并行学习算法. 利用凸

优化中的 Fenchel 对偶定理, 将核 Logistic 回归的优化原问题转换成对

偶空间的优化问题, 再利用块更新迭代方法, 可以独立地在部分数据集上

进行分类器训练. 设计了一个简单的客户机 –服务器并行计算模式, 每

个客户机对部分数据优化子问题, 在一次优化结束后, 服务器根据各客户

机传递的信息修正各子问题目标函数. 在标准数据集的实验结果表明了

基于 Fenchel 对偶的核 Logistic 回归并行学习算法的可行性.
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Abstract A parallel learning algorithm for solving large scale

kernel logistic regression problems is presented. Primal opti-

mization problem for the kernel logistic regression is switched

to the dual problem by using Fenchel duality theory in convex

optimization. Then, learning the classifiers on subsets of train-

ing data can run independently when block-update methods are

employed. A simple customer-server parallel computing mode is

designed that each customer node learns a sub-problem for the

subset of training data. Server node receives the messages passed

by all customer nodes after one optimization iteration is end, fol-

lowed by updating the objective functions of sub-problems. In

comparison to non-parallel learning algorithms on standardized

datasets, we obtain encouraging results.

Key words Kernel logistic regression (KLR), Fenchel duality,

large-scale machine learning, convex optimization

Logistic 回归是统计分析、机器学习和数据挖掘领域一

个经典的分类工具, 它的主要优点在于有统计理论基础, 并

为探索性解释数据提供了一个有用的概率模型. 受到支持向

量机 (Support vector machine, SVM) 取得广泛应用和巨大

成功的影响, Logistic 回归非线性核化扩充之后的分类器称

之为核 Logistic 回归 (Kernel logistic regression, KLR), 通

过一个核函数使得原特征映射到一个高维或无穷维的特征向

量, 分类器作用于此特征向量, 但不需要此特征向量的具体

表达形式[1]. 与支持向量机相比较, KLR 的目标函数不是风

险最小函数, 而是最大似然值, 因此 KLR 的解会产生类别归

属的后验概率值, 同时 KLR 问题也是一个凸优化问题, 能够

产生一个唯一的最优解. KLR 相当于将 SVM 的符号损失函

数替换为二项分布的负对数似然函数, 两个损失函数在形式
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上类似[2], 但是 KLR 不再有支持向量的特性, 每个数据点对

分类边界均有贡献.

研究者一般认为 KLR (也包括 Logistic 回归) 只适应于

小规模问题, 对大规模问题很难学习训练, 目标函数优化速

度慢. 如前所述, KLR 是一个凸优化问题, 应用梯度法如

Newton-Raphson 方法是常用的解决办法, 但是在每一次迭

代中, Newton-Raphson 需要对一个 m × m 的矩阵进行求

逆运算, 其中 m 表示数据点个数, 因此其复杂度为 O(m3).

受到 Platt 等解决支持向量机二次规划问题的序贯最小优

化算法 (Sequential minimal optimization, SMO) 的启发[3],

Keerthi 等给出了核 Logistic 回归的快速对偶算法[4], 不需

要对核矩阵进行任何矩阵运算, 类似解决 SVM 的 SMO 算

法, 采用大小为 2 的工作集, 在每次迭代时计算代价最小, 但

是当问题规模变大后, 收敛速度将很慢, 计算时间与数据规

模的指数成正比, 约与m2.2 成正比. 因此在利用 SMO 的优

化包如 LIBSVM 软件包中利用了目标函数的二阶信息选择

新的工作集. 但是由于核函数的限制, 对于大规模问题, 即使

在软件实现中采用 LRU Cache 技术, 算法的速度也受到机

器存储空间的限制, 甚至根本不能运行计算.

随着计算机集群技术及多核技术的发展, 大规模问题机

器学习算法的并行实现成为了研究热点, 因此 NIPS (Neural

information processing systems) 会议在 2009 年组织了一个

Workshop 专门讨论大规模机器学习的并行算法及其实现[5].

MapReduce 方法为大规模并行计算提供了一个框架, 各种

机器学习算法的MapReduce 实现平台Mahout 也正在完善

中[6]. SHOGUN 工具箱主要处理支持向量机的大规模学习

问题[7]. 这些平台主要是将原算法进行适当的变化, 使得适

合平台要求, 对系统构架和软件编程要求较高.

本文给出一个 KLR 的并行学习算法, 主要应用对偶分

解的思想, 即将一个大的难解的原问题分解成若干个小的容

易解的子问题, 再组合子问题的解得到原问题的解; 对于大

规模问题的并行运算来说, 可将训练集分割成若干子集, 集

群上的客户机对每个子集进行独立训练, 利用消息传递的机

制, 在每一次训练结束服务器主机对各客户机传递的消息进

行汇总, 再对各客户机提供修正子问题目标函数的消息, 迭

代训练即可得到大规模问题的解. 由于核 Logistic 回归是一

个凸优化问题, 应用 Fenchel 对偶定理对目标函数进行对偶

分解, 可以得到全局最优解. 此类对偶分解的思想在离散马

尔科夫随机场优化中已提出过[8], 但没有利用 Fenchel 对偶

定理, 实质上虽然离散马尔科夫随机场优化的目标函数是非

凸的, 但是每个子问题的 Fenchel 对偶是凸的, 因此也可以利

用 Fenchel 对偶定理推出其算法. Hazan 等给出了支持向量

机的并行分解算法[9], 利用 Fenchel 对偶定理得到了一个简

单的分布式计算方法. 本文主要受上述工作的启发, 给出基

于 Fenchel 对偶定理的核 Logistic 回归并行学习算法, 推导

其训练过程, 并给出了实验方法, 实验结果验证了算法的有

效性.

1 核 Logistic回归的并行学习算法

1.1 核 Logistic回归

设 x 表示输入数据, z 表示 x 通过核映射得到的特征空

间向量, 即 z = ϕ(x) . 利用再生核希尔伯特空间表示定理,

我们只需知道核函数的形式, 即K(x, x̂) = ϕ(x) ·ϕ(x̂) , 而对

其映射关系不需知道. 并假设 S = {(xi, yi)}m
i=1 表示为一个

训练集, 其中, xi 是第 i 个输入数据, yi 是对应于 xi 的类标
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签, yi = 1 表示类 1, yi = −1 表示类 2. 设 zi = ϕ(xi), KLR

学习问题转化为如下凸优化问题的求解:

min
w,b

C

2
‖w‖22 +

1

m

m∑
i=1

loss((w, b); (xi, yi)) (1)

loss((w, b); (xi, yi)) = log(1 + exp(−yi(w · zi + b)))

其中, C 为正则化参数, 需通过交叉验证等办法整定其参数

值. 损失函数与二项分布的负对数似然函数一致. KLR 除了

能给定分类规则, 还能估计分类的概率:

p(y = 1|x) =
1

1 + exp(−(ϕ(x) · w + b))
(2)

1.2 Fenchel对偶定理

标记函数 f(x) 的有效域为 dom(f) = {x : f(x) < ∞},
∅为空集,函数 f(x)在 x的梯度为∇f(x),函数 f(x)在 x的

次微分为 ∂f(x). 设 f(x), h1(x), · · · , hk(x)为正常闭凸函数,

如果函数定义域的相对内点满足 ri(dom(f)) ∩ ri(dom(hi))

6= ∅, 且问题的优化值是有限的, 则如下的原 –对偶优化问

题:

原问题:

min
x

f(x) +

k∑
i=1

hi(x) (3)

对偶问题:

max
λ

{
−f∗

(
−

k∑
i=1

λi

)
−

k∑
i=1

h∗i (λ)

}
(4)

没有对偶间隙, 并且存在原 –对偶优化对. (x∗, λ∗i ) 成

为原 –对偶优化对当且仅当 −∑k
i=1 λ∗i ∈ ∂f(x∗) 和 λ∗i ∈

∂h(x∗). 如果 f(x) 是本质上严格凸函数, 且 f(x) 的共轭函

数 f∗(λ) = maxx∈dom(f){λTx − f(x)} 是有限的, 则最优解

x∗ = ∇f∗(−∑k
i=1 λ∗i ).

定理证明见文献 [10], 文献 [11] 的附录也给出了类似的

证明. 主要思想是将原问题分解成若干个子问题, 其约束条

件为每个子问题的解需一致, 利用最优化中拉格朗日因子原

理, 将约束条件引入子问题, 再求子问题 Fenchel-Legendre

共轭函数的最优解, 即得到原问题的逼近下界解, 不断迭代

则可得到原问题的最优解. 对于严格凸函数, 原问题最优解

与对偶问题最优解一致.

1.3 基于 Fenchel对偶定理的KLR并行算法

为了便于阅读计算过程, 首先不考虑偏移量, 即设 b = 0,

则得到如下优化问题:

min
w

C

2
‖w‖22 +

1

m

m∑
i=1

loss(w; (xi, yi)) (5)

loss(w; (xi, yi)) = log(1 + exp(−yi · w · xi))

假定在并行计算时把训练集分割为 k 个数据子集, 并假设为

S1, · · · , Sk. Sj 为第 j 个数据集中的数据在 S 中位置信息的

集合. Sj ⊂ {1, · · · , m}, 并且 Sj 6= ∅,
⋃

jSj = {1, · · · , m}.
同时, k 也等于客户端的数目, 在每个客户机上对数据子集进

行训练. 因此原问题 (5) 可以转换为

min
w1=w2=···=wk

C

2k

k∑
j=1

‖wj‖22 +
1

m

k∑
j=1

∑
i∈Sj

loss(wj ; (xi, yi))

(6)

定义集合:

H =
{

w̄ = (w1, · · · , wk) ∈ Rnk : w1 = · · · = wk

}

及一个指示函数 δH(w̄). 当 w̄ ∈ H 时, δH(w̄) = 0; 当 w̄ /∈ H
时, δH(w̄) = ∞ . 问题 (6) 则可写成关于 w̄ 及指示函数的新

的优化问题:

min
w̄

C

2k
‖w̄‖22 + h(w̄) + δH(w̄) (7)

其中, h(w̄) = 1
m

∑k
j=1

∑
i∈Sj

loss(wj ; (xi, yi)). 因为函数

f(w̄) = C
2k
‖w̄‖22, h(w̄) 和指示函数 δH(w̄) 均为正常闭凸

函数, 且有 ri(dom(f)) ∩ ri(dom(h)) 6= ∅ 和 ri(dom(f)) ∩
ri(dom(δH)) 6= ∅, 优化值有限, 因此可利用 Fenchel 对偶定

理, 得到原问题 (7) 的对偶问题:

max
λ

{
−f∗

(
−

2∑
i=1

λi

)
− h∗(λ1)− δ∗H(λ2)

}
(8)

令 λ̄ = λ1, µ̄ = λ2, 则对偶问题 (8) 可写成如下形式:

max
λ̄,µ̄

{−f∗(−(λ̄ + µ̄))− h∗(λ̄)− δ∗H(µ̄)} (9)

利用 f(x) =
C

2
x2 的共轭 g(λ) =

1

2C
λ2 这一性质, 式 (9) 可

写为

max
λ̄,µ̄

− k

2C

k∑
j=1

‖λj + µj‖22 −
k∑

j=1

h∗j (λj)− δ∗H(µ) (10)

利用块更新迭代算法时, 假定只优化部分变量, 其余变量保

持不变. 因此在本算法中假定在第 t 次迭代优化 λj 时, 其余

的 λ 变量和 µ̄ 变量保持不变, 再一次利用 Fenchel 对偶理论:

λ
(t)
j = arg max

λ
− k

2C

∥∥∥λ + µ
(t−1)
j

∥∥∥
2

2
− h∗j (λ) =

arg max
λ
− k

2C

∥∥∥λ + µ
(t−1)
j

∥∥∥
2

2
−max

w
(wTλ− hj(w)) =

arg min
w

max
λ
− k

2C

∥∥∥λ + µ
(t−1)
j

∥∥∥
2

2
− wTλ + hj(w) =

arg min
w

(
max

λ
λT(−w)− k

2C

∥∥∥λ + µ
(t−1)
j

∥∥∥
2

2

)
+

hj(w) = arg min
w

C

2k
‖w‖22 + wTµ

(t−1)
j +

1

m

∑
i∈Sj

loss(w; (xi, yi)) = Pj(µ
(t−1)
j ) = w

(t)
j (11)

因此 λ
(t)
j 和 w

(t)
j 构成原 –对偶优化对, 设 f1(λ) = h∗j (λ),

f2(λ) = − k

2C

∥∥∥λ + µ
(t−1)
j

∥∥∥
2

2
, 根据 Fenchel 对偶理论 (见文

献 [12] 第 434 页), w
(t)
j 和 λ

(t)
j 满足 Lagrangian 优化条件,

有

w
(t)
j = arg min

w

C

2k
‖w‖22 + wTµj

(t−1) + wTλ
(t)
j (12)

得到最优解时, 上式右边函数的一阶微分为 0, 经过简单的运

算得出求 λ
(t)
j 的表达式为

λ
(t)
j = −µ

(t−1)
j − C

k
Pj(µ

(t−1)
j ) (13)
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µ̄(t) 的推导过程类似, 假定 λ 固定不变,

µ(t) = arg max
µ
− k

2C

∥∥∥λ(t) + µ
∥∥∥

2

2
− δ∗H(µ) =

arg max
µ
− k

2C

∥∥∥λ(t) + µ
∥∥∥

2

2
−max

w∈H
wTµ =

arg min
w∈H

(
max

µ
µT(−w)− k

2C

∥∥∥λ(t) + µ
∥∥∥

2

2

)
=

arg min
w∈H

C

2k
‖w‖22 + wTλ(t) =

arg min
w

C

2
‖w‖22 + wT

(
k∑

j=1

λ
(t)
j

)
=

P (λ(t)) = w(t) (14)

其中利用了指示函数的共轭是集合 H 的支撑函数这一性质,

µ(t) 和 w(t) 构成原 –对偶优化对. 由式 (14) 倒数第三步可

以得出 w 的表达式:

w(t) = − 1

C

k∑
j=1

λ
(t)
j (15)

设 f1(µ) = δ∗H(µ), f2(µ) = − k
2C

∥∥∥λ(t) + µ
∥∥∥

2

2
, 根据 Fenchel

对偶理论及 Lagrangian 优化条件, 可得到 µ
(t)
j 的计算结果

为

µ
(t)
j = −λ

(t)
j +

1

k

k∑

l=1

λ
(t)
l (16)

从式 (13) 和 (15) 可以看出, 经过两次 Fenchel 对偶变换, 一

方面可以将主问题转换为若干个子问题的解, 另一方面其优

化运算还是在主空间进行, 避免求损失函数的共轭对偶.

当偏移量不为 0 时, 为便于块更新算法, 目标函数改写

为

min
w1=w2=···=wk

C

2k

k∑
j=1

‖wj‖22 +
Cε

2
b2 +

1

m

k∑
j=1

∑
i∈Sj

loss(wj ; (xi, yi))
(17)

其中, ε 是个任意小的数值. 同样应用上述方法得出偏移量不

为 0 时的子问题:

Pj(d, dn+1) = min
w,b

C

2k
‖w‖22 +

Cε

2k
b2 +

(w, b)T · (d, dn+1) +
1

m

∑
i∈Sj

loss((w, b); (xi, yi))

(18)

向量 d, dn+1 的作用就是作为服务器和客户机之间的消息,

修正各个客户机端对训练子集的学习结果.

设 g(ε) = log(1 + eε), 上述问题的 Lagrangian 表达为

L =
C

2k
‖w‖22 +

Cε

2k
b2 + (w, b)T · (d, dn+1) +

1

m

∑
i∈Sj

g(ξi) +
∑

i

αi [−ξi − yi(w · zi − b)] (19)

由 KKT 条件可以得出:

∇wL =
C

k
w + d−

∑
i

αiyizi = 0 (20)

∂L

∂b
= dn+1 +

∑
i

αiyi = 0 (21)

(忽略 ε 项)
∂L

∂ξi
=

1

m
g′(ξi)− αi = 0 (22)

由式 (20) 和 (22) 可以看出: w, ξi 都是 αi 的函数, 并且

w =
k

C
(
∑

i

αiyizi − d)

ξi(αi) = g′
−1

(mαi) (23)

假设 δ = mαi. 因为 ξi 是 αi 的函数, 所以考虑下面这个函

数:

G(δ) = δξi − g(ξi)

注意到:

dG

dδ
= ξi + δ

dξi

dδ
− dg

dδ
= ξi = g′

−1
(δ)

因为 g(ε) = log(1 + eε), 所以有 g′(ξ) = eξ/(1 + eξ). 函数 g′

是单调、可微的, g′ 的反函数 g′−1 的定义域是 (0, 1), 因此

ξi(αi) 的定义域为 (0, 1/m). 如果 g 是凸函数, 则 G 也是凸

函数. 因此有如下函数:

G(δ) = δ log δ + (1− δ) log(1− δ)

G′(δ) = log(
δ

1− δ
)

G′′(δ) =
1

δ(1− δ)

现在使用Wolfe 对偶理论可以写出式 (18) 的对偶形式

为

P ∗j (d) = arg min
0≤α≤1/m

f(α) =
k

2C
αTQT

j Qjα +

1

m

∑
i∈Sj

G(mαi)− k

C
dTQjα

s.t. dn+1 +
∑

i

αiyi = 0, ∀ i ∈ Sj (24)

其中, Qj 是由第 j 个训练子集中 yizi 向量组成的矩阵, 矩

阵每一列为 yizi, i ∈ Sj . 利用核映射的方法, K̃ = QT
j Qj

矩阵的每个元素 k̃(r, s) 可以用 Mercer 核表示 k̃(r, s) =

yrysk(xr, xs), k(xr, xs) 为Mercer 核; 同样根据式 (23) 也可

将第 j 个客户机要解决的子问题的 wj 表示成核的形式:

wj =
k

C
(Qjαj − d) (25)

因此子问题的原 –对偶优化解满足如下关系:

Pj(d) =
k

C
(QjP

∗
j (d)− d) (26)

利用 dj 代替 µj , 将上式代入式 (13), 得到:

λ
(t)
j = −Qjαj (27)

再将此式代入式 (16), 可得:

d
(t)
j = Qjα

(t)
j − 1

k

k∑

l=1

Qlα
(t)
l (28)
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因此行向量 L̃LL = dTQj 也可用 Mercer 核表示, 其表达式比

较复杂, 第 t 次迭代时的第 j 个训练子集的行向量 L̃LL
(t)
的第

r 个元素可以表示为

L̃LL
(t)

(r) =

cj∑
s=1

α(t)
s yrysK(xr, xs)

︸ ︷︷ ︸
(a)

− 1

k

m∑
i=1

α
(t)
i yryiK(xr, xi)

︸ ︷︷ ︸
(b)

(29)

其中, xr, xs 表示第 j 个训练子集的数据, cj 表示第 j 个训

练子集数据个数, xi 表示整个数据集的数据. 在各客户机解

优化问题 (24) 后将对偶优化问题的权值 α 传递给服务器端,

由服务器计算式 (29), 再将计算结果传递给各客户机, 再解

新的优化问题. 实际实现时, 为加快计算速度, 式 (29) 的 (a)

部分可在各客户机计算, 式 (29) 的 (b) 部分由服务器计算,

两者可以同时计算, 服务器端计算完 (b) 部分后再传送给各

客户机. 当 k = 1 时, 也即在一台机器上运行全部数据集时,

为零向量, 因此式 (24) 等同于 KLR 的非并行解法, 如文献

[4] 所述. 而在采用本文提出的并行算法时, 由于将大的数据

集分割成若干个小的独立的数据集, 且在各独立的客户机上

运行, 需要由服务器给客户机传递其他客户机子问题解的信

息, 以修正子问题的解, 保证得到主问题的全局优化解.

算法 1. 基于 Fenchel 对偶的 KLR 并行求解算法

步骤 1. 各客户机并行优化子问题:

α
(t)
j = P ∗j (d

(t−1)
j )

b
(t)
j = P b

j (d
(t−1)
j,n+1)

对每个子问题 (18) 我们解其对偶优化问题 (24), 优化结束将

α 传送给服务器.

步骤 2. 服务器根据各客户机传递的消息修正更新各客

户机子优化问题:

d̄
(t)
j = Qjα

(t)
j − 1

k

k∑

l=1

Qlαl
(t)

由于引入了核映射, 所以这一步实质上是如上所述计算式

(29);

dt
j,n+1 = dt−1

j,n+1 −
1

k

k∑

l=1

dt−1
j,n+1 +

Cε

k
b
(t)
j − Cε

k2

k∑

l=1

b
(t)
l

d
(t)
j =

(
d̄
(t)
j , dt

j,n+1

)

步骤 3. 迭代执行步骤 1 和 2, 直至满足算法结束条件.

1.4 算法终止条件及子问题的 SMO解

为了算法的完整性, 类似文献 [4] 给出子优化问题 (24)

的终止条件、偏移参数的解法和子问题的 SMO 解.

问题 (24) 的 Lagrangian 表达为

L = f(α)− β

(∑
i

αiyi + dn+1

)
(30)

与文献 [4] 的主要不同之处是优化的目标函数发生了变化,

但其 SMO 推导步骤基本相似.

定义:

Fr = w(α) · zr =
k

C

∑
s∈Sj

αsysk(xr, xs) −

k

C




(
1− 1

k

) ∑
s∈Sj

ysk(xr, xs)


 (31)

Hr = Fr + yrG
′(mαr) (32)

从而对偶问题的最优条件为

∂L

∂αr
= (Hr − β)yr = 0, ∀r ∈ Sj (33)

定义:

bup = max
r

Hr

iup = arg max
r

Hr

blow = min
r

Hr

ilow = arg min
r

Hr

那么由最优条件可以得出问题 (24) 的终止条件为

blow = bup

即问题 (24) 的求解过程中, 只要

Hr 6= Hs (34)

问题 (24) 就会一直在求解.

现在假设 (r, s) 满足式 (34), 调节 αr, αs 使式 (24) 函数

f 的值在下降. 定义:

α̃r = αr +
t

yr
, α̃s = αs − t

ys
, α̃k(t) = αk, ∀ k 6= r, s

从而 φ(t) = f(α̃(t)).

由于 f(α) 是凸函数, φ 也是严格的凸函数. 并且 φ 的定

义域为

{t : α̃(t) ∈ A}
(

A =

{
α : 0 < αr <

1

m
∀ r

})

因此, φ
′
(t) = Hr −Hs. 选择合适的 t, t∗ = arg min

t
φ(t), 并

设 αnew = α̃k(t∗).
对于终止条件, 可改为

blow ≥ bup − 2τ (35)

其中, τ 是精度参数. 当终止条件满足后, 可通过下式求出 b:

b = (blow + bup)/2. 由此, 得出子问题的 SMO 解.

算法 2. 子问题的 SMO 解

步骤 1. 选择合适的初始值 α0 ∈ A, u = 0;

步骤 2. 如果满足 (35), 终止; 如果不满足, α = αu, 选

择 r = iup, s = ilow, 利用 Newton-Raphson 算法解 t∗ =

arg min
t

φ(t);

步骤 3. 令 αu+1 = αnew, u = u + 1, 返回步骤 2.
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2 实验

2.1 实验设置

为了验证算法性能, 我们搭建了一个简单的客户机 –服

务器局域网, 见图 1 所示, 采用星形网络拓扑结构. 交换机为

港湾 Hammer 3550-24, 传输速度 10/100MB 自适应. 受实

验条件的限制, 各台客户机的配置不一样, 最低配置的客户

机内存仅为 256M, CPU 主频 1.6G, 最高配置的客户机内存

为 1.5G, 其 CPU 主频为 2.4 G, 服务器为联想万全服务器.

虽然对大规模实验有一定的限制, 但也凸显本算法对网络配

置等要求较低的优点. 以下实验中, 单机运行实验均在配置

最好的机器上运行.

图 1 网络拓扑结构

Fig. 1 Topological structure of network

搭建的网络采用 Linux 操作系统. 选取 ssh 作为可信

赖的服务, 局域网各节点之间用 ssh 登录. 编辑各节点之间

的/etc/hosts 文件, 配置各节点名称及 IP 地址 (如图 1 所示

的 IP 地址). 安装 NFS 文件系统, 将分割的数据集文件传输

至各节点. 全部程序采用 Linux 下的 C++ 语言实现, 通过

配置脚本文件实现网络之间的通信和任务批处理等工作. 并

行计算时通过 socket 编程实现服务器和客户机之间的通信.

核 Logistic 回归的单机实现程序来自 http://www-ai.cs.uni-

dortmund.de/SOFTWARE/MYKLR/, 此程序实现了文献

[4] 提出的算法.

实验数据均来自LIBSVM网站 (www.csie.ntu. edu.tw/

cjlin/libsvm/) 提供的二类分类数据, 数据名称和属性如表 1

所示.

表 1 实验数据属性

Table 1 Properties of the data sets

数据集 特征维数 训练样本个数 测试样本个数

a4a 123 4 781 27 780

w4a 300 7 366 42 383

w5a 300 9 888 39 861

w6a 300 17 188 32 561

w7a 300 24 692 25 057

a8a 123 22 692 9 865

a9a 123 32 561 16 281

2.2 性能评价指标

为阐述算法的并行性, KLR 的概率输出结果暂不做复杂

度 (Perplexity) 等指标的计算, 而是输出二值分类结果. 如

前所述, KLR 虽具有概率分类结果的优点, 但是不具有稀疏

解的特性, 因此计算复杂度较 SVM 高许多, 特别是在利用

SMO 求解时, 对于稍大规模的问题, KLR 的 SMO 求解非

常慢, 实验发现其计算时间并不简单地如文献 [4] 所述, 即计

算时间同m2.2 成正比, 而是以更大的指数增长. 因此不同于

SVM 的并行求解算法, 算法运行时间的增益不是简单地与

客户机数成正比的关系, 而经常出现的情况是在可接受的时

间里可解和不可解的问题. 虽然所取的数据集规模属于中等,

但是对于单机求解其计算时间仍是难以忍受的, 所以没有取

规模很大的数据集, 一方面是因为难以同非并行算法进行比

较, 另一方面也受实验条件的限制.

所有实验采用径向基核, 核宽度为 1, 正则化因子 C =

0.00001. 以下实验是在三台客户机 (即 k = 3) 和一台服务器

上运行, 训练样本均分成三个小规模的数据集, 每台客户机

只对分配给它的数据进行训练. 单机运行 KLR 时实验是在

性能配置最优的机器上进行的.

本研究主要与单机运行 KLR 算法进行比较, 其主要比

较的指标有:

1) 目标函数值

1

2C

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjK(xi, xj) +

1

m

m∑
i=1

log


1 + e

− 1
C

m∑
j=1

yiyjαjK(xi,xj)−byi




(36)

目标函数值越小, 说明优化性能更佳.

2) 运行时间

对于运行时间超过 1 小时的实验结果用 “–” 表示, 而不

计算最终运行结果, 主要的原因是其运行时间已不具备可比

性, 不需要再运行下去.

3) 训练样本正确分类率和测试样本正确分类率

通过判断下式的符号来决定输入样本 xi 的类别:

1

C

m∑
j=1

yjαjK(xj , xi) + b (37)

值得一提的是, 本研究主要研究算法的可并行性及在运行时

间上的增益, 因此固定模型参数, 而没有采用交叉验证等方

法通过优化模型参数的方法来提高分类正确率.

2.3 实验结果

2.3.1 在标准数据集上的并行计算实验结果

在 6 个标准数据集上的并行计算实验结果如表 2 所示.

由于部分数据集单机运行时间超过 1 小时尚未结束, 因此没

有给出实验结果, 而本研究给出的并行算法能在短时间内结

束各数据集的计算, 因此在运行时间上明显占优, 虽然没有

对参数进行整定, 但就其绝对分类结果也还不错.

2.3.2 客户机数目固定、训练数据集规模递增的并行计算结

果

接下来的实验是在 a9a 数据集上进行的, 主要研究在客

户机数目固定为 3、训练数据集规模递增时运行时间情况, 实

验结果如图 2 所示. 从图 2 可以看出, 在客户机数目固定的

情况下并行算法运行时间与数据集规模成线性关系.
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表 2 并行和非并行 KLR 在 6 个标准数据集上的计算代价和泛化性能比较
Table 2 Computational costs and generalization performance comparison of parallel and non-parallel KLR on

the six benchmark datasets

数据集
函数目标值 运行时间 (s) 训练样本分类正确率 (%) 测试样本分类正确率 (%)

单机 并行 单机 并行 单机 并行 单机 并行

a4a 0.6931 0.5439 19 6 87.7 93.46 84.69 89.72

w4a 0.3447 0.5502 960 18 93.76 91.23 86.47 80.91

w5a – 0.1117 – 37 – 89.52 – 78.78

w6a – 0.2795 – 85 – 92.36 – 89.30

w7a – 0.3649 – 504 – 89.94 – 81.38

a8a – 0.3856 – 135 – 89.37 – 81.39

图 2 a9a 数据集训练样本递增时的运行时间

Fig. 2 Running time with varying scales of the a9a dataset

2.3.3 客户机数目递增的并行计算结果

我们也初步研究在客户机数目递增时算法的运行时间.

取 a9a 数据集的 12 000 个训练样本来进行实验, 实验结果如

表 3 所示.

表 3 a9a 数据集在客户机数目递增时算法的运行时间
Table 3 Running time with varying customer nodes on

the a9a dataset

客户端节点数 k = 1 k = 2 k = 3

运行时间 (秒) – 68 51

当 k = 1 时, 即单机运行全部数据, 运行时间超过 1 小

时, 客户机数目递增, 由于客户机数目不多且网络通信需花

费一定时间, 因此运行时间减少不是很显著. 取 a9a 数据集

的 24 000 个样本进行训练, k = 2 时算法运行时间也超过 1

小时, 因此没有给出比较结果. 该实验也说明一个问题, 由于

KLR 解的非稀疏性导致 SMO 求解的困难, 因此在单机上运

行 KLR 的子问题规模不能过大, 需要增加更多的客户机数,

将大的训练数据集分割成多个更小的数据集进行训练, 才能

使得问题可快速求解, 也说明了并行训练 KLR 的必要性.

3 结论与展望

本文给出了基于 Fenchel 对偶的核 Logistic 回归的并行

学习算法, 将一个大的数据集划分成若干个小的数据集, 推

导出了基于小数据集上的子问题优化目标函数和优化算法,

在每个客户机上对子问题学习训练结束之后向服务器传送

权值和部分中间结果, 服务器再修正各子问题优化目标函数,

经迭代训练得到问题的全局最优解.

接下来的主要工作围绕如下两方面展开: 1) SMO 训练

速度还是很慢, 可考虑再对每个子问题应用 Fenchel 对偶定

理进行在线学习, 相当于对本算法取极端情况, 每个样本对

应于一个客户机; 2) 针对多类核 logistic 回归给出并行学习

算法.
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