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双线性系统可控性综述

铁 林 1 蔡开元 1 林 岩 1

摘 要 双线性系统是一类特殊的非线性系统, 广泛存在于现实世界中, 如工程、经济、生物、生态等领域, 被认为是最接近于

线性系统的非线性系统．对双线性系统的研究已历经了近半个世纪. 作为系统最基本的属性, 双线性系统可控性的研究一直以

来是热点和难点. 本文分别对连续双线性系统可控性和离散双线性系统可控性进行讨论, 综述了双线性系统可控性的研究. 特

别地, 报告了近来对离散双线性系统可控性研究的新成果. 最后, 例举了一些可控的双线性系统例子.
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A Survey on the Controllability of Bilinear Systems
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Abstract Bilinear systems are a special class of nonlinear systems, which are widely existing in real world, such as

engineering, economics, biology, ecology, etc. Among nonlinear systems, bilinear systems are thought to be the most

close to linear systems. The study on such systems has passed through nearly half a century. For the fundamental

property, the controllability of bilinear systems has received considerable attention, while the difficulties and challenges

still remain. The purpose of this paper is to give a survey on the controllability of bilinear systems through the discussion

on the controllability of continuous-time bilinear systems and discrete-time bilinear systems, respectively. Particularly,

new results on the controllability are reported for discrete-time bilinear systems. Finally, some examples of controllable

bilinear systems are provided.
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一非线性系统, 若其关于状态和控制分别是、但
不同时是线性的, 则称之为双线性系统. 双线性系统
已被深入研究多年[1−10]. 这类系统的独特之处在于
其虽是非线性系统, 却有着最简单、最接近于线性系
统的结构, 被认为是线性系统向非线性系统的过渡.

双线性系统的重要性不仅体现在其数学结构上,
而且体现在其广泛存在于工程、经济、生物、生态等

领域中. 最早的研究始于上世纪 60 年代初, Mohler
等在核反应堆方面的工作[4−5]. 由于核裂变、阴离子
聚集、热传递等过程可以很好地由双线性或双线性

逼近的方式描述, 使双线性系统在这项研究中得到
成功的应用[6]. 许多工业过程与对象, 如液压系统、
燃气炉、热交换系统等[1], 均可由双线性系统描述.
此外, 双线性系统还可广泛描述社会经济、生物、生
态等学科中的许多对象[2, 4, 10−11], 如政府投资与税
率控制、人体温度调节、血液中二氧化碳浓度、物种
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繁衍过程等, 最典型的例子就是人口模型[3]. 除了广
泛的存在性与应用性, 双线性系统还具有良好的逼
近特性. 文献 [12] 证明了双线性系统从理论上可以
逼近任意非线性系统, 精度比传统的线性逼近要高
得多. Mohler 等还证明了双线性系统在最优控制上
具有比线性系统更好的性能[4−5]. 近年来, 随着量子
控制领域的兴起, 双线性系统理论被广泛应用于量
子系统的研究中[13−14], 如可控性问题[15−20]. 事实
上, 用 Schrödinger 方程所描述的多能级量子系统
动力学, 其数学模型在形式上就是宏观领域中的双
线性系统微分方程.
正是由于双线性系统应用广泛, 其研究具有很

大的学术价值, 近年来已引起人们极大的兴趣, 出版
了大量文献, 并成为非线性系统控制理论的一个重
要分支. 早期关于双线性系统具代表性的文献有专
著 [1−2] 及综述性文章 [3−5], 中期有专著 [6] 及综
述性文章 [7], 近期有专著 [8−9]. 其中专著 [8] 侧重
于双线性系统的建模、最优控制及应用, 专著 [9] 则
侧重于从数学角度讨论双线性系统. 值得一提的是,
专著 [9] 覆盖了双线性系统理论的绝大部分内容, 是
近年来介绍该领域较全面的一部论著. 以上所列举
的文献较详尽地论述了双线性系统理论, 包括可控、
可观、稳定、镇定等系统特性. 作为系统最重要、最
基本的属性之一, 双线性系统可控性的研究几乎伴
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随着双线性系统的研究同时展开, 最早的文献见文
献 [21−23]. 其中文献 [23] 指出, 如果控制输入被限
定在一紧集中, 则线性系统几乎不可能可控. 而双线
性系统则不然, 由于状态与控制的耦合, 在控制受限
的情况下双线性系统仍可以可控. 连续双线性系统
可控性的研究在上世纪 70 年代中取得了丰富的成
果[24−37], 70 年代之后仍是热点[38−47]. 其研究得益
于李群、李代数的应用. 尽管如此, 连续双线性系统
可控性的研究并不像线性时不变系统可控性那样完

美, 仍有许多不足及难点尚未解决. 对于离散双线性
系统可控性的研究, 成果则相对较少[48−55]. 自上世
纪 80 年代中期至本世纪初, 专门讨论离散双线性系
统可控性的文献几乎没有, 仅文献 [56−58] 研究了
离散非线性系统可达性, 文献 [59−61] 研究了双线
性系统采样可控性, 文献 [62−66] 研究了离散双线
性系统零可控性. 究其原因在于离散系统的可控性
问题较连续系统更复杂. 近来, 对离散双线性系统可
控性的研究有了新进展[67−72]. 特别地, 作者在文献
[70] 中发现并提出了离散双线性系统的一个新性质:
临近可控性.
本文将对连续双线性系统和离散双线性系统分

别进行可控性综述. 对连续双线性系统可控性主要
介绍一些经典结果及尚未解决的问题; 对离散双线
性系统可控性则在介绍现有结果的同时, 报告一些
新成果, 以期起到抛砖引玉的作用.

1 双线性系统的数学描述与可控性定义

考虑如下形式的连续非线性系统

˙̄xxx = fff(x̄xx) +
m∑

i=1

ui(t)gggi(x̄xx) (1)

其中, x̄xx ∈ Rn, fff, ggg1, · · · , gggm 是 Rn 上连续可微的

向量函数, uuu(t) = [u1(t) · · · um(t)]T ∈ Ω ⊆ Rm

(在本文中, 若不特别说明, 均假定控制输入 ui(t) 是
分段常值函数), Ω 为一闭集. 处理非线性系统, 在其
状态空间某点的邻域内进行线性化, 无论在理论上
还是应用方面, 都是一种常见的、普遍的处理方式.
下面对系统 (1) 在点 ξξξ 的某个邻域 O(ξξξ, ρ) 内进行
线性化, 有

ẋxx = Axxx + aaa +
m∑

i=1

ui(t)Bixxx + Buuu(t) (2)

其中,

xxx = x̄xx− ξξξ, xxx ∈ O(000, ρ)

A =
∂fff

∂x̄xx
|x̄xx=ξξξ

fff(ξξξ) = aaa

Bi =
∂gggi

∂x̄xx
|x̄xx=ξξξ

B = [bbb1 · · · bbbm], bbbi = gggi(ξξξ)

系统 (2) 被称为非齐次双线性系统 (有些文献称之
为双仿射系统). 在式 (2) 中, 若 aaa = 0 (即原点为系
统平衡点), B = 0, 则有

ẋxx = Axxx +
m∑

i=1

ui(t)Bixxx (3)

系统 (3) 被称为齐次双线性系统. 进一步, 若式 (3)
中 A = 0, 即

ẋxx =
m∑

i=1

ui(t)Bixxx (4)

则称系统 (4) 为严格双线性系统. 事实上, 如下切换
线性动态系统

ẋxx = Bσ(t)xxx, σ(t) ∈ {1, · · · ,m}
就是双线性系统 (4) 的一个特例, 此时有 ui(t) =
δi,σ(t), δi,i = 1. 特别地, 对系统 (4), 若控制是对称
的, 即对任意 uuu ∈ Ω, 有 −uuu ∈ Ω, 则称其为对称双
线性系统. 在研究连续双线性系统的文献中, 系统
(3) 和 (4) 是被研究最多的, 最具代表性, 且以不受
限 (Ω = Rm) 对称双线性系统 (4) 的理论最为完美.
在本文中, 对连续双线性系统只考虑系统 (3) 和 (4),
且系统阶数大于 1 (一阶时系统 (3) 和 (4) 均不可
控).

离散双线性系统则可由如下形式的差分方程

xxx(k + 1) = Axxx(k) +
m∑

i=1

ui(k)Bixxx(k) + Buuu(k),

k = 0, 1, · · ·
描述, 其中, xxx(k) ∈ Rn, A, B1, · · · , Bm ∈ Rn×n, B

∈ Rn×m, uuu(k) = [u1(k) · · · um(k)]T ∈ Ω ⊆ Rm.
现有关于离散双线性系统可控性的文献主要考虑如

下单输入齐次双线性系统

xxx(k + 1) = Axxx(k) + u(k)Bxxx(k) (5)

及单输入非齐次双线性系统

xxx(k + 1) = Axxx(k) + u(k)Bxxx(k) + cccu(k) (6)

其中, ccc ∈ Rn.
下面, 给出双线性系统可控性定义.
定义 1[3, 9]. 系统 (3) 和 (4) 是可控的, 若对任

意 ξξξ, ηηη ∈ Rn
∗ (Rn

∗ = Rn \ {0}), 存在控制 u(t) 和有
限时间 T > 0, 使得在某个 t ∈ (0, T ) 时, ξξξ 被转移

至 ηηη.
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定义 2[48−49]. 系统 (5) (系统 (6)) 是可控的, 若
对任意 ξξξ, ηηη ∈ Rn

∗ (Rn), 存在有界控制序列 u(k) (k
= 0, 1, · · · , l, l 为一正整数), 使得在 k = l 时, ξξξ 被

转移至 ηηη.
对于齐次双线性系统 (3)∼ (5), 注意到原点是

一个孤立点, 从理论上讲, 系统一旦到达则任何控制
都不能使其转移. 因此, 齐次双线性系统的状态 “空
间” 应为Rn

∗ .
这里介绍一个对证明可控性十分有用的引理.
引理 1[9, 67]. 一系统在一连通子流形 S ⊆ Rn

上可控, 当且仅当对任意初值 ξξξ ∈ S, 存在控制及 ξξξ

的一邻域 N(ξξξ) ⊆ S, 使 ξξξ 在此邻域内可达.
引理 1 中 “在一连通子流形 S ⊆ Rn 上可控”

指对任意 ξξξ, ηηη ∈ S, 存在控制使得 ξξξ 可被转移至 ηηη.
“使 ξξξ 在此邻域内可达” 指对此邻域中任意一点存在
控制使得 ξξξ 可被转移至该点.

2 连续双线性系统可控性

对连续双线性系统可控性、可达性的研究最早

可追溯至文献 [21−23], 在上世纪 70 年代取得了丰
富的成果. 这里要指出, 对于非线性系统, 可控性是
比可达性更强的性质, 也比可达性更难获得[73]. 对
可达性的研究有助于可控性的研究. 在本文中, 关于
连续双线性系统仅介绍可控性的一些主要结果.

众所周知, 矩阵、线性空间理论在线性时不变系
统可控性的研究中发挥了重要作用. 而在连续双线
性系统可控性的研究中, 李群、李代数理论则被广泛
应用. 下面为便于叙述, 介绍一些相关定义.
定义 3. 对任意 A,B ∈ Rn×n, 定义李括号

[A,B] = AB −BA

并记 adA(X) = [A,X], ad0
A(X) = I, adk

A(X) =
[A, adk−1

A (X)]. 则 adA 的最小多项式

ϕ(λ) = λr + ar−1λ
r−1 + · · ·+ a1λ + a0

为使 ϕ(adA) = 0 成立的阶数最小的首一多项式, 即
有

adr
A + ar−1adr−1

A + · · ·+ a1adA + a0I = 0

定义 4. 对任意 B1, · · · , Bm ∈ Rn×n, 定义李
括号

{B1, · · · , Bm}L

为由 B1, · · · , Bm 生成的李代数. 其中, B1, · · · , Bm

称为李代数 {B1, · · · , Bm}L 的生成元.
李代数 {B1, · · · , Bm}L 由生成元 B1, · · · , Bm

反复通过李括号得到. 以m = 2 为例, 有

{B1, B2}L = {B1, B2, [B1, B2], [B1, [B1, B2]],

[[B1, B2], [B1, [B1, B2]]], · · · }
定义 5. 一矩阵李群 G 在 Rn

∗ 上是传递的, 若
对任意 xxx,yyy ∈ Rn

∗ , 存在 Ξ ∈ G 使得 yyy = Ξxxx.
在定义 5 中, 记李群 G 的李代数为 g, 则定义

5 等价于李代数 g 是传递的, 即对任意 xxx ∈ Rn
∗ , 有

span{Λxxx,Λ ∈ g} = Rn. 此时称李代数 g 的秩为 n.
在连续双线性系统中, 不受限对称双线性系统

(4) 具有最完美的理论. 这里, 不受限即指 Ω = Rm.
若记

Ẋ =
m∑

i=1

ui(t)BiX, X(0) = I (7)

为系统 (4) 对应的矩阵系统, X ∈ Rn×n, 则矩阵系
统 (7) 在分段常值控制作用下有唯一解 X(t;uuu), 称
之为系统 (4) 的转移矩阵. 而 Φt(ξξξ;uuu) = X(t;uuu)ξξξ
即是系统 (4) 对应于初值 xxx(0) = ξξξ 的解. 若对任意
ξξξ ∈ Rn

∗ , 有 {X(t;uuu)ξξξ | (t;uuu)} = Rn
∗ , 则系统 (4) 可

控. 因此, 矩阵系统 (7) 的解与系统 (4) 的可控性密
切相关. 由于矩阵系统 (7) 在分段常值控制作用下
的所有解构成一李群, 而对此李群的研究又可转化
为对其李代数的研究. 利用李理论, 文献 [26−27] 给
出了不受限对称双线性系统 (4) 可控的充要条件.

定理 1[26−27]. 若控制不受限, 则系统 (4) 可控
当且仅当 {B1, · · · , Bm}L 传递.
定理 1 将系统 (4) 可控性的判定转化为对一李

代数的传递性, 即李代数的秩的检验. 当系统阶数较
高时, 检验比较困难, 文献 [9] 给出了一种算法.
对于系统 (3), 尽管其与系统 (4) 相比仅多了一

漂移项 Axxx, 但迄今为止, 尚未得出系统 (3) 普适的
可控性充要条件. 事实上, 系统 (3) 可看作

ẋxx =
m∑

i=0

ui(t)Bixxx

其中, B0 = A, u0(t) 恒等于 1. 因此对系统 (3) 的
研究可利用系统 (4) 的一些结果. 同样, 可定义

Ẋ = AX +
m∑

i=1

ui(t)BiX, X(0) = I (8)

为系统 (3) 相应的矩阵系统, X ∈ Rn×n. 矩阵系统
(8) 在分段常值控制作用下有唯一解 X(t;uuu), 为系
统 (3) 的转移矩阵. 系统 (3) 的可控性与矩阵系统
(8) 密切相关. 由于矩阵系统 (8) 在分段常值控制作
用下的所有解一般不构成一群, 而是一半群, 导致对
系统 (3) 可控性的研究非常困难, 迄今未得到彻底
解决. 目前有如下必要 (非充分) 条件和充分 (非必
要) 条件.
定理 2[9]. 在控制不受限条件下, 若系统 (3) 可

控, 则 {A,B1, · · · , Bm}L 是传递的.
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定理 3[34]. 在控制不受限条件下, 若存在 δ1,
· · · , δm ∈ R 使得

Aδ = A +
m∑

i=1

δiBi

中立, 且 {A,B1, · · · , Bm}L 传递, 则系统 (3) 可控.
这里一矩阵中立是指其在实域下相似于一反对

称阵. 文献 [34] 讨论了中立矩阵在系统 (3) 可控性
研究中的作用. 事实上, 定理 3 中 Aδ 中立保证了矩

阵系统 (8) 的所有解构成一李群.
在矩阵系统 (8) 中, 若 X ∈ G, G 是一闭李群,

其李代数为 {A,B1, · · · , Bm}L, 则称矩阵系统 (8)
是在 G 上的右不变系统. 许多研究系统 (3) 可控性
的文献均要讨论右不变系统 (8)的解的拓扑性质,以
利用转移矩阵判定系统 (3) 的可控性, 具体可参见
文献 [29, 31−32, 38]. 右不变系统 (8) 与系统 (3) 的
关系可参见文献 [9, 14].
文献 [38, 42, 44] 讨论了系统 (3) 在单输入情况

下, 即系统
ẋxx = Axxx + u(t)Bxxx (9)

的可控性问题. 文献 [38] 给出了一个充分条件.
定理 4[38]. 若 tr(A) = 0, tr(B) = 0, 且 B 严

格正则, 不妨设 B 已是对角型. 其中 A = [aij] 满足
aij 6= 0 对任意 |i − j| = 1, 且 a1nan1 < 0, 则在控
制不受限条件下系统 (9) 可控.

文献 [38] 通过研究右不变系统得到系统 (9) 的
可控性. 文献 [42] 研究了系统 (9) 在二阶时的可控
性, 通过直接分析系统的解, 给出了系统可控的充要
条件.
定理 5[42]. 若系统 (9) 的阶数为 2, 且控制不受

限, 则系统 (9) 可控的充要条件是 A,B 线性无关,
且对任意 µ ∈ R, (A + µB) 无实特征值, 并随 µ 的

不同, (A + µB) 的特征值既能取到正实部亦能取到
负实部.

文献 [44] 在 [42] 的基础上, 给出了一个形式上
更易使用的可控性判据.
定理 6[44]. 对二阶系统 (9), 不妨设 B 是实域

下的约当标准型, A = [aij]. 若 {A,B}L 传递, 则系
统不可控当且仅当以下任一情况出现:

1) B 是对角阵且 a12a21 > 0;
2) B 是反对称阵且 A 半正定 (含正定) 或半负

定 (含负定).
注意到 {A,B}L 传递是系统 (9) 可控的必要条

件.而在二阶时 {A,B}L 传递当且仅当A,B 线性无

关且无共同实特征向量[42]. 定理 6 可看作定理 5 的
一个补充. 此外, 文献 [44] 还研究了系统 (9) 在三阶
时一些特殊情况下的可控性.

文献 [34] 研究了系统 (9) 的小可控性, 并给出
系统小可控的必要条件和充分条件. 所谓小可控是
指对任意 δ > 0, 系统在控制限制 |u(t)| ≤ δ (或
|u(k)| ≤ δ) 下均可控. 小可控性是系统在控制受强
约束下的可控性, 是一种很强的性质. 而正如引言部
分所述, 控制受限的双线性系统仍可以可控.
定理 7[34]. 若系统 (9) 小可控, 则 A 的特征值

均在虚轴上, 即 A 的特征值仅为纯虚数或零.
定理 8[34]. 系统 (9) 是小可控的, 若对任意 xxx ∈

Rn
∗ , [Bxxx adA(B)xxx · · · adr

A(B)xxx] (r 为 adA 的最小

多项式的阶) 列满秩, 且 A 中立.
在定理 8 中, A 中立蕴含了 A 的特征值均

在虚轴上. 这里要指出, A 的特征值均在虚轴上

并不等价于 A 中立, 而是包含了 A 中立. 此外,
[Bxxx adA(B)xxx · · · adr

A(B)xxx] 对任意 xxx ∈ Rn
∗ 列满

秩则蕴含了 {A,B}L 传递, 但后者推不出前者, 即
后者是前者的必要条件. 根据定理 3, A 中立加上

{A,B}L 传递已可得系统 (9) 可控, 但要获得小可
控性则需像定理 8 这样更强的条件. 由此可见, 小可
控性比可控性的性质更强.
定理 7 能否改进为 “若系统 (9) 小可控, 则 A

中立” 值得研究.
至此, 定理 1∼ 3 是判断系统 (3) 和 (4) 可控性

的经典判据, 均以李代数条件的形式给出, 适用于
多输入情况, 但当系统阶数较高时使用困难. 定理
4∼ 8 针对单输入系统 (3), 即系统 (9). 其中定理
4∼ 6 的可控性判据以线性代数条件的形式给出, 较
易使用. 定理 7 和 8 针对系统 (9) 的小可控性, 后
者在系统阶数较高时难以应用, 因为此时很难验证
[Bxxx adA(B)xxx · · · adr

A(B)xxx] 对任意 xxx ∈ Rn
∗ 均列

满秩.
文献 [39−40] 则研究了形式为 (9) 的正双线性

系统可控性问题. 所谓正双线性系统是指对任意初
值 xxx(0) ∈ Rn

+, 系统的解始终在Rn
+ 内, 其中Rn

+ 是

所有元素均为正的 n 维向量的集合. 因此, 正双线性
系统 (9) 可控是指对任意 ξξξ,ηηη ∈ Rn

+, 存在控制 u(t)
和有限时间 T > 0, 使得在某个 t ∈ (0, T ) 时, ξξξ 被

转移至 ηηη. 文献 [39] 给出了系统 (9) 在控制不受限
条件下是正双线性系统的充要条件, 即当且仅当 A

D 0 且B 是对角的, 系统 (9) 是正双线性系统. 其中
A D 0 指对任意 i 6= j 有 aij ≥ 0. 文献 [39] 同时研
究了正系统 (9) 的拓扑性质, 给出了一些系统在二
阶时可控的充分条件, 文献 [40] 则得到了二阶时可
控性充要条件.
定理 9[40]. 若控制不受限, 则二阶正双线性系

统 (9) 可控当且仅当 B = diag{b1, b2} 非奇异, 且以
下任一条件满足:

1) b1 > 0;
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2) b1 < 0, ∆ > 0, a22b1 − a11b2 > 0.
其中, b2 > 0, ∆ = (a22b1 − a11b2)2 + 4a12a21b1b2.
文献 [39] 则给出了一个判断正系统 (9) 不可控

的条件.
定理 10[39]. 若存在向量 ppp = [p1 · · · pn]T ∈

Rn
+, 使得

n∑
i=1

pibi = 0,

n∑
i=1

piaij ≥ 0

其中, A = [aij], B = diag{b1, · · · , bn}, 则正系统
(9) 不可控.
对于由 Schrödinger方程所描述的量子系统,注

意到其数学模型在形式上就是双线性系统微分方程,
因此量子系统可控性与连续双线性系统可控性密切

相关[15−20].
综上所述, 连续双线性系统可控性的研究主要

基于李群、李代数等数学工具. 目前为止, 只有不
受限对称双线性系统 (4) 的可控性问题彻底解决了,
得到了充要条件, 这得益于李群、李代数的应用. 而
对于齐次双线性系统 (3) 的可控性, 只有二阶单输
入情况彻底解决了 (一阶时系统 (3) 不可控), 高阶
情况仍无普适条件. 难点在于对半群的分析与处理.
这有待于半群理论的进一步发展. 另一方面, 由于矩
阵系统 (8) 与系统 (3) 的可控性密切相关, 矩阵系统
(8) 的拓扑性质值得深入研究.

3 离散双线性系统可控性

许多实际系统的模型都具有离散双线性形式,
例如复利、神经网络、人口增长等[48−49]. 相比于
连续双线性系统, 离散双线性系统可控性的研究和
成果则较少, 数学工具主要是矩阵和数学分析. 究
其原因在于离散系统的代数结构远不如连续系统

丰富 (离散系统中通常要处理半群问题), 使得许多
数学工具无法较好地应用. 绝大部分现有研究离散
双线性系统可控性的文献均针对单输入系统 (5) 和
(6)[48−53], 且系统阶数大于 1 (一阶时可控性很明显,
两系统均可控). 其中文献 [48] 研究了系统 (5) 和
(6) 的小可控性, 给出了系统小可控的充分条件.
定理 11[48]. 系统 (5) 是小可控的, 若存在正整

数 N, M , 使得对任意 xxx ∈ Rn
∗ 如下条件满足:

1) ‖ANxxx‖2 = ‖xxx‖2, 即 AN 是正交矩阵;
2) HM(xxx) = [BAM−1xxx ABAM−2xxx · · ·

AM−1Bxxx] 行满秩, 即 rankHM(xxx) = n.
定理 12[48]. 系统 (6) 是小可控的, 若存在正整

数 N, M , 使得对任意 xxx ∈ Rn
∗ 如下条件满足:

1) ‖ANxxx‖2 = ‖xxx‖2, 即 AN 是正交矩阵;
2) IM(xxx) = [BAM−1xxx + ccc ABAM−2xxx + Accc

· · · AM−1Bxxx+AM−1ccc] 行满秩, 即 rankIM(xxx) = n.

文献 [48] 证明可控性的思路是在定理 11 和 12
中的两条件下, 先证明局部可控性, 进而再构造出有
限个开覆盖将任意两非零的状态连接以得到可控性.
事实上, 在得到局部可控性后, 直接利用引理 1 便可
得可控性, 因局部可控性保证了对系统所有状态都
存在其一邻域对其可达, 且 Rn

∗ (n ≥ 2) 是连通的.
文献 [9] 已指出这一点. 注意到, 若系统阶数较高,
则定理 11 和 12 中第二个条件很难验证. 因此, 定
理 11 和 12 难以应用于高阶系统.
文献 [51] 给出了系统 (5) 小可控的必要条件.
定理 13[51]. 若系统 (5) 小可控, 则 A 的特征值

均在单位圆上.
结合文献 [48] 可知该定理对系统 (6) 亦成立,

因系统 (6) 可转化为增广的系统 (5)[48].
文献 [49] 则在假设 rankB = 1 的前提下, 将系

统 (5) 和 (6) 分别转化为一线性系统和状态延迟反
馈环节所组成的闭环系统加以分析. 即讨论如下形
式的齐次离散双线性系统

xxx(k + 1) = Axxx(k) + u(k)Bxxx(k)

rankB = 1, B = ccchhhT (10)

和非齐次离散双线性系统

xxx(k + 1) = Axxx(k) + u(k)Bxxx(k) + cccu(k)

rankB = 1, B = ccchhhT (11)

其中, ccc,hhh ∈ Rn. 注意到系统 (10) 和 (11) 分别等价
于

xxx(k + 1) = Axxx(k) + cccv(k) (12a)

v(k) = u(k)hhhTxxx(k) (12b)

xxx(k + 1) = Axxx(k) + cccv(k) (13a)

v(k) = u(k)(hhhTxxx(k) + 1) (13b)

其中, 式 (12a) 和 (13a) 可看作线性系统, 式 (12b)
和 (13b) 可看作状态延迟反馈. 此时, 对系统 (10)
和 (11) 便可利用线性系统的理论来分析其可控性.
文献 [49] 给出了系统 (10) 和 (11) 可控的充分条件
和必要条件. 文献 [50] 用一种多项式方法研究了系
统 (12) 的可控性. 文献 [52−53] 则在文献 [49] 的基
础上给出了可控性充要条件.

定理 14[52]. 记 I = {i|hhhTAi−1ccc 6= 0, 0 < i ≤
n2},并记 j 为所有 i ∈ I 的最大公约数,则系统 (10)
可控当且仅当 (A,ccc) 可控, (hhhT, A) 可观且 j = 1.
定理 15[53]. 记 rank[hhh AThhh · · · (AT)n−1hhh]T =

m ≤ n, I = {i|hhhTAi−1ccc 6= 0, 0 < i ≤ m2}, 并记 j

为所有 i ∈ I 的最大公约数, 则系统 (11) 可控当且
仅当 (A,ccc) 可控且
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rank




1 hhhT

1 hhhTAj

...
...

1 hhhTAαj




= α + 1

其中, m = αj.
文献 [54] 则简化了定理 14 的判定条件, 指出定

理 14 中的集合 I 可以缩小, 即令 I = {i|hhhTAi−1ccc 6=
0, 0 < i ≤ 2n}, 再判断 j 即可.
若 rankB > 1, 则无法对系统做类似于式 (12)

和 (13) 的分解, 因而文献 [49, 52−53] 研究系统 (5)
和 (6) 可控性的方法不适用于 rankB > 1 的情况.
文献 [55] 则研究了输入为二维及多维时, 即系

统

xxx(k + 1) = Axxx(k) +
m∑

i=1

ui(k)Bixxx(k)

的可控性, 并得到一些充分条件, 方法类似于文献
[49] 但假设更强, 要求 rankBi 均等于 1.
定理 11∼ 15 是关于离散双线性系统早期的, 也

是主要的可控性判据, 仅适用于单输入情况. 定理
11 和 12 针对小可控性, 为充分条件, 且在系统阶数
较高时难以应用. 定理 14 和 15 为可控性充要条件,
易于使用, 但对象有限制. 此后对离散双线性系统可
控性的研究几乎陷入停滞.

近来, 文献 [67] 首次构造了一个二阶双线性系
统可控性反例, 即如下不可控严格双线性系统

ẋxx = u(t)Bxxx

经 Euler 离散化后得到的离散系统

xxx(k + 1) = xxx(k) + u(k)Bxxx(k) = (I + u(k)B)xxx(k)
(14)

却是可控的, 其中

B =




−1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2




系统 (14) 是系统 (5) 中 A = I 时的情况, 但无论是
定理 11 还是定理 14 均不能用来判断系统 (14) 的
可控性. 因 A = I 导致定理 11 中第二项不可能被
满足; 定理 14 的前提是 rankB = 1. 文献 [68] 则给
出了一个易于判断系统 (14) 可控的充分条件, 从而
推广了文献 [67] 所提出的二阶反例. 文献 [69] 则进
一步得到了系统 (14) 可控的充要条件.
定理 16[69]. 设系统 (14) 的阶数为 n. 则当 n

= 1 时, 系统可控的充要条件是 B 6= 0; 当 n = 2

时, 系统可控的充要条件是 B 的特征值为一对共轭

复数, 但不含纯虚数; 当 n ≥ 3 时, 系统不可控.
文献 [69] 之所以得到了可控性充要条件是因

为在证明可控性的第一步 (将任意状态转移到自身)
中, 不同于文献 [67−68] 采用常值控制, 文献 [69] 构
造出了非常值控制. 文献 [71] 则在文献 [69] 的基础
上得到了一个包含二阶系统 (14) 可控性的充分条
件.
定理 17[71]. 如下二阶系统 (a 6= 0)

xxx(k + 1) = (aI + u(k)B)xxx(k)

可控, 若 ||a| − 1| 足够小且 B 的特征值为一对共轭

复数 r(cos α± j sin α), 使得 |a| sinα < 1.
在定理 17 中令 a = 1, 即得定理 16 在 n = 2

时的结论.
定理 16 指出系统 (14) 在三阶或三阶以上时不

可控. 因此, 系统 (14) 似乎并无多少有价值的系统
特性. 尽管如此, 文献 [70] 进一步研究了系统 (14),
发现并证明了离散双线性系统的一种新性质, 即对
不可控的系统 (14), 它的可控域几乎可以覆盖全空
间, 使得系统临近可控. 文献 [72] 则在文献 [70] 的
基础上给出了如下更全面的临近可控性定义.
定义 6[72]. 一连续系统 ẋxx(t) = f(xxx(t),uuu(t)) (离

散系统 xxx(k +1) = f(xxx(k),uuu(k))) 是临近可控的, 若
对任意 ξξξ ∈ Rn \E, ηηη ∈ Rn \ F , 存在分段常值控制
uuu(t) 和 T > 0 (有界控制序列 uuu(k), k = 0, 1, · · · ,
l, l 为一正整数), 使得在某个 t ∈ (0, T ) 时 (在 k

= l 时), ξξξ 被转移至 ηηη. 其中 E, F 为 Rn 中两个

Lebesgue 测度为零的集合.
文献 [70] 研究了系统 (14) 的临近可控性, 给出

如下结论.
定理 18[70]. 对于系统 (14), 若 B ∈ Rn×n 有 n

个非零的互不相同的实特征值, 则系统 (14) 临近可
控. 特别地, 对任意

ξξξ ∈ Rn \ {ξξξ||ξξξ Bξξξ · · · Bn−2ξξξ Bn−1ξξξ| = 0}
ηηη ∈ Rn, ξξξ 可被转移至 ηηη.

定理 18 中的双线性系统不可控, 但却 “几乎”
可控. 严格地说, 可控的双线性系统亦临近可控 (此
时有 E = F = ∅), 而不可控的双线性系统可临近可
控. 事实上, 临近可控性描述了不可控但具有很大可
控域的系统, 是双线性系统, 亦非线性系统的一种本
质属性. 而对一线性时不变系统, 若其不可控, 则所
有的状态都不可控 (这里, 可控性并非指仅控制到原
点, 而是控制到任意点. 对线性时不变系统, 可控性
与可达性等价. 即, 可控的线性时不变系统的状态被
控制到原点等价于被控制到任意点). 临近可控性是
包含了可控性的更广泛的概念. 对这个性质的研究
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不只限于双线性系统, 还可面向更广泛的非线性系
统. 为说明这点, 例举如下两个不可控但临近可控的
非线性系统例子.
考虑连续非线性系统

ẋ1 = u1(t)(x1 + u1(t))2

ẋ2 = u2(t)x3

ẋ3 = u3(t)x2

其中, xxx = [x1 · · · x3]T ∈ R3, uuu(t) = [u1(t) · · ·
u3(t)]T ∈ R3, 及离散非线性系统

xxx(k + 1) =

[
1+2 sin u(k) 0

0 −1+2 cos u(k)

]
xxx(k)

其中, xxx(k) ∈ R2, u(k) ∈ R. 对上述连续非线性系
统易见形如 [ξ1 0 0]T 的状态不可控 (零项不可控).
对上述离散非线性系统易见形如 [ξ1 0]T 和 [0 ξ2]T

的状态不可控 (零项不可控). 因此, 两非线性系统均
不可控.文献 [72]则证明了它们均临近可控.特别地,
对连续非线性系统有 E, F = {[ξ1 0 0]T, ξ1 ∈ R}.
对离散非线性系统有 E = {[ξ1 ξ2]T, ξ1ξ2 = 0}, F

= ∅.
文献 [70] 利用定理 18, 给出了 Euler 离散化改

变系统可控性的任意有限维例子. 考虑如下 n 阶连

续双线性系统

ẋxx = u(t)Bxxx = u(t)




1 0 · · · 0
0 2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · n




xxx

xxx(0) = ϕϕϕ : [1 · · · 1]T (15)

直接求解系统可知, 无论采取何种控制, 系统的状态
只能限制在曲线

{xxx(t)|x2(t) = x2
1(t), · · · , xn(t) = xn

1 (t), x1(t) > 0}
上. 而根据定理 18, 系统 (15) 经 Euler 离散化后得
到的离散系统

xxx(k + 1) =




I+u(k)




1 0 · · · 0
0 2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · n







xxx(k)

xxx(0) = ϕϕϕ

临近可控. 因此, ϕϕϕ 可被转移至 Rn 中任意一点. 而
与状态只能在一曲线上转移的系统 (15) 相比, 可控
性发生了根本的改变.

这里要强调一点, 对线性时不变系统, Euler 离
散化并不改变其可控性, 而对非线性系统, 则不一
定.

此外, 文献 [59−61] 研究了系统 (9) 的采样可
控性. 双线性系统采样可控性是指将连续双线性系
统的解采样后得到的采样系统的可控性, 即系统

xxx(k + 1) = eτ(A+u(k)B)xxx(k)

的可控性, 其中 τ 为采样周期. 注意到此系统已不是
双线性了, 而是一离散非线性系统.
文献 [62−66] 讨论了系统 (5) 的零可控性, 即

将任意状态控制到原点. 但对非线性系统, 状态被控
制到原点并不代表能被控制到任意点.
综上所述, 与连续双线性系统可控性相比, 离散

双线性系统可控性的研究和成果相对较少. 绝大多
数现有文献所讨论的是单输入系统 (5) 和 (6) 的可
控性, 且仅在一些特殊情况下得到了充要条件, 目
前尚无普适条件. 而对多输入离散双线性系统可控
性的研究则几乎没有. 近期发现的非线性系统临近
可控性值得关注和研究. 由于控制与状态耦合所导
致的非线性, 使得离散双线性系统可控性问题很复
杂, 较难处理. 迄今没有一套合适的像李群那样成
熟的数学工具来针对这个问题. 另一方面, 由于离散
系统与连续系统有本质的不同, 离散系统的代数结
构远不如连续系统丰富. 因此, 离散双线性系统可控
性还需要更多更深入的研究. 可尝试对系统做适当
的假设或增加一些辅助条件以降低可控性问题的难

度, 如定理 14 和 15 中 rankB = 1 以及定理 16 中
A = I.

4 可控的双线性系统例子

例 1. 考虑如下齐次双线性系统

ẋxx = Axxx + u(t)Bxxx (16)

其中

A =

[
0 1
−1 0

]
, B =

[
1 0
0 1

]

由于 A,B 线性无关, 且 λ(A+µB) = µ± i, 根据定
理 5, 系统 (16) 可控. 注意到 A,B 显然无共同实特

征向量, 有 {A,B}L 传递. 若根据定理 6, 因 a12a21

= −1 < 0, 可得系统 (16) 可控. 若根据定理 3, 注意
到 A 中立, 可得系统 (16) 可控.

事实上, 直接求解系统 (16) 有

xxx(t) = e
∫ t
0 (A+u(τ)B)dτxxx(0) = e

∫ t
0 u(τ)dτeAtxxx(0) =

e
∫ t
0 u(τ)dτ

[
cos t sin t

− sin t cos t

]
xxx(0)
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上式最后一项中的第 1 项为可控制状态的幅值, 第
2 项为可控制状态的相角, 因而系统可控.

例 2. 考虑如下对称双线性系统

ẋxx = u1(t)B1xxx + u2(t)B2xxx (17)

其中

B1 =

[
0 1
0 0

]
, B2 =

[
0 0
1 0

]

注意到

[B1, B2] =

[
1 0
0 −1

]

∀xxx 6= 0 有

rank[B1xxx B2xxx [B1, B2]xxx] =

rank

[
x2 0 x1

0 x1 −x1

]
= 2

因而 {B1, B2}L 传递. 根据定理 1, 系统 (17) 可控.
例 3. 考虑如下齐次双线性系统

xxx(k + 1) = Axxx(k) + u(k)Bxxx(k) (18)

其中

A =

[
1 0
−1 −1

]
, B =

[
0 1
1 0

]

注意到 A2 = I, 且 ∀xxx 6= 0 有

det[ABxxx BAxxx] = −(x2
1 + x1x2 + x2

2) < 0

即 rank[ABxxx BAxxx] = 2. 根据定理 11, 系统 (18)
小可控.
例 4. 考虑如下齐次双线性系统

xxx(k + 1) = Axxx(k) + u(k)Bxxx(k) (19)

其中

A =

[
0 1
1 1

]
, B =

[
1 0
0 0

]

因 rankB = 1, 令

B =

[
1
0

] [
1 0

]
= ccchhhT

则有 (A,ccc)可控, (hhhT, A)可观. 又hhhTccc = 1, hhhTAccc =
0, hhhTA2ccc = 1, hhhTA3ccc = 1, 有 I = {1, 3, 4}, j = 1.
根据定理 14, 系统 (19) 可控.
例 5. 考虑如下齐次双线性系统

xxx(k + 1) = xxx(k) + u(k)Bxxx(k) (20)

其中

B =

[
1 1
−1 1

]

因 λ(B) = 1± j. 根据定理 16, 系统 (20) 可控.
例 6. 考虑如下齐次双线性系统

xxx(k + 1) = xxx(k) + u(k)Bxxx(k) (21)

其中

B =

[
0 2
−1 3

]

因 λ(B) = 1, 2. 根据定理 18, 系统 (21) 可控临近.

5 结论与展望

本文讨论了双线性系统可控性. 将双线性系统
分为连续型和离散型, 分别进行论述, 介绍了一些经
典结果. 尤其对离散双线性系统, 报告了一些最新成
果. 对连续双线性系统可控性的研究主要以李群、李
代数为工具. 对离散双线性系统可控性的研究主要
以矩阵、数学分析为工具. 目前, 仅一些具特殊形式
或在一些特殊条件下的双线性系统可控性问题得到

了彻底解决, 绝大多数情况仍未解决, 还有待进一步
的研究. 特别地, 近期发现的非线性系统临近可控性
值得关注和研究. 此外, 由于双线性系统的镇定问题
一直以来是难点, 如何像线性时不变系统状态反馈
镇定那样, 利用双线性系统的可控性来指导双线性
系统的镇定, 值得思考.
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