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不确定系统鲁棒自适应离散

变结构控制

宋立忠 1 鄢圣茂 1 杨立秋 1

摘 要 研究不确定系统的离散变结构控制设计问题. 对离散趋近律方

法进行分析, 提出一种基于鲁棒趋近律的自适应切换增益算法, 能根据不

确定因素对系统影响的强弱自动调整增益大小. 给出了闭环系统的鲁棒

稳定性证明, 并对其准滑模运动进行分析. 理论分析与仿真研究结果均表

明, 所提方法能有效减弱抖振, 较好地改善离散变结构控制器的性能, 并

解除了传统上确界方法要求不确定因素上确界可知的限制.
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Abstract The question of discrete-time variable structure con-

troller design for uncertain systems is researched based on the

reaching law approach. An adaptive switching gain which can

be automatically tuned according to system uncertainties is de-

signed and the robust stability of the closed-loop system, as

well as its quasi-sliding mode motion, is discussed. Theoretic

analysis and simulation results show that the proposed method

can decrease the chattering and improve the performance of dis-

crete variable structure controller effectively. Also, the limitation

for the convention design method, which requires the boundary

of system uncertainties be known, is dismissed in the proposed

method.
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滑模变结构控制因其所特有的强鲁棒性特点而受到重

视. 对离散时间系统建立变结构控制, 目前比较通行且较为

简单的方法是离散趋近律方法[1]. 但传统的设计方法存在稳

态抖振的缺点, 系统状态最终只能稳定于原点邻域的某个抖

动, 而不能期待原点的稳定性[2−4]. 特别是采用上确界方法

设计控制器时, 过大的切换增益使得抖振严重, 制约了变结

构控制在实际系统中的应用. 为此, 学者们提出了众多改进

算法[2−10], 都收到了比较好的效果. 这些算法主要是从两方

面开展研究: 1) 对传统指数趋近律本身进行改进或提出新的

趋近律; 2) 摈弃上确界方法, 转而采用扰动估计器的设计思

想. 必须说明, 扰动估计器一般只适用于不确定因素的动态

变化比较慢的情况, 对于有界不确定系统, 上确界方法仍然

不失为一种简单有效的设计方法, 关键在于如何消弱抖振,

使之达到允许的范围.

文献 [10] 中提出了理想趋近律与鲁棒趋近律的概念, 指

出传统指数趋近律实质是一种反映变结构控制鲁棒特征的趋
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近律, 可直接基于不确定系统的名义模型进行设计, 通过设

计合适的趋近律参数即可保证闭环系统的鲁棒稳定性, 消除

了传统设计方法中的重复补偿现象, 减轻了抖振, 简化了设

计过程, 且求得的变结构控制形式也大为简化. 本文在文献

[10] 的基础上, 进一步提出一种自适应切换增益设计方法, 使

切换增益能根据不确定因素对系统影响的强弱自动调整其大

小, 从而形成一种能同时兼顾变结构控制与自适应控制特点

的鲁棒自适应离散滑模控制算法, 较好地削弱了抖振.

1 自适应切换增益的提出

研究如下形式的多输入不确定离散时间系统:

xxx(k + 1) = Axxx(k) + Buuu(k) + ddd(x, u, k) (1)

式中, xxx ∈ Rn, uuu ∈ Rm, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, ddd(x, u, k) ∈
Rn 代表不确定因素对系统的影响. 定义线性切换函数

sss(k) = [s1(k), · · · , sm(k)]T = Cxxx(k) (2)

并取鲁棒趋近律[10]

sss(k + 1) = µsss(k)− ηsgn(sss(k)) (3)

式中, η = diag{η1, η2, · · · , ηm},则通过选取适当的 η 值即可

保证鲁棒性, 控制律中不再单独考虑不确定性补偿问题[10],

易得变结构控制律:

uuu(k) = −(CB)−1[CAxxx(k)− µsss(k) + ηsgn(sss(k))] (4)

设计变结构控制的目的在于能够驱使系统从任意初始状态出

发的运动在有限时间内到达准滑动模态区, 而无论不确定因

素存在与否. 在控制律 (4) 作用下, 不确定系统 (1) 的实际滑

模动态为

sss(k+1) = Cxxx(k+1) = µsss(k)−ηsgn(sss(k)) + Cddd(x, u, k) (5)

文献 [10] 的研究已经证明, 若 η 大于或等于不确定性的上界,

即 η 的选取保证 ηi ≥ |CCCiddd(x, u, k)| 成立, 则由式 (1) 和 (4)

构成的闭环系统鲁棒稳定. 利用严格的不等式形式到达条件

|si(k + 1)| < |si(k)| 可求得式 (5) 的收敛条件为

|µisi(k)− ηisgn(si(k)) + CCCiddd(x, u, k)| < |si(k)| ⇔

−|si(k)| < µisi(k)−ηisgn(si(k))+CCCiddd(x, u, k) < |si(k)| ⇔



−si(k)<(µisi(k)−ηi+CCCiddd(x, u, k))<si(k), si(k) > 0

si(k)<(µisi(k)+ηi+CCCiddd(x, u, k))<−si(k), si(k) < 0
⇔





si(k) >
ηi −CCCiddd(x, u, k)

1 + µi
, si(k) > 0

si(k) < −ηi + CCCiddd(x, u, k)

1 + µi
, si(k) < 0

(6)

由式 (6), 当 si(0) 位于滑模面上方时, si(k) 的值总是无

限趋近于 si(k) = [ηi−CCCiddd(x, u, k)]/[1+µi], 而一旦有 si(k)

= [ηi −CCCiddd(x, u, k)]/[1 + µi], 则必然有 si(k + 1) = −[ηi −
CCCiddd(x, u, k)]/[1 + µi] = −si(k); 当 si(0) 位于滑模面下方时,

si(k) 的值总是无限趋近于 si(k) = −[ηi +CCCiddd(x, u, k)]/[1 +

µi], 而一旦有 si(k) = −[ηi + CCCiddd(x, u, k)]/[1 + µi], 则必然

有 si(k + 1) = [ηi +CCCiddd(x, u, k)]/[1 + µi] = −si(k). 即无论

系统运动从哪个方向进入准滑模区, 都将转换为幅值与 η 密

切相关的抖振, 抖振幅值为

|si(k+1)−si(k)| =





2(ηi −Di(k))

1 + µi
, 若 si(0) > 0

2(ηi + Di(k))

1 + µi
, 若 si(0) < 0

(7)

式中, Di(k) = CCCiddd(x, u, k). 显然, 准滑模区宽度 (抖振幅度)

由 η 与等效不确定性的差值决定, 若 η 取为常值, 比如不确

定性上界, 当实际作用在系统上的不确定性较小时, 系统的

抖振将非常严重. 因此, 可考虑将 η 设计为具有自适应功能

的变量:




{
η(k) = [I + λsgn(s(k))sgn(s(k − 1))]η(k − 1)

η(0) ≥ 0
(8a)

η =

{
η(k), 若 η(k) ≤ Du

Du, 若 η(k) > Du

(8b)

式中, λ = diag{λ1, λ2, · · · , λm} 且 0 ≤ λi < 1; Du 为等效

不确定性的上界值, 即对于所有的 k, 下式恒成立:

|CCCiddd(x, u, k)| = |Di(k)| ≤ Dui, i = 1, 2, · · · , m

式 (8a) 的作用在于, 对于预先确定的一个增益初值, 若

连续两次采样时刻的滑模函数符号相同, 则说明系统正处于

向理想滑模面趋近的运动阶段, 因而应加大切换增益, 从而

加快趋近速度; 若连续两次采样时刻的滑模函数符号相异,

则说明系统运动已开始穿越理想滑模面, 故应减小切换增益,

以减弱抖振. 式 (8b) 的作用则在于避免增益过大, 因为当切

换增益取为等效不确定性的上界时, 已经是考虑了最坏的情

况, 可以充分保证闭环系统的鲁棒稳定性, 这已是变结构控

制设计中的经典方法. 若设计中无法获知 Du, 则式 (8b) 可

不予考虑, 其存在与否并不影响系统的稳定性, 只能对由式

(8a) 决定的自适应过程的快慢或品质产生部分影响.

2 鲁棒稳定性

对于采用自适应切换增益的变结构控制系统的鲁棒稳定

性, 有如下定理:

定理 1. 采用自适应切换增益 (8), 并取初值满足 η(0) ≥
Du, 则在变结构控制 (4) 作用下的不确定系统 (1) 鲁棒稳定.

证明. 假设初始切换增益值为 ηi(k), 则根据式 (8) 知下

式成立:

ηi(k) ≥ Dui, ηi(k + j) = Dui, j = 1, 2, · · · , p (9)

式中, p 表示系统状态轨迹进入准滑模区的时刻. 由式 (9) 可

知, 此时的趋近过程与传统上确界方法完全相同, 系统始终

以最大切换增益 Dui 运动直到进入由等效不确定性的上界

值决定的准滑模区:

S∆
i : |si(k)| ≤ Dui −Di(k)

1 + µi
, i = 1, 2, · · · , m (10)

而一旦穿越滑模面, 切换增益将在自适应律 (8) 的作用下自

动调整其值, 而无论如何调整, 其值都不可能大于 Dui. 因此

无论不确定性如何变化, 系统运动都将保持在由式 (10) 描述

的准滑模区内, 系统鲁棒稳定. ¤
定理 1 表明了在不确定性的上界值可知时, 通过选取自

适应切换增益的初始值等于或大于此上界值, 即可保证所设
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计的离散变结构控制系统的鲁棒稳定性. 若 Du 值不可知,

自适应切换增益的初值可随机选取. 此时有两种可能, 一种

是 ηi(k) ≥ Dui, 此种情况与定理 1 完全相同; 另一种情况是

ηi(k) < Dui. 下面对第二种情况的鲁棒稳定性进行讨论.

假设系统初始运动位于滑模面上方, 分两种情况进行分

析:

1) ηi(k) < Dui, 并对所有的 k 均有 ηi(k) ≥ |Di(k)| 成
立.

对所有的 k 均有 ηi(k) ≥ |Di(k)| 成立, 这意味着无论切

换增益值变为多小, 都能保证变结构控制到达条件始终成立,

因此系统必然鲁棒稳定. 下面分析其运动过程. 系统首先以

渐增的切换增益值向滑模面方向运动:

ηi(k + j) = (1 + λi)
jηi(k), j = 1, 2, · · · , p (11)

假设系统运动于 k+p时刻进入准滑模区,若在趋近过程中出

现 ηi(k + j) ≥ Dui, j = 1, 2, · · · , p 的情况, 则系统准滑模区

表达式与式 (10)相同;若趋近过程中始终有 ηi(k+j) < Dui,

则准滑模区可表示为

S∆
i : |si(k)| ≤ (1 + λi)

pηi(k)−Di(k)

1 + µi
, i = 1, 2, · · · , m

(12)

显然, 式 (12) 表示的准滑模区包含在式 (9) 表示的准滑模区

之内.

2) ηi(k) < Dui, 且存在 ηi(k) < |Di(k)| 的时刻.

假设此种情况出现在趋近过程中, 比如在 k 时刻出现

ηi(k) < |Di(k)|, 由滑模动态方程 (5) 知, 此时有可能导致变

结构控制到达条件

[si(k + 1)− si(k)]si(k) = (µi − 1)si(k)− ηi(k) + Di(k)< 0

(13)

不再成立, 若出现这种情况, 系统将暂时向远离滑模面的方

向运动:

|si(k + 1)| > |si(k)|, i = 1, 2, · · · , m

但由于此时系统尚未进入准滑模区, 不存在穿越滑模面的问

题, 因此切换增益 η 值将按照式 (11) 的规律快速递增; 而不

确定因素是有界的, 最恶劣的情况莫过于 Di = Dui. 因此,

在经过有限的步数 k1 后必然会出现

ηi(k + k1) ≥ |Di(k + k1)|

于是变结构到达条件 (13) 得到满足, 系统运动重新回到向滑

模面趋近的方向上来, 且在趋近过程中切换增益仍按式 (11)

的规律快速递增, 直到其值大于或等于 Dui. 于是系统运动

进入并保持在准滑模区 (10) 内, 鲁棒稳定.

如果系统初始运动位于滑模面下方, 分析过程与上面相

同, 只须将准滑模区表达式中 Di(k) 前面的负号换为正号即

可, 但其实质完全一样.

综上, 可以得到结论: 在采用自适应切换增益 (8) 的变结

构控制 (4) 的作用下, 不确定系统 (1) 从任意初始状态出发

的运动必然在有限时间内进入并稳定于准滑模区 (10) 内, 采

用自适应切换增益 (8) 后并不影响变结构控制系统的鲁棒稳

定性. 若不确定因素的上界值无法获知, 只能随机选取自适

应切换增益的初值时, 若取得过小, 则系统向滑模面趋近运

动的过程会较慢, 甚至可能发生由于其值小于该时刻的扰动

值而导致变结构控制到达条件不能成立, 从而出现短时的背

离滑模面方向的运动, 尽管在自适应增益的自我调节下会很

快摆脱这种状况, 但该现象的出现必然会恶化系统动态性能,

减慢趋近过程, 应当避免. 因此, 应在实际系统允许的情况

下, 尽量取 η(0) 为比较大的值, 以加快趋近过程, 虽然首次

穿越滑模面的幅值可能较大, 但每穿越一次, 其值必然按下

式衰减一次:

η(k + 1) = (I − λ)η(k) (14)

因此在经过有限次的穿越之后, 系统最终稳定下来的准滑模

区宽度必然与式 (10) 的情况完全相同.

3 准滑模运动分析

下面对采用自适应切换增益后, 不确定系统 (1) 的准滑

模运动进行分析. 首先研究一种特殊情况, 即假设每个采样

时刻等效不确定性的幅值都小于该时刻的切换增益值的情

况:

ηi(k) > |Di(k)|, k = 1, 2, · · · (15)

此假设保证了变结构控制到达条件的始终成立, 系统一旦进

入准滑模区开始穿越滑模面, 其后的每一步都将穿越滑模面.

设系统运动在 k 时刻第一次从正方向开始进入准滑模

区, 且该时刻的增益为 ηi, 根据式 (7) 及其前面的分析可知此

时有 si(k) = [ηi −Di(k)]/[1 + µi]. 采用自适应切换增益 (8)

后, 系统运动规律变为

si(k + 2j − 1) =

− (1 + λi)(1− λi)
(2j−2)ηi −Di(k + 2j − 2)

1 + µi

j = 1, 2, · · ·

si(k + 2j) =
(1 + λi)(1− λi)

(2j−1)ηi + Di(k + 2j − 1)

1 + µi

j = 1, 2, · · ·

系统运动仍然步步穿越滑模面, 但由于 0 < λi < 1, 从 k + 1

时刻开始, 每一步的切换增益值都在减小, 又由假设条件知,

每一步的增益值都大于等效不确定性的值, 因此系统运动穿

越滑模面的幅值也是步步减小的, 系统最终将稳定于理想滑

模面上. 显然, 这是一种理想的情况.

当 k 时刻系统运动第一次从负方向穿越滑模面时, 结论

完全相同, 此时 si(k) = −[ηi + Di(k)]/[1 + µi], 且有:

si(k + 2j − 1)=
(1 + λi)(1− λi)

(2j−2)ηi + Di(k + 2j − 2)

1 + µi

j = 1, 2, · · ·

si(k + 2j) = − (1 + λi)(1− λi)
(2j−1)ηi −Di(k + 2j − 1)

1 + µi

j = 1, 2, · · ·

从上面分析不难得出结论: 在假设条件 (15) 成立的情况

下, 采用自适应切换增益 (8) 的变结构控制系统可以在保证

鲁棒性的同时完全消除抖振现象, 其性能与采用理想趋近律

的确定性系统的情况相似. 但假设条件 (15) 对于实际系统过

于苛刻, 只能应用于某些特殊的情况, 如不确定因素对系统

的影响非常小, 可近似看作名义系统的情况, 或不确定因素

自身即具有衰减的特性, 以及短时性的扰动等等. 否则, 随着
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ηi(k) 的不断减小, 必然会出现 ηi(k) < |Di(k)| 的时刻. 下面

就来研究这种情况.

假设系统运动已进入准滑模区 (10), 在经过一段时间的

穿越运动后, 在 k 时刻出现 ηi(k) < |Di(k)|. 与情况 2) 类似,

此时系统有可能因不满足变结构控制到达条件而出现背离滑

模面方向的运动:

|si(k + 1)| > |si(k)|

一旦出现此情况, 系统将不再穿越滑模面, 因而切换增益 η

的值将朝着增大的方向自适应调整, 由于不确定因素有界,

因此在经过有限的步数 k1 后必然会出现

ηi(k + k1) ≥ |Di(k + k1)|

于是到达条件重新得到满足, 系统运动再次恢复为穿越滑模

面的抖振, 切换增益也重新恢复为按照式 (14) 的规律衰减.

尽管系统会出现背离滑模面的运动, 但决不会跑出准滑模区

(9), 因为系统运动一旦到达准滑模区的边缘:

|si(k)| = Dui −Di(k)

1 + µi

则有 ηi(k) = Dui ≥ Di(k), 系统状态会立即转向滑模面方向

运动. 因此无论不确定性如何变化, 系统状态必然稳定于准

滑模区内.

4 仿真研究

图 1 (a) 显示了由式 (1) 和 (4) 构成的变结构控制系统

的仿真结果. 为节约篇幅, 图中只给出了滑模函数的变化曲

线. 其中点划线为直接取 η 为不确定性上界值的情况, 实线

为采用自适应切换增益的情况. 仿真参数如下:

A =

[
1.2 0.1

0.5 0.6

]
, ∆A =

[
0 0

α 0

]
, B =

[
0

1

]

ddd(x, u, k) = ∆Axxx(k) + Bf(k)

α 为周期函数, α = 0.5 (当 k = 0∼ 4, 10∼ 14, · · · ), α =

−0.5 (当 k = 5∼ 9, 15∼ 19, · · · ); f(k) 为随机噪声. 控制

器参数为 C = [5 1], xxx(0) = [0.3 0.1]T, Du = 0.65, η(0) =

Du, µ = 0.5, λ = 0.5. 由图可知, 采用自适应切换增益后,

系统抖振幅值明显变小, 且切换次数减少. 若随机干扰消失,

即 f(k) = 0, 控制律维持前面的设计值不变, 仿真结果如图

1 (b) 所示. 显然, 此时由于只存在参数摄动, 等效干扰项的

值比较小, 因而 η(k) > Cddd(k, x, u) 的条件几乎处处成立, 采

用自适应切换增益时的抖振幅度已减弱到可以忽略的地步.

而若采用固定增益, 为了确保系统在所有情况下都具有鲁棒

性, 只能取切换增益为较大的值, 比如不确定性的上界. 这

样, 即使当前实际作用在系统上的扰动消失, 切换增益也始

终维持一个比较大的值, 系统必然抖振严重.

若Du 未知,则可任意选取 η(0),分 η(0) > Du 与 η(0) <

Du 两种情况进行仿真研究, 当 η(0) 分别取为 1 和 0.4 时的

仿真结果如图 2 和图 3 所示. 比较图 2 和图 3 与图 1 中的

实线部分可知, 除去自适应过程略有区别外, 自适应切换增

益取不同的初始值时, 对闭环控制系统的总体性能影响不大.

因此, η(0) 的确定可以完全不依赖于不确定性的上界值或其

他先验知识.

(a) 存在随机干扰

(a) With stochastic disturbance

(b) 随机干扰消失

(b) Without disturbance

图 1 固定增益与自适应增益两种情况下的滑模函数曲线

Fig. 1 Control effect comparison between adaptive

gain and constant gain

(a) 存在随机干扰

(a) With stochastic disturbance

(b) 随机干扰消失

(b) Without disturbance

图 2 η(0) = 1 时的仿真结果

Fig. 2 Simulation results when η(0) = 1
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(a) 存在随机干扰

(a) With stochastic disturbance

(b) 随机干扰消失

(b) Without disturbance

图 3 η(0) = 0.4 时的仿真结果

Fig. 3 Simulation results when η(0) = 0.4

5 小结

抖振与鲁棒性一直是变结构控制设计中的一对矛盾. 传

统的变结构控制设计都是依靠大的切换增益保证鲁棒性, 而

大的切换增益必然导致抖振严重. 本文基于鲁棒趋近律提出

了一种引入自适应思想的离散变结构控制设计方法, 即采用

自适应切换增益的方法, 能够有效削弱抖振并较好地克服不

确定因素的影响, 显示了极强的鲁棒性. 需要强调的是, 这里

的自适应是基于上确界方法保证鲁棒性前提之下的自适应,

只要不确定因素有界即可保证闭环系统的鲁棒稳定性. 另外,

尽管文中在公式推导及证明过程中多处用到关于系统不确定

性的参数, 如不确定因素的上界值, 但在实际应用时, 该方法

可以不需要任何有关不确定因素的先验知识, 这也是传统的

上确界方法无法做到的.
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