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一种分数阶微积分算子的有理函数逼近方法

李 文 1 赵慧敏 1

摘 要 基于有理函数逼近理论, 提出了一种分数阶微积分算子 s 域最佳有理逼近函数的构造方法. 详细讨论了构造最佳有

理逼近函数的思路、方法及具体算法. 运用最佳有理逼近定义及特征定理, 对所构造的分数阶积分算子最佳有理逼近函数进行

了验证. 其结果表明: 该分数阶微积分算子最佳有理逼近函数构造方法是有效的, 且对确定的逼近误差及逼近频带, 所构造的

最佳有理逼近函数能够以最低阶次取得最佳逼近特性.
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Abstract A method of constructing the best rational approximation function is proposed based on rational approxi-

mation theory for fractional order differential and integral operators in s domain. The idea, method, and algorithm of

constructing the best rational approximation function are discussed in detail. The best rational approximation function

constructed for fractional integral operator is tested and verified by using best rational approximation definition and char-

acteristic theorem. The verification results show that the proposed method is efficient, and the best rational approximation

function constructed can achieve the best approximation performance with the lowest order for a given approximation

error and an interested frequency band.
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随着分数阶微积分被越来越多地应用到控制

器、滤波器的设计与分析、图像处理与信号分析等

领域[1−6], 分数阶系统或算子模型的逼近方法研究
受到了更多研究者的关注. 分数阶系统或算子模
型通常分为连续模型和离散模型两类. 对于连续
模型, 人们往往借助于估计、插值和曲线拟合等技
术来研究分数阶模型的有理逼近问题; 对于离散模
型, 可使用 Lubich 公式、Tustin 规则和连分式展
开 (Continuous fractional expansion, CFE) 等方
法, 在 z 域对微积分算子实现离散化[7]. 在讨论分数
阶微积分器模拟与数字实现、分数阶动态系统数字

逼近及多分数阶系统逼近等文献中, 主要研究了分
数阶微积分算子的直接离散化及逼近问题[8−9]. 离
散化是分数阶微积分算子数字实现的关键步骤, 它
分为直接离散化与间接离散化两种方法. 所谓直接
离散化方法是指直接通过幂级数或连分式展开实

现频率 s 域到离散时间 z 域的变换, 直接离散化
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的思想与方法, 都集中在对于一个分数阶微积分算
子, 如何在 z 域中用一个有限阶次的函数去逼近它.
通常首先用生成函数 ω (z−1) 将分数阶微积分算子
s±α, α ∈ R, 从 s 域转换到 z 域; 然后在 z 域用有限

项函数来逼近这个分数阶微积分算子的离散时间传

递函数. 目前常用的生成函数有 Euler, Tustin rule
和 Al-Alaoui 等类型, 经过生成函数把微积分算子
变换到 z 域后, 可采用幂级数展开 (Power series
expansion, PSE)、连分式展开等方法求得分数阶
微积分算子的离散化逼近函数 G (z−1)[10−11]. 近年
来, 一些研究者着眼于如何提高离散化逼近函数的
精度研究, 提出了基于有理契比雪夫逼近、Pade 逼
近和基于双线性变换的分数阶微积分算子的离散化

问题[10−13], 取得了较好的逼近特性. 分数阶微积分
算子间接离散化包括 s 域传递函数逼近与逼近传递

函数离散化两个步骤[8, 14]. 文献 [10] 在讨论分数阶
最优控制问题时, 运用 Oustaloup 逼近方法[14] 将

分数阶微分算子转换为状态空间中的可实现形式,
以便解决一类问题的求解. Santouh 等对多分数阶
传递函数在频域 s 中的逼近问题进行了研究[15], 其
主要思想本质上是将单一分数阶惯性环节的函数

逼近方法应用到多个分数阶惯性环节连乘系统的有

理逼近中. 单一分数阶惯性环节的函数逼近方法与
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Oustaloup 方法特别接近, 是一种基于函数逼近的
方法. 该方法实际上是建立在控制理论基础之上的,
在 s 域中对传递函数的幅频特性曲线进行拟合, 以
获取逼近传递函数. 它具有简单直观的特点, 并可直
接根据参数计算公式来确定逼近传递函数.
目前, 在 s 域中通过特性曲线拟合或有理函数

逼近方法来实现分数阶微积分算子逼近的研究中,
对所获得的逼近传递函数是否是最佳有理逼近函数

的讨论很少. 如果在 s 域中, 我们得到逼近传递函数
是一个最佳有理逼近函数, 则可以在不增加逼近函
数阶次的前提下, 进一步提高逼近精度. 为此, 本文
在 s 域中提出一种方便、实用、逼近特性更好的分

数阶微积分算子最佳有理逼近函数的构造方法, 使
其所获得的有理逼近函数是最佳的, 即在同一个有
理函数类中, 其逼近效果最好. 在以下各节中, 将对
最佳有理逼近函数的构造思路、方法及算法进行详

细讨论, 并以一种分数阶积分算子为例, 给出了最佳
有理逼近函数的构造过程以及验证方法. 结果表明,
本文所提出的方法是有效的.

1 最佳有理逼近函数的构造思路

1.1 最佳有理逼近的几个概念

本文所讨论的逼近是针对所有定义在 [a, b]
上的有理函数所构成的子集, 在范数 ‖f‖ =
maxa≤x≤b |f(x)| 意义下, 对于给定函数 f ∈ C[a,b]

的最佳逼近.
文中符号说明:
对于分母为 n 阶、分子为 m 阶的有理函数用

Rmn(x) = pm(x)/qn(x) 表示; 由形如 Rmn(x) 的函
数所构成的集合用 Rmn[a, b] 表示, 通常称为有理函
数类, 是空间 C[a,b] 的一个子集.
定义 1 (最佳逼近)[16]. 设函数 f ∈ C[a,b], f /∈

Rmn[a, b], 则集合 Rmn[a, b] 对于 f 的最佳逼近可用
量

∆(f ; Rmn[a, b]) = inf
Rmn∈Rmn[a,b]

max
a≤x≤b

|f(x)−Rmn(x)| =

inf
Rmn∈Rmn[a,b]

‖f(x)−Rmn(x)‖

来定义. 又称

E(Rmn) = max
a≤x≤b

|f(x)−Rmn(x)|

为 Rmn(x) 对于 f(x) 的偏差. 若有函数

R∗
mn(x) ∈ Rmn[a, b]

使得

E(R∗
mn) = ∆(f ;Rmn[a, b])

成立, 则称该函数 R∗
mn(x) ∈ Rmn[a, b] 为 f 的最佳

有理逼近函数, 而量 ∆(f ;Rmn[a, b]) 为最佳有理逼
近值.
引理 1 (存在性)[16]. 对任意给定的函数 f ∈

C[a,b], f /∈ Rmn[a, b], 子集 Rmn[a, b] 中至少存在一
个有理函数 R∗

mn(x) ∈ Rmn[a, b], 使下面的等式

E(R∗
mn) = ∆(f ;Rmn[a, b])

成立.
定义 1 与引理 1 表明, 关于分数阶微积分算子

f = s±α, 0 < α < 1, 在 s 域中存在最佳有理逼近函

数.
引理 2 (特征定理)[16]. 对任意给定的函数 f ∈

C[a,b], 使子集 Rmn[a, b] 中的有理函数

R(x)=
p0x

m−µ + p1x
m−µ−1 + · · ·+ pm−µ

q0xn−υ + q1xn−υ−1 + · · ·+ qn−υ

=
pm(x)
qn(x)

q0 6= 0, 0 ≤ µ ≤ m, 0 ≤ ν ≤ n

成为 f 的最佳有理逼近函数的充分必要条件是, 使
误差函数 f(x) − R(x) 在区间 [a,b] 上至少存在 N

≥ m + n− d + 2 个 (e) 点, 而且 (e) 正、负点依次
相间出现, 其中 d = min(µ, υ).

1.2 构造思路

最佳有理逼近函数构造方法的提出基于如下三

点考虑:
1) 引理 1 保证了在 s 域分数阶微积分算子最佳

有理逼近函数的存在性, 定义 1 为构造这个最佳有
理逼近函数提供了方法.

2) 从控制理论观点出发, 所构造的最佳有理逼
近函数就是传递函数. 为此, 我们可以将构造方法建
立在最小相位系统及对数幅频特性渐近线概念基础

上. 这样可以保证所构造的有理逼近函数其相频特
性与幅频特性具有一致性, 故在构造方法中不必考
虑相频特性的构造问题.

3) 因为在同等计算量的前提下, 一个分子分母
同阶或阶次很接近的有理函数给出的逼近结果远优

于多项式逼近方法给出的结果[17], 所以对于分数阶
微积分算子 s±α, 0 < α < 1, 在构造有理逼近函数
(即传递函数) 时, 采用m 个单负实零点和 n 个单负

实极点构成, 且 n−m = {0, 1}, 这样可以取得更好
的分数阶微积分算子逼近特性.

2 有理逼近函数的构造

2.1 问题描述

本节以分数阶积分算子 s−α, 0 < α < 1 为例来
讨论其有理逼近函数的构造方法, 并运用控制理论
中绘制对数幅频特性渐近线的思想来说明具体的构
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造步骤; 对于分数阶微分算子 sα, 0 < α < 1, 其构
造思想与方法类似, 在此不再具体讨论.
设被逼近的分数阶传递函数由分数阶积分算子

和比例系数构成, 用

G0(s) =
k0

sα
, k0 = ωα

c , 0 < α < 1 (1)

表示, 当 k0 = 1 时, 则 G0(s) 为一个纯分数阶积分
算子. 又设所关心的逼近频带为 [ωa, ωb], 且 ωa <

ωc < ωb, ωc 为 G0(s) 对数幅频特性的穿越频率.
首先, 根据 Bode 图绘制方法, 画出式 (1) 所对

应的对数幅频特性曲线, 如图 1 中 L0 所示; 然后,
根据给定的逼近幅频特性的允许最大误差 ε (dB) 做
两条与 L0 平行的辅助线 L1 和 L2 , 其两线到 L0
之间的幅值差均为 ε (dB), 这两条辅助线分别对应
如下的传递函数:

G1(s) =
k1

sα
(2)

G2(s) =
k2

sα
(3)

图 1 对数幅频特性曲线及渐近线

Fig. 1 Logarithmic amplitude-frequency characteristic

curve and the asymptote

对式 (1)∼ (3), 令 s = jω 可得到三条斜率均为
−20α dB/dec 的对数幅频特性曲线, 其表达式如下:

L0(ω) = 20 lg k0 − 20 lg ωα (4)

L1(ω) = 20 lg k1 − 20 lg ωα (5)

L2(ω) = 20 lg k2 − 20 lg ωα (6)

根据式 (4)∼ (6), 可求得

k1 = k0 × 10
ε
20 (7)

k2 =
k0

10
ε
20

(8)

根据构造最佳有理逼近函数的基本思路可知,
本文所构造的有理逼近函数其零极点均为单的负实

零、极点, 即有理逼近函数是由一阶超前和滞后环
节构成. 若被逼近函数形如式 (1), 则逼近函数的第
一个环节 (对应最小转折频率 ω1) 选择一阶滞后环
节. 当 ω1 确定后, 实际上就确定了一个有理逼近函
数. 此时, 只要在辅助线 L1 和 L2 之间, 用斜率为
−20 dB/dec 和 0 dB/dec 组合的折线来逼近斜率为
−20α dB/dec 的直线 L0, 如图 1 中所示. 根据所构
造的幅频特性渐进线可以很方便地写出对应的传递

函数, 即为所求的有理逼近函数. 图 1 中所示区间
[a, b] 称为逼近区间, 它包含 [ωa, ωb].

由上可知, 所求的有理逼近函数与被逼近函数
的分数阶次 α、给定的最大逼近误差 ε、对数幅频特

性渐近线的第一个转折频率 ω1 以及逼近区间 [a, b]
有关, 即所求有理逼近函数可表示如下:

R(s) = F (α, ε, ω1, a, b) (9)

因为式 (1) 函数满足 G0(s) ∈ C[a,b], G0(s) /∈
Rmn[a, b], 根据最佳有理逼近函数的定义, 则要构造
的最佳有理逼近函数问题可描述如下:
对于式 (9) 当参数 α、ε 和 [a, b] 确定后, 通过

选择不同的转折频率 ω1, 可以得到一个有理函数类
Rmn[a, b]. 若有理函数

R∗
mn(s) ∈ Rmn[a, b]

使得

E(R∗
mn) = ∆(G0(s);Rmn[a, b])

成立, 则有理函数

R∗
mn(s) ∈ Rmn[a, b]

为式 (1) 函数 G0(s) 的最佳有理逼近.
由式 (9) 直接求解 R∗

mn(s) 比较复杂, 下面采用
数值求解的方法给出最佳有理逼近函数的构造步骤.

2.2 最佳有理逼近函数的构造步骤

根据上一节对构造最佳有理逼近函数的问题描

述, 可以得到具体构造步骤如下:
步骤 1. 选择第一个转折频率 ω1.
步骤 2. 从 L1 上的第一个转折频率 ω1 对应点

开始, 做斜率为 −20 dB/dec 直线线段, 该线段可表
示为 h1/s, 它与辅助线 L2 相交, 其交点频率为 ω′1.
对频率 ω1 有

20 lg h1 − 20 lg ω1 = L1(ω1) (10)

由式 (10) 可得 h1 = k1ω
1−α
1 ; 对频率 ω′1 有

20 lg h1 − 20 lg ω′1 = L2(ω′1) (11)

由式 (11) 可得 ω′1 = (h1
k2

)
1

1−α .
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步骤 3. 在辅助线 L2 上, 从与频率 ω′1 对应点
开始做水平线段至辅助线 L1, 其交点处对应频率为
ω2. 对于 ω2 点有

L1(ω2) = L2(ω′1) (12)

由式 (12) 可得 ω2 =
(

k1
k2

) 1
α

ω′1.

这样所求得的频率 ω′1 和 ω2 即为第 1 个一阶超
前和第 2 个一阶滞后环节对应的转折频率.
重复上述步骤, 可分别得出第 i 个一阶超前环

节的转折频率 ω′i 和第 i + 1 个一阶滞后环节的转折
频率 ωi+1. 递推公式如下:

ω′i =
(

hi

k2

) 1
1−α

(13)

ωi+1 =
(

k1

k2

) 1
α

ω′i (14)

其中

hi = k1ω
1−α
i , i = 1, 2, · · · (15)

步骤 4. 每次求得 ω′i 和 ωi+1 后要判别其是否

大于 ωb, 若远大于 ωb , 则去掉该转折点, 并停止循
环.

步骤 5. 求对应有理逼近函数的最大误差

E(Rmn) = maxωa≤ω≤ωb
|G0(s)−Rmn(s)|, s = jω.

步骤 6. 若需继续求新的有理逼近函数, 则转步
骤 1.
步骤 7. 求 E(R∗

mn) = ∆(G0(s); Rmn[a, b]), s

= jω, 结束.
最后得到所构造的形如式 (1) 的分数阶环节的

最佳有理逼近函数如下:

R∗
mn(s) = K

(
s

ω′1
+ 1

)
· · ·

(
s

ω′m
+ 1

)
(

s
ω1

+ 1
)
· · ·

(
s

ωn
+ 1

) (16)

其中, K = k1/ωα
1 , 式 (16) 又可写成有理分式的一

般表达形式

R∗
mn(s) =

bmsm + bm−1s
m−1 + · · ·+ b1s + b0

ansn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s + 1
(17)

其中, n−m = {0, 1}.
2.3 算法有效性验证

在给出算法有效性验证之前, 首先讨论算法中
第一个转折频率 ω1 的选择问题. 设逼近频带为 [ωa,
ωb] = [1, 1 000], 取逼近区间为 [a, b] = [0.5, 4 000].
当选择 ωa/ω1 分别为 1.3, 1.2, 1.1, 1.0, 0.9, 0.8, 0.7
时, 得到 7 个不同起始频率 ω1. 设允许的最大误差

ε = 4dB, 按前述 7 个步骤, 经 Matlab 编程来构
造分数阶积分算子 f = 1

s0.5 的有理逼近函数, 并根
据定义 1 计算最大幅值误差和最大相位误差的绝对
值. 表 1 给出了 7 个不同起始频率对应的有理逼近
函数幅频和相频特性的最大误差以及分子分母的阶

次. 从表 1 可知, 7 个有理逼近函数分子阶次为 2,
分母阶次为 3, 这 7 个有理逼近函数构成了一个集合
R23[a, b]. 从表 1 可看出, 当第一个转折频率在 ωa

附近时, 所构造的有理逼近函数其最大幅值误差和
最大相位误差较小. 第一个转折频率 ω1 的选择以及

逼近区间 [a, b] 的选择对最大幅值误差和最大相位
误差将产生不同的影响.

表 1 有理逼近函数相关参数

Table 1 Parameters related with rational

approximation function

序号 第一个 最大幅值 最大相位 分子分母

No. 转折频率 误差绝对值 误差绝对值 阶次

(ω1) (dB) (deg) (m/n)

1 0.7692 1.5188 30.370 2/3

2 0.8333 1.2336 29.242 2/3

3 0.9091 1.1975 27.936 2/3

4 1.0 1.2022 26.406 2/3

5 1.1111 1.1937 24.597 2/3

6 1.25 1.2025 26.288 2/3

7 1.4286 1.2016 28.413 2/3

对于所提出的算法从两个方面进行其有效性验

证.
1) 直接根据定义 1, 找出一个 R∗

23(s) ∈ R23[a,
b], 使得 E(R∗

23) = ∆(f ;R23[a, b]) 成立, 则函数
R∗

23(s) ∈ R23[a, b] 为 f 的最佳有理逼近函数, 其
所对应的误差值 ∆(f ;R23[a, b]) 为最佳有理逼近值.
图 2 和图 3 给出了有理逼近函数集合 R23[a, b] 中
各函数与被逼近函数在逼近区间 [a, b] 上的最大幅
值误差和最大相位误差曲线, 图中横坐标数字对应
于表 1 中的序号. 从曲线可看出序号为 5 所对应的
有理逼近函数是集合 R23[a, b] 中的最佳有理逼近函
数, 用 R∗

23(5)(s) ∈ R23[a, b] 表示, 其第一个转折频
率 ω1 = 1.1111 rad/s, R∗

23(5)(s) 具体表达式如下:

R∗
23(5)(s) =

66.51s2 + 19 030s + 130 100
s3 + 1806s2 + 79 900s + 86 550

=

66.51(s + 7.01)(s + 279.10)
(s + 1.11)(s + 44.23)(s + 1761.00)

(18)

2) 根据引理 2 给出的最佳有理逼近函数充要条
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件来验证, 即在逼近区间 [a, b] 上使误差函数 f(s)
− R(s) 至少存在 N ≥ m + n− d + 2 个 (e) 点, 而
且 (e) 正、负点依次相间出现. 由于有理逼近函数
的构造是基于幅频特性而言的, 因此我们只需验证
R∗

23(5)(s) 的幅频特性误差曲线是否满足特征定理.
从图 4 中的幅值误差曲线可看出, 当选择逼近区间
[a, b] = [0.5, 4 000]时,幅频特性误差变号次数N =
7, 满足N ≥ m + n− d + 2 = 2 + 3− 0 + 2 = 7. 在
图 4 和图 5 的幅值曲线和相位曲线中, 粗实线表示
理想曲线, 细实线表示有理逼近函数 R∗

23(5)(s) 对应
的曲线. 从图 4 和图 5 中还可看出, 在逼近频带 [ωa,
ωb] = [1, 1 000] 里, 特性曲线的误差均小于其最大
误差, 尤其是相频特性. 计算可得幅频特性绝对误
差最大值和平均值分别为 1.1397 dB 和 0.72689 dB;
相频特性绝对误差最大值和平均值分别为 24.597◦

和 6.8445◦.

图 2 各有理逼近函数最大幅值误差曲线

Fig. 2 The maximum amplitude error curve of rational

approximation functions

图 3 各有理逼近函数最大相位误差曲线

Fig. 3 The maximum phase error curve of rational

approximation functions

以上从定义 1 和引理 2 均验证了所求有理逼近
函数 R∗

23(5)(s) 是最佳有理逼近函数, 下面通过一个
实例来进一步验证本算法.

图 4 最佳有理逼近函数幅频特性及误差曲线

Fig. 4 Amplitude frequency characteristic and the error

curves of the best rational approximation function

图 5 最佳有理逼近函数相频特性及误差曲线

Fig. 5 Phase frequency characteristic and the error

curves of the best rational approximation function

设双惯性电机驱动系统在忽略阻尼情况下的模

型[18] 为

Gp(s) =
s2 + ω2

d

JMs(s2 + ω2
0)

=

s2 + 226.572

0.004s(s2 + 317.552)
(19)

其中, ω0 = 317.55 为系统的振动频率, ωd = 226.57
为反振动频率, JM = 0.004 kg ·m2 为驱动侧等效惯

量. 对应的幅频特性与相频特性为

|Gp(jω)| =
∣∣∣∣

ω2
d − ω2

ωJM (ω2
0 − ω2)

∣∣∣∣ (20)
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∠Gp(jω) =





−π

2
, ω < ωd

+
π

2
, ωd < ω < ω0

−π

2
, ω > ω0

(21)

式 (1) 给出的被逼近函数 G0(s) 是一个分数阶
积分器, 而式 (18) 是这个分数阶积分器的一个最佳
有理逼近. 将G0(s) 和R∗

23(5)(s) 分别与Gp(s) 串联,
则可得到其逼近前、后系统的开环传递函数如下:

Gbefore(s) = G0(s)Gp(s) =
1

s0.5
×

s2 + 226.572

0.004s(s2 + 317.552)
(22)

Gafter(s) = R∗
23(5)(s)Gp(s) =

66.51(s + 7.01)(s + 279.1)
(s + 1.11)(s + 44.22)(s + 1761)

×

s2 + 226.572

0.004s(s2 + 317.552)
(23)

图 6 给出了式 (22) 和式 (23) 所对应的 Bode
图, 由图或通过计算可知逼近前、后开环系统的幅值
穿越频率 ωc 均为 24 rad/s, 对应的相位裕量分别为
45◦ 和 51.5◦. 通过对实例系统逼近前、后的开环频
率特性比较, 进一步验证了文中所提出的分数阶微
积分算子最佳有理逼近函数构造方法的有效性.

图 6 逼近前后系统特性比较

Fig. 6 Characteristic comparison before and after

the system approximation

3 结论

本文以最佳有理逼近理论为基础, 在频率 s 域

中讨论了分数阶微积分算子最佳有理逼近函数的构

造问题, 基于控制理论对数幅频特性渐近线思想, 给
出了最佳有理逼近函数的构造算法. 对所求得的最

佳有理逼近函数从定义与特征定理两个方面进行了

验证. 通过分析和最佳逼近特性检验表明, 本文所
提出的分数阶有理逼近函数构造方法是有效的, 且
应用起来简便、直观. 该方法可保证在给定最大逼
近误差 ε 及实际逼近频带 [ωa, ωb] 内, 所构造的有
理逼近函数是阶次最低、误差最小的最佳有理逼近

函数. 由于该方法是以最佳有理逼近理论为基础的,
故在理论上保证了所构造的有理逼近函数的逼近精

度; 实际上所构造的有理逼近函数是分数阶微积分
算子的一个等价传递函数, 且由一阶环节所组成, 所
以用该方法构造的有理逼近函数不但具有模拟实现

简单、可行的特点, 而且可采用线性控制理论中的相
关分析方法对其进行分析.
综上, 本文所提出的分数阶微积分算子有理函

数逼近方法可以方便、有效地应用到分数阶控制器

的设计、分析与实现中. 同时, 随着分数阶控制器在
实际中被逐步采用, 该方法也会得到进一步的运用
与完善.
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