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一种基于变分相关向量机的特征选择和分类结合方法

徐丹蕾 1 杜 兰 1 刘宏伟 1 洪 灵 1 李彦兵 1

摘 要 相关向量机 (Relevance vector machine, RVM)是一种函数形式等价于支持向量机 (Support vector machine, SVM)

的全概率模型, 利用变分贝叶斯 (Variational Bayesian, VB)方法求解的RVM可以给出所有参数的后验分布.进一步,通过对

样本所在原始特征空间的稀疏化, 基于线性核的 RVM 可以在分类的同时实现对原始特征的线性选择. 本文在传统 VB-RVM

的基础上提出一种特征选择和分类结合方法. 该方法采用 Probit 模型将分类问题与回归问题有机地结合起来, 同时, 通过对

特征维的幂变换扩展, 不仅在分类时增加了样本的信息量, 可以构造非线性分类面, 而且实现了非线性特征选择的功能. 通过

对仿真数据和实测数据分别进行实验, 证明了该特征选择和分类结合方法的实用性和有效性.
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Joint Feature Selection and Classification Design

Based on Variational Relevance Vector Machine

XU Dan-Lei1 DU Lan1 LIU Hong-Wei1 HONG Ling1 LI Yan-Bing1

Abstract The relevance vector machine (RVM) is a fully probabilistic model with an equivalent functional form as

the support vector machine (SVM), which can give posterior distributions over all parameters through the variational

Bayesian (VB) method. Moreover, the RVM with linear kernel can realize not only classification but also linear feature

selection by imposing sparsity in feature space where data is originally represented. In this paper, a joint feature selection

and classification design is proposed based on the traditional VB-RVM. In the proposed framework, the Probit model is

utilized to connect the regression problem with the classification problem, and the feature dimension extension by power

transformation can make full use of the samples form the nonlinear classification boundary, and can realize nonlinear

feature selection as well. The experiments based on the synthetic data and measured data demonstrate the practicability

and effectiveness of the proposed method.
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在过去的十几年里数据收集存储能力的发展

导致许多学科的信息过载[1], 工作在不同领域的研
究人员每天都要面对越来越多的观测数据和仿真

数据, 与过去被广泛应用的传统且信息量少的数
据相比, 这些数据给数据分析带来了新的挑战. 由
于观测数据数目的增加, 特别是每个观测数据中
变量数目的增加, 使得传统的统计方法不再适用.
在模式识别领域, 观测数据一般指代样本, 观测数
据中的变量则代表特征, 样本的维度即特征的个
数. 高维数据带来挑战的同时, 也带来了机遇, 而
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且必然能促进一些新算法的产生. 数据维度的增
加, 不仅使计算量变大, 而且有些特征对于分类是
无效的, 相当于噪声, 这样就会影响分类识别的精
度, 因此, 在许多实际应用中减少原始数据的维度
变得很重要. 一般维度减少的方法[2] 是在对原始

特征进行变换或组合的基础上产生新的特征, 这
种方法被称为特征提取算法, 比如 PCA (Principal
component analysis)[3]、LDA (Linear discriminant
analysis)[4]、FA (Factor analysis)[5] 等; 另一种方
法是特征选择, 即从原始特征中选出对分类有利
的特征子集, 常见的方法有 Fisher[6]、Relief[7]、搜
索法 (穷举法)[6]、基于微粒群和粗糙集的特征选
择算法 (Particle swarm optimization and rough
set-based feature selection, PSORSFS)[8] 等,其中,
PSORSFS 是根据微粒群优化的思想提出的, 能解
决最优特征选择问题, 而且有快速收敛的能力, 在问
题空间中有较强的搜索能力, 能有效找到最小约简.
但是这些现有的减少原始特征维度的方法都是与分

类器设计分离的, 这样就存在提取或选择的特征与
分类器可能不是最佳匹配的问题, 因此, 将特征提取
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或选择与分类器设计结合起来成为发展的趋势.
本文提出的就是一种特征选择和分类结合的

方法. 2000 年, Tipping[9−10] 首次提出了基于贝叶

斯框架的相关向量机 (Relevance vector machine,
RVM) 的概念, 它的函数形式与支持向量机 (Sup-
port vector machine, SVM) 一样, 识别性能也不亚
于 SVM. 相对于 SVM 来说, RVM 更稀疏, 不用进
行交叉验证估计惩罚参数, 而且能够得到概率式的
预测; 此外,在核函数的选择上, RVM不受梅西定理
的限制,可以构建任意的核函数. 同年, Bishop等[11]

在 RVM 的基础上提出了 VB-RVM 的概念, 就是用
变分 (Variational Bayesian, VB) 推导对 RVM 进

行公式化描述, 与之前 RVM 对超参数只进行点估

计相比, VB-RVM 可以给出所有参数和超参数的后
验分布. 鉴于 RVM 具有良好的稀疏性, Carin 等[12]

(2003年, 采用VB方法)以及 Li等[13] (2006年, 采
用传统 RVM 中使用的Ⅱ型最大似然方法) 用基于
原始特征空间的线性核代替基于核空间的非线性核,
使之能对原始特征空间进行稀疏, 也即实现了特征
选择. 本文在传统 VB-RVM 的基础上用 Probit 模
型[14−16] 代替传统 VB-RVM 分类中的 Logistic 模
型, 使分类问题与回归问题有机地结合起来, 避免了
Logistic 模型从连续输出到离散输出映射时的近似
推导, 使得 RVM 回归模型的推理算法可以直接运

用于分类模型, 而且利用 Probit 模型可以很容易地
把二元分类推广到多元分类[14−16]; 同时在对原始特
征空间进行线性稀疏的基础上, 对特征维进行幂变
换扩展, 这样增加了样本的信息量, 在构造非线性分
类界面的基础上, 使线性的特征选择变为非线性特
征选择, 能在保证良好识别率的同时得到更稳健的
特征选择结果.

本文的主要安排如下: 第 1 节介绍并比较 Tip-
ping 提出的传统 RVM 分类器和本文采用的基于

Probit 模型的分类器; 第 2 节介绍本文提出的基
于 RVM 的特征选择和分类结合模型, 以及如何用
VB 实现该模型, 并且给出了算法的复杂度分析; 第
3 节中, 分别用仿真数据和实测数据对该方法进行
了实验. 其中, 仿真数据实验验证了该方法在进行
特征选择方面的有效性, 实测数据实验对比了本文
提出的方法与其他一些方法 (比如传统 RVM 分类

器、SVM 分类器[17] 等) 的分类与 ROC 曲线下的
面积 (Area under curve, AUC) 性能优劣; 第 4 节
对文章进行了总结.

1 相关向量机 (RVM)模型

1.1 传统的RVM分类器

在监督学习中, 给定一组输入样本向量 X =

{xxxn}N
n=1, 其中, N 为样本的个数, 对应的目标输出

是 ttt = {tn}N
n=1, 对回归问题, tn 可以是任意值, 对分

类问题, tn 是类别标号 (二元分类时可以是 0 或 1).
对于 RVM 回归问题[9−11], 模型定义为

tn = y(xxxn;www) + εn =
[ N∑

n=1

wnK(xxx,xxxn) + w0

]
+ εn =

wwwTφφφ(xxxn) + εn (1)

其中, K(xxx,xxxn) 是选用的核函数, φφφ(xxxn) =
[1,K(xxxn,xxx1),K(xxxn,xxx2), · · · ,K(xxxn,xxxN)], {wn}N

n=0

代表不同的权重, εn 是噪声, 假设是服从均值为零,
方差为 τ−1 的高斯分布.
文献 [9 – 11] 为参数 www 加上一个零均值的高斯

先验分布:

p(www|ααα) =
N∏

n=0

N(wn|0, α−1
n ) (2)

注意这里每一个权值 wn 都独立地对应一个参

数 αn.
为了使参数学习更灵活, 对 ααα 和噪声方差 τ−1

分别定义超先验, 合适的先验分布是伽马分布:

p(ααα) =
N∏

n=0

Gamma(αn|an, bn) (3)

p(τ) = Gamma(τ |c, d) (4)

其中

Gamma(α|a, b) = Γ(a)−1baαa−1e−bα (5)

这里 Γ(a) =
∫∞
0

ta−1e−tdt 为 gamma 函数, 通常定
义超参数为很小的值, 比如令 an = bn = c = d =
10−6, 这样的超参数先验对后验学习不提供信息, 使
后验完全取决于数据.

模型建立后利用 VB 方法[11, 18] 可以求出www、ααα

和 τ 的后验分布. 在迭代求解的过程中, 大部分的
αn 会趋于无穷大, 对应的 wn 为零, 实现了稀疏化.

RVM 分类与回归在本质上服从一样的模型框

架, 只不过改变了目标值的条件分布.
对于二元分类的情况, 文献 [9 – 11] 对连续

隐变量 y(xxxn;www) 采用 Logistic 映射函数 σ(y) =
1/(1 + e−y), 并且假设 p(ttt|X) 为伯努利分布, 则似
然函数如下

p(ttt|www) =
N∏

n=1

σ{y(xxxn;www)}tn [1− σ{y(xxxn;www)}]1−tn

(6)
需要注意的是这里没有考虑噪声变量 εn. 如果直接
采用 VB 方法对上述模型进行求解很困难, 因此, 文
献 [11] 参考 Jaakkola 和 Jordan 的方法, 利用下面
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的不等式引进一个下界:

σ{y(xxxn;www)}tn [1− σ{y(xxxn;www)}]1−tn = σ(zn) ≥

σ(ξn)exp
(

zn − ξn

2
− λ(ξn)(z2

n − ξ2
n)

)
(7)

其中, zn = (2tn − 1)y(xxxn;www), λ(ξn) = (1/4ξn)×
tanh(ξn/2), ξn 是一个变分的参数, 当 ξn = zn 时,
式 (7) 中的等式成立. 最后再利用 VB 方法对这个
下界进行求解.

1.2 Probit模型

前面介绍的二元分类的 Logistic 模型为

p(tn = 1|wwwTφφφ(xxxn)) =
1

1 + exp(−wwwTφφφ(xxxn))
(8)

Logistic 函数是从连续的变量到二值输出 tn 的

映射, 尽管 Logistic 映射函数很容易理解, 但它不是
一个标准的概率函数, 在推理的过程中会引起许多
的困难. 此外, 传统的 RVM 分类模型对似然函数引
进了一个下界, 是一个近似推导, 因此, 不能准确地
估计出模型的真实值.

针对上面的问题, 我们提出用 Probit 模
型[14−16] 实现从连续量到离散量的映射, 如下:

p(tn, yn|wwwTφφφ(xxxn), τ) =

p(tn|yn)N(yn;wwwTφφφ(xxxn), τ−1) (9)

其中, {yn}N
n=1 是隐藏在 tn 后面的连续随机变量, 基

于模型的需要,这里目标值 {tn}N
n=1 假定为 1或−1,

概率关系如下:

p(tn|yn) = I(tn = sign(yn)) =

{
1, tn = sign(yn)
0, 否则

(10)
其中, I(·)是一个指示函数. 通过对 yn 进行积分, 发
现:

p(tn = 1|wwwTφφφ(xxxn), τ) =∫
p(tn = 1, yn|wwwTφφφ(xxxn), τ)dyn =

∫ ∞

0

N(yn;wwwTφφφ(xxxn), τ−1)dyn =

normcdf
(

wwwTφφφ(xxxn)
τ−

1
2

)
(11)

其中, normcdf 为正态累积分布函数. 图 1 给出了
式 (8)和式 (11)分别表示的 Logistic模型和 Probit
模型的比较, 可以看出 Probit 模型很好地近似了
Logistic 模型.

图 1 Probit 模型与 Logistic 模型的比较 (τ = 1)

Fig. 1 Comparison of Probit model and logistic model

(τ = 1)

Probit 模型的优点就是通过引入隐变量把二值
输出的分类问题转变为回归问题, 使分类和回归的
模型完全等价; 而使用 Logistic 模型必须忽略噪声
变量. 因此, 基于 Probit 模型可以灵活地把回归
模型的推理算法直接运用到分类模型. 此外, 利用
Probit 模型也可以很容易地把二元分类情况推广到
多元分类情况[14−16], 类似于二元的情况, 相对于多
元 Logistic 模型[19], 多元 Probit 模型也可以避免复
杂的近似运算, 具有更简单、实用的特点, 近些年被
广泛采用[14−16].

2 基于RVM的特征选择和分类结合模型

2.1 线性特征选择

RVM 的结果是高度稀疏的, 意味着许多样本对
应的权值趋于零, 需要强调是式 (1) 描述的模型是
在核空间进行稀疏, 而不是在原始特征空间, 为了利
用 RVM 进行特征选择, 文献 [12 – 13] 采用线性核
RVM, 线性核 RVM 的模型输出定义为

y(xxxn;www) = xxxnwww =
P∑

p=1

xpnwp (12)

其中, xxxn = [x1n, x2n, · · · , xPn], www = [w1,
w2, · · · , wP ]T 为其对应的权值, P 是样本的特征

维数. 利用第 1 节介绍的 RVM 模型可以很容易地
求出 www 的稀疏解, 不为零的 wp 对应的特征即为要

选择的特征, 这样就实现了线性特征选择和分类的
结合.

2.2 对特征维进行幂变换扩展

文献 [12 – 13] 提出的特征选择方式为线性特征
选择, 它比较简单, 无法保证在得到高识别率的同时
进行有效的特征选择, 因此, 我们考虑用幂变换的方
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式对特征维进行扩展, 这样可以增加样本的信息量,
使线性特征选择变为非线性特征选择, 具体扩展方
式如下:
第 n 个样本 xxxn = [x1n, x2n, · · · , xPn] 扩展

为 xxxn = [x̃xx1n, · · · , x̃xxmn, · · · , x̃xxMn], 其中, x̃xxmn =
[x1n

m, x2n
m, · · · , xPn

m], m = 1, 2, · · · ,M , M 为

扩展的次数.
由前面描述的模型知, 特征扩展M 次后, 相应

的www 和 ααα 也要扩展M 次. 需要注意的是: 对于M

次的扩展, {wpm}M
m=1 可以变化, 即同一特征的不同

幂次对分类面的构造所起的作用可以不同, 但是我
们希望同一特征的不同幂次对应相同的 αp, 这样,
对于给定的每一个特征, 它在各种幂次下被选择的
先验由相同的 αp 决定, 但对应的构造分类面的具体
系数 {wpm}M

m=1 在不同幂次间有差别, 从而既实现
了特征选择, 又可以构造非线性分类面.

www 和 ααα 的扩展用数学模型可以表示如下:

www = [w̃ww1, · · · , w̃wwm, · · · , w̃wwM ]T (13)

其中, w̃wwm = [w1m, w2m, · · · , wPm].

ααα = [α1, · · · , αP , · · · , α1, · · · ,

αP , · · · , α1, · · · , αP ]T(M×P )×1 (14)

在实际应用中, 根据 {αp}P
p=1 的大小 (把 {αp}P

p=1 按

照从小到大顺序排列为 {Bi}P
i=1, 如果第一次出现

Bi/Bi+1 小于一个很小的值 e, 比如 e = 10−2, 则在
Bi 和Bi+1 之间选择一个值作为门限), αp 小的特征

将对应非零的 {wpm}M
m=1, 而 αp 很大的特征对应的

{wpm}M
m=1 将自动趋于零, 实现特征的稀疏化选择.
这里需要说明的是 M = 1 即等价于文献 [12]

采用的线性特征选择和分类结合方法, 只是回归的
连续输出到分类的离散输出间的映射方式不同, 但
这对分类器性能影响不大. 因此, 在后面的实验中
会用M = 1 代表文献 [12] 的方法和我们提出的幂
次变换后的方法进行性能比较. 另外, 我们要强调,
M 6= 1 时, 本文提出的方法与直接在文献 [12] 的
基础上对特征维进行幂变换扩展的方法是不同的,
本文的方法限定了同一特征的不同幂次对应相同的

αp, 而直接幂次扩展时, 同一特征的不同幂次对应不
同的 αpm, 这会导致某个特征在某个幂次对应较小
的 αpm, 而在另一幂次却对应较大的 αpm (如后面仿
真实验图 4 所示), 显然, 这种直接幂次扩展法不具
有特征选择的功能, 而只是构造了非线性分类面, 对
于给定的一组训练样本集其性能可能较好, 但很难
保证对测试样本稳健地推广性能. 在实验部分, 我们
将进一步比较本文提出的方法和这种直接特征扩展

法的分类和 AUC 性能.

2.3 基于变分贝叶斯 (VB)的模型实现

经过前面的介绍, 对于本文提出的模型我们已
经有了一个完整的概率说明. 下面用一个有向图表
示这个概率模型, 如图 2. 和文献 [11] 中的图 2 比
较, 我们可以更清楚地看出本文提出的模型和传统
RVM 模型的区别: 通过采用 Probit 模型引入隐变
量 {yn}N

n=1, 把二值输出的分类问题转变为回归问
题; 之后对特征维进行了幂变换扩展, 相应的 www 和

ααα 也得到了扩展, 但是对于M 次的扩展, {wpm}M
m=1

可以变化, 同一特征的不同幂次对应的 αp 要保持不

变.

图 2 有向无环图表示基于变分相关向量机的特征选择和

分类结合模型

Fig. 2 Directed acyclic graph representing the joint

feature selection and classification model based on the

VB-RVM

2.3.1 变分贝叶斯 (VB)方法

VB-RVM 是利用变分贝叶斯的方法推导 RVM
模型参数和超参数的后验分布. 下面基于 RVM 模

型介绍 VB 方法[9, 18] 的基本思想.
模型中的观测变量为 {xxxn}N

n=1 和 {tn}N
n=1, 隐变

量为 {yn}N
n=1, 参数为 {wpm, αp, τ}P

p=1
M
m=1, 因此, 对

数边缘似然函数 lnp(t) 可写为

lnp(ttt) = ln
∫∫∫∫

p(ttt, yyy,www,ααα, τ)dyyydwwwdαααdτ =

ln
∫∫∫∫

q(yyy,www,ααα, τ)
p(ttt, yyy,www,ααα, τ)
q(yyy,www,ααα, τ)

dyyydwwwdαααdτ ≥
∫∫∫∫

q(yyy,www,ααα, τ)ln
p(ttt, yyy,www,ααα, τ)
q(yyy,www,ααα, τ)

dyyydwwwdαααdτ

(15)

其中, q(yyy,www,ααα, τ) 为隐变量和参数间的联合概率分
布函数. VB 算法假定 yyy,www,ααα, τ 之间是相互独立的,
因此, 4 个变量的联合概率分布可以近似写为

q(yyy,www,ααα, τ) ≈ q(yyy)q(www)q(ααα)q(τ) (16)
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基于式 (16) 的假设, 式 (15) 可以改写如下:

lnp(ttt) ≥
∫∫∫∫

q(yyy)q(www)q(ααα)q(τ)

ln
p(ttt, yyy,www,ααα, τ)

q(yyy)q(www)q(ααα)q(τ)
dyyydwwwdαααdτ =

F (q(yyy), q(www), q(ααα), q(τ)) (17)

可以看出对数边缘似然函数具有一个下界, 可
以通过最大化下界 F (q(yyy)q(www)q(ααα)q(τ)) 来逼近真
实值.
2.3.2 基于RVM的非线性特征选择和分类结合模

型更新

由上一节知, 可以通过对对数边缘似然的下界
使用 EM (Expectation-maximization) 算法求解,
得出隐变量和所有参数的后验分布. 下界的表达形
式[11, 18] 如下:

F (q(yyy), q(www), q(ααα), q(τ)) =∫∫∫∫
q(yyy)q(www)q(ααα)q(τ)ln

p(ttt, yyy,www,ααα, τ)
q(yyy)q(www)q(ααα)q(τ)

dyyydwwwdαααdτ =∫∫∫∫
q(yyy)q(www)q(ααα)q(τ){lnp(ttt|yyy)+

lnp(yyy|Xwww, τ−1) + lnp(www|0,ααα−1)+

lnp(ααα|aaa,bbb) + lnp(τ |c, d)− lnq(yyy)−
lnq(www)− lnq(ααα)− lnq(τ)}dyyydwwwdαααdτ (18)

因为设定的变量分布 q(yyy)、q(www)、q(ααα)、q(τ) 均为
共轭先验分布, 因此, 它们与其后验分布具有相同的
分布形式, 下面为它们的概率分布形式:

q(yyy) ∝
N∏

n=1

p(tn|yn)N(yn; m̃n, σ̃n) =

N∏
n=1

N tn(yn; m̃n, σ̃n) (19)

q(www) = N(www; µ̃µµw, Σ̃w) (20)

q(τ) = Gamma(τ ; c̃, d̃) (21)

q(ααα) =
{ P∏

p=1

Gamma(αp; ãp, b̃p)
}M

(22)

其中, N tn(·) 表示截断正态分布[20], 截断的方向
(N+(·) 或 N−(·)) 由 tn 决定.
由 EM 算法的理论知识可知, 求变量的后验分

布其实就是求完全似然函数的对数关于其他变量的

期望 (用 “〈·〉” 表示), 再提取与该变量有关的项. 下
边分别对 yyy, www, τ , ααα 的后验分布进行求解.

1) yyy

提取式 (18) 中与变量 yyy 有关的项:

F̃ (q(yyy)) =
∫

q(yyy)
{

lnp(ttt|yyy)+
∫∫

q(www)q(τ)lnp(yyy|Xwww, τ−1)dwwwdτ − lnq(yyy)
}

dyyy

(23)

令式 (23) 关于 q(yyy) 的导数为 0, 因此

lnp(ttt|yyy) +
∫∫

q(www)q(τ)lnp(yyy|Xwww, τ−1)dwwwdτ −
lnq(yyy)− 1 = 0 (24)

求解式 (24), 得出:

m̃n = xxxn〈www〉, σ̃n = 〈τ〉−1 (25)

2) www

提取式 (18) 中与变量www 有关的项:

F̃ (q(www)) =
∫

q(www)
{∫∫

q(yyy)q(τ)lnp(yyy|Xwww, τ−1)

dyyydτ +
∫

q(ααα)lnp(www|0,ααα−1)dααα− lnq(www)
}

dwww

(26)

令式 (26) 关于 q(www) 的导数为 0, 因此

Σ̃w = (diag(〈ααα〉) + 〈τ〉
N∑

n=1

xxxT
nxxxn)−1 (27)

µ̃µµw = 〈τ〉Σ̃w

N∑
n=1

xxxT
n〈yn〉 (28)

3) τ

提取式 (18) 中与变量 τ 有关的项:

F̃ (q(τ))=
∫

q(τ)
{∫∫

q(yyy)q(www)lnp(yyy|Xwww, τ−1)

dyyydwww + lnp(τ |c, d)− lnq(τ)
}

dτ (29)

令式 (29) 关于 q(τ) 的导数为 0, 因此

c̃ = c +
1
2
, d̃ = d +

1
N

N∑
n=1

1
2
(〈yn

2〉−

2〈yn〉〈wwwT〉xxxn
T + xxxn〈wwwwwwT〉xxxn

T) (30)

4) ααα
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提取式 (18) 中与变量 ααα 有关的项:

F̃(q(ααα)) =
∫

q(ααα)
{∫

q(www)lnp(www|0,ααα−1)dwww +

lnp(ααα|aaa,bbb)− lnq(ααα)
}

dααα (31)

令式 (31) 关于 q(ααα) 的导数为 0, 因此

ãp = ap +
1
2
, b̃p = bp +

1
M

M∑
m=1

1
2
〈wpm

2〉 (32)

上边求出了每个变量后验分布函数中的参数迭

代公式, 但是它们都是由其他变量的期望表示的, 因
此, 需要求出一些参数的期望[11, 21−22].
对于式 (19), tn (tn ∈ {−1,+1}) 决定截断正态

分布的截断方向, 因此:

〈yn〉 = xxxnµ̃µµw + tn

1

〈τ〉 1
2

normpdf
(

(xxxnµ̃µµw)

〈τ〉− 1
2

)

normpdf
(

tn(xxxnµ̃µµw)

〈τ〉− 1
2

) (33)

〈yn
2〉 =

1
〈τ〉 + (xxxnµ̃µµw)2+

tn(xxxnµ̃µµw)〈τ〉− 1
2

normpdf
(

(xxxnµ̃µµw)

1
〈τ〉

1
2

)

normpdf
(

tn(xxxnµ̃µµw)

〈τ〉− 1
2

) (34)

其中, normpdf 为正态概率密度函数, normcdf 为正
态累积分布函数.
另外

〈www〉 = µ̃µµw, 〈wwwwwwT〉 = Σ̃w + µ̃µµwµ̃µµT
w (35)

〈αp〉 =
ãp

b̃p

, 〈lnαp〉 = Ψ(ãp)− lnb̃p (36)

〈τ〉 =
c̃

d̃
, 〈lnτ〉 = Ψ(c̃)− lnd̃ (37)

其中, Ψ 函数定义如下:

Ψ(a) =
dlnΓ(a)

da
(38)

模型训练好之后, 对于一个测试样本 xxx∗, 它的

预测概率可以计算如下:

p(t∗ = 1|xxx∗) =∫
p(t∗ = 1|y∗)p(y∗|xxx∗, 〈ωωω〉, 〈τ〉)dy∗ =

∫ ∞

0

N(y∗;xxx∗〈ωωω〉, 〈τ〉−1)dy∗ =

normcdf
(

xxx∗µ̃µµwww

〈τ〉− 1
2

)
(39)

根据预测概率就可以对测试样本进行分类识别,
当 p(t∗ = 1|xxx∗) ≥ 0.5 时, 测试样本被判为一类, 当
p(t∗ = 1|xxx∗) < 0.5 时, 则被判为另外一类.
另外, 通过式 (18) 可以计算对数似然函数的下

界:

F (q(yyy), q(www), q(ααα), q(τ)) =

〈lnp(ttt|yyy)〉+ 〈lnp(yyy|Xwww, τ−1)〉+
〈lnp(www|0,ααα−1)〉+ 〈lnp(ααα|aaa,bbb)〉 − 〈lnq(ααα)〉+
〈lnp(τ |c, d)〉 − 〈lnq(τ)〉 − 〈lnq(yyy)〉 − 〈lnq(www)〉

(40)

对应于每一次的迭代, F (q(yyy), q(www), q(ααα), q(τ))
会一直增加, 直至收敛. 通过观察 〈www〉 = µ̃µµw 或

〈αp〉 = ãp/b̃p 的值, 可以确定哪些特征会被选择, 即
实现了非线性特征选择. 但是在对特征维进行扩展
后, 对应于每一次的扩展, µ̃µµw 的值不一样, 那么用
µ̃µµw 来描述特征选择性的随机性比较大, 因此, 我们
可以用 ααα 来描述, 当 αp 比较小时 (在实际应用中我
们可以设定一定的门限), 对应的特征就会被选择.

2.4 算法复杂度分析

根据前面对模型更新过程的介绍, 发现本文提
出的方法对各参数更新的计算复杂度主要取决于

计算权值 www 的方差矩阵, 其求逆操作的复杂度为
O((M ×P )3), 其中, P 为特征的维度, M 为特征幂

变换扩展的次数; 传统的 RVM 也需要类似的求逆

运算, 其复杂度为O((N +1)3)[10], N 为训练样本的

个数. 因此, 两种方法的复杂度差别主要取决于具体
数据对应的 N + 1 与M × P 的大小.

3 实验结果与分析

3.1 仿真数据

这一节是对仿真数据进行实验, 我们的目的是
检测本文提出的非线性特征选择方法能否选出代

表一个给定输出的所有特征. 仿真数据的产生方
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法[13, 23] 如下:

yyy = xxx1 + 2xxx2 + 3xxx3 + 2sin(xxx4) + exxx5+

0xxx6 + · · ·+ 0xxx12 (41)

ttt = sign(yyy) (42)

这里的特征 xxx1,xxx2, · · · ,xxx5 是分别服从标准正态分

布且独立同分布的随机变量,第 6个变量与xxx1 有关,
定义为 xxx6 = xxx1 +1, 第 7个变量为 xxx7 = xxx2xxx3, 与 xxx2

和 xxx3 都有关系, 另外的 5 个特征 xxx8 ∼ xxx12 也服从

标准正态分布, 但是与 yyy 没有任何关系. 如式 (41),
我们随机产生 200 个样本.
下面用本文介绍的方法对仿真数据进行实验,

如图 3, 可以看出当 M = 1 (特征不扩展, 即文献
[12] 采用的方法) 时, 比较小的 5 个 logαp 对应的特

征为 xxx3,xxx2,xxx1,xxx6,xxx5, 表明特征 xxx1,xxx6 都被选择出

来了, 而想要的特征 xxx4 却没被选择出来, 因此, 没有
达到理想的特征选择效果, 然而在对特征维进行幂
变换扩展后, 比较小的 5 个 logαp 对应的特征均为

xxx2, xxx3, xxx4, xxx5, xxx1 或 xxx6, 表明所有想要的特征都被
选出来了. 证明了基于 VB-RVM 的非线性特征选

择方法的有效性.

图 3 分别给出当M 从 1 到 6 时, 通过 VB-RVM 得到的

logαp 以及它们对应的特征 (M = 1 等价于文献 [12]

采用的方法)

Fig. 3 logαp and corresponding selected features through

VB-RVM respectively for M = 1, 2, · · · , 6

(M = 1 equals the method which is adopted by [12])

接下来用直接对特征维进行幂变换扩展 (不同
幂次对应不同的 αpm) 的方法对仿真数据进行实验,
设定M = 3, 图 4 给出了迭代更新之后 logαpm 的

值, 从图 4 中可以看出, 不同的幂次对应的比较小的
logαpm 的特征是不一样, 比如特征 1 在 m = 1 时
比较小, 但在 m = 2 和 m = 3 时却很大, 因此, 直

接进行幂变换扩展的方法不能确定哪些特征被选出

了, 即不具备特征选择的功能.

图 4 直接进行幂变换扩展 (不同幂次对应不同的 αpm)

方法得到的 logαpm

Fig. 4 logαpm through direct power transformation

extension (a different power corresponds to a different

αpm)

3.2 实测数据

本节我们用雷达实测数据测试该特征选择和分

类结合方法的性能.数据包括两类目标:民航和汽车,
样本数分别为 553 和 546, 特征维数为 21, 提取的特
征主要包括雷达目标时域回波的方差、多普勒谱的

熵、幂变换后的熵、目标峰值的主瓣宽度以及主副

瓣比等. 为了证明该方法的有效性和稳健性, 把民航
和汽车样本分别均分为 5 组, 取其中的一组固定作
为测试样本, 剩余 4 组中的任意一组作为训练样本,
另外 3 组分别作为训练阶段的 3 次交叉验证样本,
用来选择稳健的参数, 如果同时选出多种参数, 在测
试阶段用这几种参数得到识别结果的平均值作为最

终的识别结果. 这样, 根据训练样本的选取不同, 总
共可以进行 4 次实验. 设定 αp 的门限为 100 (根据
第 2.2 节中介绍的准则选取门限为 100. 当门限大于
100 时, 识别率不会有太大改变, 因为多选取出来的
特征对应的 wpm 很小, 对分类的贡献很小; 当门限
远小于 100 时, 识别率会明显下降, 因为必要的特征
没有被选择), 当 αp 小于 100 时, 认为对应的特征被
选出来.
为了证明本文提出方法的有效性, 下面用它

和其他一些常见的特征选择和分类方法进行比

较, 这些方法包括基于所有特征的传统 RVM 分类

器[9−10]、基于所有特征的 SVM 分类器[17]、Fisher
特征选择[6] 结合传统 RVM 分类器[9−10]、Relief 特
征选择[7] 结合传统 RVM 分类器[9−10]、特征搜索

法[6] (穷举法) 结合 SVM 分类器[17]、直接对特征维

进行幂变换扩展 (不同幂次对应不同的 αpm) 的方
法、文献 [12] 提出的方法, 以及 PSORSFS[8] 特征

选择结合 SVM 分类器[17].
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3.2.1 特征选择和分类性能比较

为了与本文提出的方法进行准确的比较, 这里
Relief、Fisher、搜索法 (穷举法) 选择的特征个数与
本文提出方法选择出的特征个数设为一致. 表 1 为
这几种方法的比较结果, 实验结果分别为选择特征
的个数、选择特征的标号、错分率. 表 1 中从 (a) 到
(d) 分别为 4 次实验的结果.
表 1 中粗体字分别表示 4 次实验中不同方

法性能最好的结果, 各种方法选出的特征标号的
排列顺序是由它们对分类的贡献决定的 (在实验
(a)、(c)、(d) 中特征搜索法结合 SVM 没有给出

选择的特征标号, 是因为通过交叉验证选出了多个
错分率相同的特征组合, 这相当于没有选出稳健的
特征组合), 通过表 1 可以看出: 1) 采用 Relief 或
Fisher 特征选择与传统 RVM 分类器结合得到的错
分率在所有的方法中是比较高的 (除了实验 (b) 中
Fisher 特征选择结合 RVM 分类器与本文提出方法
的错分率一样); 2) 当特征全部选用时, RVM 的错

分率要略高于 SVM 的错分率, 另外, 除了实验 (a)
中 SVM 的错分率略低于本文提出的方法, 其他实
验中基于全部特征的 SVM 和 RVM 的错分率都要

高于本文提出的方法, 这也证明了特征选择对提高
识别性能的重要性; 3) 在相同特征个数的情况下,
采用特征搜索法结合 SVM 的错分率要高于本文提

出方法的错分率, 而且当搜索法 (穷举法) 选择的特
征个数为 3、4 时分别需要 1 330、5 985 次搜索实
验, 其运算量远远大于本文提出方法的运算量; 4)
文献 [12] 采用的方法在 4 次实验中的错分率都要
高于本文提出方法的错分率, 而且它选择的特征个
数要比本文提出方法选出的特征个数多, 且选出的
特征在 4 次实验中也不稳定, 这说明了本文提出的
通过特征维幂变换扩展构造分类面的方法对提高分

类性能和稀疏化特征选择均是有效的; 5) 直接对特
征维进行幂变换扩展 (不同的幂次对应不同的 αpm)
方法的错分率一般都要高于本文提出方法的错分率

(实验 (c) 中两种方法的错分率一样), 这是由于直
接扩展法只能构造非线性分类面但没有特征选择的

功能, 这直接影响了该方法对测试样本的推广性能;
6) PSORSFS 特征选择方法在识别率方面通常优
于 Relief 或 Fisher 特征选择方法 (除了实验 (b) 中
Fisher 特征选择方法的错分率更低), 但和本文提出
的方法相比, PSORSFS 特征选择方法除了在实验
(a) 中的错分率比较低外, 在其他三个实验中的错分
率都比本文提出方法的错分率高, 而且在 4 次实验
中它选出的特征都不一样, 说明该方法在特征选择
方面还不太稳定.
表 1 只给出了不同特征选择和分类方法在 4 次

实验中的单次实验结果, 为了更充分地比较各种方
法的性能优劣, 表 2 给出了 4 次实验错分率平均值
和标准差, 同样地, 粗体字表示不同方法中性能最好
的结果.
通过表 2 可以看到: 1) 本文提出方法在所有方

法中的平均错分率最低, 表明该方法的分类性能较
好; 2) 本文提出方法的错分率的标准差在所有方法
中是最小的, 说明鲁棒性较好; 另外, 观察表 1 中本
文方法选择的特征, 可以看到选择的特征在 4 次实
验中也很稳定, 这表明该方法对于特征选择具有很
好的稳健性.
3.2.2 AUC性能比较

除了识别率, ROC 曲线下的面积 (AUC) 也是
判断分类器性能优劣的一个重要指标[24−25]. AUC
评价标准可以衡量数据类别在任何分布或任何代价

下分类算法的总体性能, 对类别分布比例和错误代
价具有不敏感性, 因此, 在类别分布未知时和错误
代价敏感时, AUC 成为分类器性能的有效评价方
法[25]. AUC 的值在 0 ∼ 1 之间, 越趋近于 1 说明
性能越好. 下面以本文提出方法的第 2 个实验 (实验
(b)) 为例详细说明如何实现 AUC 性能评估.
图 5 给出了所有测试样本 (“·” 表示样本的真实

类别是民航, “+”表示样本的真实类别是汽车)的预
测概率值 (p(t∗ = 1|xxx∗)), 按照前面的讨论我们将根
据预测概率值的大小对它们进行判决, 大于等于 0.5
的点被判为民航目标, 小于 0.5 的点被判为汽车目
标. 根据图 5 的结果, 假设民航样本为检测目标、汽
车样本为虚警目标, 在计算 ROC 曲线时, 首先, 把
所有测试样本的预测概率值按照从大到小的顺序排

列; 其次, 在 0 ∼ 1 之间设定若干门限, 对每个给定
的门限, 小于门限的认为是虚警样本, 大于门限的认
为是检测样本, 可以得到相应的虚警概率和检测概
率, 它们的定义如下:

虚警概率 =
虚警样本被错分为检测目标的数目

虚警样本总数
(43)

检测概率 =
检测样本被正确分为检测目标的数目

检测样本总数
(44)

最后, 所有虚警和检测概率对应起来就可以绘
制出图 6 中用 “·” 标记的 ROC 曲线. 类似地, 我们
也可以用 1 减去图 5 的结果, 这样预测概率大于等
于 0.5 的就被判为汽车目标, 并假设汽车样本为检
测目标、民航样本为虚警目标, 用相同的方法得到
图 6 中 “+” 对应的 ROC 曲线. 显然, 由于对称关
系, 图 6 中两条 ROC 曲线下的面积值, 即 AUC, 应
该是完全相同的, 在实验中只需要计算一种情况.
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表 1 (a)∼ (d) 分别给出 4 次本文提出方法与其他方法比较的实验结果

Table 1 (a) to (d) respectively show the four experimental results for comparison between

the method we proposed and other methods

特征选择方法结合分类器 选择特征的个数 (选择特征的标号) 错分率 (%) AUC

本文提出方法 3 (2, 9, 6) 1.92 0.9975

直接扩展特征 (不同幂次对应不同的 αpm) \ 2.73 0.99790.99790.9979

M = 1 (文献 [12] 中方法) 4 (6, 2, 3, 9) 2.73 0.9908

基于所有特征的传统 RVM 21 (1 ∼ 21) 4.55 0.9884

(a) 基于所有特征的 SVM 21 (1 ∼ 21) 1.82 0.9920

Fisher 特征选择结合传统 RVM 3 (15, 3, 2) 5.45 0.9778

Relief 特征选择结合传统 RVM 3 (9, 2, 15) 6.21 0.9760

特征搜索法结合 SVM 3 ( \) 2.27 0.9955

PSORSFS 特征选择结合 SVM 3 (2, 12, 21) 1.361.361.36 0.9974

本文提出方法 4 (2, 9, 6, 8) 1.821.821.82 0.99790.99790.9979

直接扩展特征 (不同幂次对应不同的 αpm) \ 2.27 0.9888

M = 1 (文献 [12] 中方法) 5 (2, 6, 9, 10, 21) 2.27 0.9937

基于所有特征的传统 RVM 21 (1 ∼ 21) 2.50 0.9912

(b) 基于所有特征的 SVM 21 (1 ∼ 21) 3.18 0.9924

Fisher 特征选择结合传统 RVM 4 (15, 2, 16, 6) 1.821.821.82 0.9973

Relief 特征选择结合传统 RVM 4 (9, 2, 15, 11) 4.55 0.9805

特征搜索法结合 SVM 4 (2, 9, 10, 20) 2.27 0.9964

PSORSFS 特征选择结合 SVM 3 (9, 15, 20) 2.73 0.9924

本文提出方法 3 (2, 9, 6) 1.821.821.82 0.9974

直接扩展特征 (不同幂次对应不同的 αpm) \ 1.821.821.82 0.99870.99870.9987

M = 1 (文献 [12] 中方法) 4 (2, 6, 9, 10) 3.18 0.9907

基于所有特征的传统 RVM 21 (1 ∼ 21) 2.96 0.9907

(c) 基于所有特征的 SVM 21 (1 ∼ 21) 4.32 0.9893

Fisher 特征选择结合传统 RVM 3 (15, 2, 3) 5.45 0.9801

Relief 特征选择结合传统 RVM 3 (9, 2, 15) 5.45 0.9757

特征搜索法结合 SVM 3 ( \) 2.44 0.9958

PSORSFS 特征选择结合 SVM 2 (2, 20) 3.18 0.9979

本文提出方法 4 (2, 9, 8, 6) 1.821.821.82 0.99750.99750.9975

直接扩展特征 (不同幂次对应不同的 αpm) \ 2.73 0.9935

M = 1 (文献 [12] 中方法) 5 (6, 2, 3, 18, 9) 4.09 0.9931

基于所有特征的传统 RVM 21 (1 ∼ 21) 3.79 0.9884

(d) 基于所有特征的 SVM 21 (1 ∼ 21) 2.05 0.9900

Fisher 特征选择结合传统 RVM 4 (15, 3, 2, 16) 5.91 0.9811

Relief 特征选择结合传统 RVM 4 (9, 2, 15, 11) 5.18 0.9769

特征搜索法结合 SVM 4 ( \) 2.73 0.9929

PSORSFS 特征选择结合 SVM 2 (15, 20) 4.09 0.9871
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表 2 4 次实验中错分率和 AUC 的平均值和标准差

Table 2 The means and standard deviations of error rate and AUC in the four experiments

特征选择方法结合分类器 平均错分率 (%) 错分率标准差 AUC 平均值 AUC 标准差

本文提出方法 1.8451.8451.845 0.04330.04330.0433 0.99760.99760.9976 1.9203e−0041.9203e−0041.9203e−004

直接扩展特征 (不同幂次对应不同的 αpm) 2.388 0.3776 0.9947 0.0040

M = 1 (文献 [12] 中方法) 3.068 0.6723 0.9921 0.0013

基于所有特征的传统 RVM 3.450 0.7855 0.9897 0.0013

基于所有特征的 SVM 2.843 0.9963 0.9909 0.0013

Fisher 特征选择结合传统 RVM 4.658 1.6490 0.9841 0.0077

Relief 特征选择结合传统 RVM 5.348 0.5955 0.9773 0.0019

特征搜索法结合 SVM 2.428 0.1879 0.9952 0.0013

PSORSFS 特征选择结合 SVM 2.840 0.9850 0.9937 0.0044

图 5 第 2 次实验中所有测试样本的预测概率值

Fig. 5 The predictive probability of all the test

samples in the second experiment

图 6 第 2 次实验的 ROC 曲线

Fig. 6 The ROC curve of the second experiment

为了比较前面提到的各种方法的AUC 性能, 在

表 1 的最后一列中加入了各种方法的 AUC 值, 在
表 2 的后两列也加入了 4 次实验 AUC 的平均值和
标准差, 从表 1 中可以看出, 在实验 (a) 和 (c) 中直
接特征扩展方法的 AUC 略大于本文提出的方法的
AUC, 但是表 2 中本文提出方法的 AUC 平均值最
大并且标准差最小, 表明该方法的AUC 性能很好并
且稳定.

3.2.3 复杂度比较

根据第 2.4节的讨论,本文提出方法单次迭代的
复杂度取决于幂次参数和特征维度, 经过交叉验证
第一次实验选出了 3 个错分率相同的幂次参数M ,
分别为 2、3、5, 这里以 5 作为第一次实验的幂次参
数, 第 2、3、4 次实验选出的幂次参数均为 3, 而总
特征个数 P 为 21, 因此, 本文提出方法 4 次实验的
复杂度分别为 O(1053)、O(363)、O(363)、O(363);
对于传统 RVM 算法单次迭代的复杂度主要取决于
训练样本的个数, 4 次实验训练样本个数 N 分别

为 221、220、219、219, 因此, 它们复杂度为分别为
O(2223)、O(2213)、O(2203)、O(2203). 显然, 对 4
次实验, 传统 RVM 算法的复杂度都远大于本文提

出方法的复杂度.
通过上面的分析可以证明本文提出的特征选择

和分类结合方法是具备实用性和有效性的.

4 结论

本文提出的基于 VB-RVM 的非线性特征选择

和分类结合方法是一种把特征选择和分类识别有效

地结合在一起的方法, 该方法采用 RVM 的基本模

型框架, 用 Probit 模型代替原 RVM 分类中的 Lo-
gistic 模型, 使分类与回归有机地结合起来, 避免了
Logistic 模型从连续输出到离散输出映射时的近似
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推导, 使得 RVM 回归模型的推理算法可以直接运

用于分类模型, 而且利用 Probit 模型可以很容易地
把二元分类推广到多元分类; 求解的过程中用 VB
的方法对模型进行公式化描述, 这样能够得到所有
参数和超参数的后验分布, 更重要的是对原始特征
维进行了幂变换扩展, 而且限定扩展后不同幂次要
对应相同的 αp, 这样增加了样本的信息量, 在构造
非线性分类面的同时实现了非线性特征选择. 通过
对仿真数据和实测数据分别进行实验, 对比了本文
提出的方法与其他一些常见的特征选择和分类方法,
证明了本文提出方法的有效性和实用性. 本文只是
对特征维进行简单的幂变换扩展, 在下一步的工作
中将会对扩展的方式进行更深入的研究, 使特征选
择的方式更多样、更有效.
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