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一种新的全局嵌入降维算法

刘胜蓝 1 闫德勤 1

摘 要 目前大多数流形学习算法都以距离来度量数据间的相似度, 并取得满意的效果, 但都难以处理噪音造成的子空间偏

离. 针对此问题, 提出了一种基于角度优化的全局降维算法. 通过给出多样本增量的协方差阵更新方式, 从理论上证明了中心

化样本长度与其偏离低维空间角度为子空间偏离的主要因素, 进而解决了噪音造成的子空间偏离问题. 同时, 与主成分分析相

比, 能够更好地与其他算法融合解决小样本问题. 实验证实了该算法在手工和真实数据集上的有效性.
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A New Global Embedding Algorithm
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Abstract Recently, most manifold learning algorithms take advantage of distance to measure similarity of data, and

obtain satisfactory results, but most of them can not handle subspace deviation caused by noise. To solve this problem, a

global dimensionality reduction algorithm based on angle optimization is proposed in this paper. Theoretically it proves

that the main factors of subspace deviation are the length of the center sample and the angle of deviation from the low-

dimensional space by providing covariance matrix update mode of multi-sample incremental. Consequently, the algorithm

solves the subspace deviation problem caused by noise. Compared with the principal component analysis, it can integrate

better with other algorithms to solve small sample problems. Experiments carried out on handwork and real data sets

show a clear improvement over the results of other linear algorithms.
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流形学习的主要目的是从高维数据中恢复出低

维流形结构, 从而达到降维的目的, 是机器学习有潜
力的重要方法, 并在计算机的很多领域有着深刻的
应用和研究, 成为近年来的研究重点[1−4]. 主成分分
析 (Principal component analysis, PCA)[1]、多维
尺度变换 (Multi-dimensional scaling, MDS)[2]、局
部线性嵌入 (Locally linear embedding, LLE)[3] 等
都是基于欧氏距离流形学习的著名方法. PCA 考
虑整体流形是线性或近似线性的, 通过计算中心化
样本的协方差阵最大化方差来寻找主成分进行降维,
MDS 和 PCA 尽管目标函数的含义不同, 但在一定
条件下它们可以相互转化. LLE 是一个经典的局部
算法, 其主要思想是计算每个样本的 k 最近邻 (或
ε 近邻) 邻域, 寻求该局部的线性关系并由此重建权
值, 进而构建出权值矩阵. 它希望这个权值在降维
过程中保持不变, 从而在保持原来拓扑结构的基础
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上, 映射到低维流形. 而后出现了基于切空间的流形
学习方法, 首先由 Donoho 等提出了 Hessian LLE
(Hessian locally linear embedding, HLLE)[4], 利用
Hessian 矩阵能表达数据曲率的几何性质, 通过计
算样本局部切空间坐标并将其进行 Gram-Schmidt
正交化来构建近似的 Hessian 阵, 得到最小化高维
样本曲率的优化模型并嵌入到其潜在的低维流形.
Min 等在几何上进一步证明局部 PCA 低维空间可
以逼近以邻域均值为中心的切空间[5], 这为基于切
空间的流形学习算法提供了可靠的理论依据.

Zhang 等提出了局部切空间排列算法 (Local
tangent space alignment, LTSA)[6], 在局部计算出
以样本均值为中心的高维样本数据的协方差阵, 进
而利用 PCA 寻找局部的低维空间, 将所有局部切空
间的坐标进行整合, 从而得到低维空间的整体坐标.
由于 LTSA 很难进行增量学习, 时间复杂度也很高,
杨剑等改进了 LTSA, 使之具有更强的学习能力[7].
LTSA 基于假设数据分布在近似一阶光滑可微的函
数结构中, 这样的理想前提使得算法对数据的要求
较高. 事实上, 由于 LTSA 建立在由数据形成的几
何结构上, 所以对数据几何结构的变化非常敏感, 因
此, 切空间运算并不总是适合的. 真实世界里高维
数据往往是复杂的[6], 当存在某类噪音时, 切空间的
偏差会增大, 影响全局的降维效果. 局部MDS[8] 也
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面临同样的问题. Adaptive LTSA[9] 将曲率引入到

局部切空间, 克服了 LTSA 对线性化程度低的局部
流形恢复效果不好的问题. 虽然可以自适应地选取
邻域, 但是它没有充分利用近邻点的信息, 而是利
用邻域形成的整体切空间的信息, 在估计某个近邻
点测地线曲率时, 会因为其他近邻点的偏差而增大
该近邻点曲率的误差, 而且曲率的存在要求假设数
据分布在近似二阶光滑的函数结构中, 这对原始数
据的几何结构提出了更高的要求. 由于欧氏距离在
估计数据结构上的弱点, 所以在全局中, 等距映射
ISOMAP[10] 采用最短路径的方法估计测地线距离,
避免了上述的问题. 但是, 在处理大批量样本时, 最
短路径的时间复杂度远大于欧氏距离.
为了更好地解决实际问题, 近几年涌现出

局部保持投影 (Locality preserving projection,
LPP)[11]、邻域保持嵌入 (Neighborhood preserv-
ing embedding, NPE)[12]、正交的邻域保持投影
(Orthogonal neighborhood preserving projection,
ONPP)[13] 等能够提取局部信息的线性流形学习
算法. 这些算法都对应于已有的非线性算法, 通过
将高维数据映射到低维子空间的非线性隐式映射

明确为一种线性映射而得到的. 近期, Zheng 等将
这种非线性隐式映射明确为一种多项式非线性映

射, 并将其应用于 LLE, 提出了邻域保持多项式嵌
入 (Neighborhood preserving polynomial embed-
ding, NPPE) 算法[14], 该算法很好地保持了高维数
据分布的非线性特征. 尽管这些算法都能很好地把
握局部信息[15], 但都无法进行含有噪音的学习, 而
真实世界的数据不可避免地存在异常点或引入噪音,
这对流形学习算法带来了挑战.

本文以增量子空间研究为基础, 证明了中心化
样本的长度与偏离子空间的角度是子空间降维产

生误差的主要因素, 进而提出了一种基于角度优化
的全局嵌入 (Angle optimized global embedding,
AOGE) 算法. 该算法利用中心化样本偏离它在
低维空间的正交投影的角度来刻画数据之间的关

系, 基于角度优化实现全局降维. 该方法消除了基
于距离度量对子空间带来的误差, 改用样本数据
偏离低维空间的程度来度量样本之间的差异, 进
而得到潜在的低维流形. AOGE 方法可以很好地
应用于图像识别问题, 尤其可以应用于解决小样本
问题.
为了在实验上更好地与其他全局算法进行对

比, 我们将 Frey face[3] 进行个别样本删除并分类,
建立 FFC (Frey face classification, FFC) 数据库.
在识别实验中, AOGE 与 LPP, 2DPCA 等全局算
法[16−17] 有很好的可比性. 由于 AOGE 方法用角度
来度量样本, 故对距离数据中心较远的分散点没有

其他全局算法敏感, 即具有较好的抗噪音能力. 此
外, AOGE 方法是对单位化后的样本进行特征分解,
避免了应用 PCA 计算维数过高的样本时特征值过
大溢出的可能. 在第 3 节, 将 AOGE 和部分全局
算法分别在表情的分类、人脸识别等实验中进行对

比. 实验表明, AOGE算法在大多数情况下比PCA,
MDS 及 2DPCA 等全局算法有更好的嵌入效果, 并
在真实数据中表现出更为优越的性能.

1 子空间分析

PCA 作为一种线性降维算法, 由于其算法结
构简单、速度快、易应用而倍受关注. 我们把由数
据所投影的低维空间称为子空间. PCA 子空间往
往受到噪音及异常点的影响很大, 这将导致其学习
能力大大降低. 为了使 PCA 有更好的鲁棒性, De
la Torre 等提出 Robust PCA[18], 它力求通过迭代
法对经典的 PCA 加权, 进而减小奇异点对算法的
影响. Robust LLE[19] 也希望借助鲁棒 PCA, 在原
LLE 的基础上增加描述样本奇异程度的权值矩阵来
进行鲁棒学习. 但迭代法时间复杂度大, 这将降低算
法对样本数量较大的数据集的学习能力.

考虑到减小子空间的偏差成为鲁棒学习的根本,
以下通过数据在子空间上的正交投影来分析影响子

空间偏差的因素.

1.1 数据的正交投影

设低维空间的一组基为: Q ∈ RD×d, 流形
上的样本空间 X = [xxx1,xxx2, · · · ,xxxn] ∈ RD×n 在

这组基下的投影为低维流形 Y = QTX,Y =
[yyy1, yyy2, · · · , yyyn] ∈ Rd×n. 将样本 X 进行中心化

X̂ = X

(
I − 1

n
llllllT

)
, 其中, lll = (1, · · · , 1)T1×k, I 为

单位阵. 由样本空间 X 所形成的变换及正交投影矩

阵的定义, 可以得到以下定理:
定理 1. 经过中心化的某样本 x̂xx 的正交投影为

QQTx̂; 该点偏离切空间的夹角余弦 β 为

cos β =

√
x̂xxTQQTx̂xx

‖x̂xx‖2
2

(1)

进一步地

β = arccos
√

R(x̂xx) (2)

其中, β ∈
[
0,

π

2

]
, R(x̂xx) 为 QQT 的 Rayleigh 商.

证明. 在 RD 空间中, 令 U = [Q,P ] 为 RD

变换后的一组新基底, 其中 Q 为 U 的前 d 列, 为
低维空间的一组基, P 为 U 的后 n − d 列. 设 X̂

的正交投影阵为 T , 则由正交投影矩阵的定义, 有:
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T [Q,P ] = [Q,O], 进而可知 T = [Q,O][Q,P ]−1, 其
中 O 为零矩阵, 再由正交投影矩阵为幂等阵, 可得
到:

TTT = [Q,O][Q,P ]T[Q,P ]−1[Q,P ]T =

[Q,O](UTU)−1[Q,P ]T

再由 UTU = I, 得 T = QQT, 及 QTQ = I.
由正交投影阵 T = QQT, 欧氏空间内积的定

义, 及QTQ = I, 可以得到 cos β =

√
x̂xxTQQTx̂xx

‖x̂xx‖2
2

. 进

一步, 可以得到偏离角 β = arccos
√

R(x̂xx). ¤
为了计算方便, 我们将其改写为 (cos β)2 =

x̂xxT
e QQTx̂xxe, (·)e 为 “·” 的单位化向量或矩阵, 即

x̂xxe =
x̂xx

‖x̂xx‖ , 满足 x̂xxT
e x̂xxe = 1.

1.2 协方差阵的更新

得到数据的正交投影后, 考虑在原数据集中增
加一个或若干个噪音或奇异点来分析这些点对子空

间的影响, 首先要得出增加这些点前后协方差阵的
关系, 因此, 给出下面的引理.
设有 k 个样本点构成的样本矩阵为 xxxk, 通过中

心化矩阵 Hk = I − 1
k
llllllT(其中, lll = (1, · · · , 1)T1×k)

把其中心化为 X̂k = xxxkHk. 则相应的中心化的协方
差阵为: Gk = X̂kX̂

T
k . 设 k 个样本的样本协方差矩

阵为 Ck, 则 Ck =
1

k − 1
X̂kX̂

T
k =

1
k − 1

Gk. 当计算

Ck 后, 若增加一个新样本 xxxk+1, 按协方差定义重新
计算新的样本协方差阵 Ck+1, 就会浪费存储空间同
时增加时间复杂度. 考虑到能否由新增的 xxxk+1 及原

有的协方差阵的信息, 得到其秩一更新. 加以推广,
给出增加 r 个样本后更新样本协方差矩阵的方法.

引理 1. 设 Ck 为 k 个样本的样本协方差矩

阵, 则增加 r 个样本点 xxxk+1, · · · ,xxxk+r 后, 更新样
本协方差阵 Ck+r 可由下列递推式得到: Ck+r =

k − 1
k + r − 1

Ck +
1

k + r − 1

∑r

i=1

k + i

k + i− 1
∆k+i, 其

中, ∆k+i = δδδk+iδδδ
T
k+i, δδδk+i = xxxk+i − x̄xxk+i, x̄xxk+i 为

xxx1, · · · ,xxxk+i 的均值, i = 1, · · · , r(证明见附录 A1).

1.3 子空间分析

在分析采样于一个高维欧氏空间中低维流形的

数据时, 存在这样一些数据: 它们存在于真实世界
中, 彼此相互孤立, 且与其他数据也彼此孤立, 即不
能和其他数据建立密切联系; 同时它们也不能满足
或近似满足流形学习中数学模型合理的假设条件,

我们把这样的数据称为不规则 M 数据. 比如对于
拍照时的光线, 相机的颤抖形成了图像数据的噪音.
需要注意的是, 不规则M 数据并不能完全归结为噪
音; 同样对于拍照, 给出一个运动员获奖的表情采样
集合: {表情采样 |{高兴}, {悲伤}, {恐惧}, {惊讶},
{惊讶地喜极而泣}}, {惊讶地喜极而泣}只存在于一
个很短的时间, 不能称之为噪音. 下面给出不规则M
数据的数学定义.

定义 1. 不规则 M 数据: 设 M 为一个近似

光滑的流形, 若 M 中, ∃a1, · · · , ar ∈ M , 对 ∀i ∈
{0, · · · , r}, r ∈ N+, ∃νi > 0, 使得 U(ai,νi) ∩M =
{ai}, 则 ai 为不规则M 数据.

比如在降维过程中某些数据 “远离”1低维空间,
记为 datad;某些数据 “偏离”2低维空间,记为 dataθ.
这些数据都是不规则M 数据.
考察每个不规则数据对降维算法的影响, 可动

态地把每个不规则数据看作新增样本或噪音. 为了
减少不规则数据给低维子空间带来的误差, 用主成
分来分析影响子空间偏离度的因素, 进而在下一节
中考虑如何给出一种新算法, 消除或削弱这些因素
带来的误差. 设高维数据空间的维数为 D, 降维后
的低维空间的维数为 d. 给出如下定理:
定理 2. 设 Ck 特征分解得到前 d 个最大特

征值 µd ≤ µd−1 ≤ · · · ≤ µ1(假定 µi 各异, i =
1, · · · , d), 对应的特征向量为低维子空间的一组基
Q = [qqq1, · · ·qqqd], Ck+1 特征分解得到前 d 个最大特

征值 λd ≤ λd−1 ≤ · · · ≤ λ1, 对应的特征向量为低维
子空间的一组基 Q̂ = [q̂1, · · · q̂d], 则:

1) ∀xxx ∈ RD 有 d(x)f(λ) = 1, λ 与 d(xxx) 同增
减. 对于单位化的样本 ∀(xxx− x̄xxk)e ∈ RD, 则 f(λ) =

1. 其中, f(λ) =
∑d

j=1

cos2 αj

λ− µj

, d(xxx) = ‖xxx− x̄xxk‖2,

αk+1,j ∈
[
0,

π

2

]
为 (xxxk+1 − x̄xxk) 偏离切空间第 j 个

主成分 qqqj 的角度, j = 1, · · · , d, k = 1, 2 · · · , n− 1.
2) 前 d 个主成分夹角之和为:

∑d

j=1 cos θ̂j =
∑d

j=1 q̂qqT
j qqqj = lllT

(
ξ̂ξξk+1

)
e
. 其中, θ̂j =

〈
q̂qqj, qqqj

〉
, ξ̂ξξk+1

= (
cos αk+1,1

λ1 − µk+1,1

,
cos αk+1,2

λ2 − µk+1,2

, · · · ,
cos αk+1,d

λd − µk+1,d

)T,

j = 1, · · · , d, k = 1, 2, · · · , n− 1 (证明见附录 A2).

2 AOGE算法

两个子空间 space(Q) 和 space(Q̂) 的距离为

dist(Q̂,Q) =
√

1− σ2
d

[20]
, σd 为 Q̂TQ SVD 分解

的最小奇异值; 它反映了子空间基底的偏差程度,
1“远离” 是指离中心较远的数据, 即满足 ‖δδδk+i‖2 > γ , 其中 γ 根

据 ‖δδδj‖2 (j = 1, 2, · · · , k) 设定.
2“偏离” 是指数据偏离其正交投影的角度大, 即满足 β > ζ, 其中 ζ

根据 βj (j = 1, 2, · · · , k) 设定.
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故减少不规则数据带来误差的本质在于两个子空

间 space(Q) 和 space(Q̂) 的距离最小化问题. 希
望最大化 cos θd 以减小子空间的误差, 它等价于
max

∑d

j=1 cos θj
3, 由于 cos θ 在实际计算中很难

找到, 故利用 cos θ̂j 近似代替, 原最优化问题变为
max EAOGE, 其中, EAOGE =

∑d

j=1 cos θ̂j.
假设中心化的样本已经单位化, 由定理 2 的

结论 1), q̂qq(λ) (当 λ ∈ (µj, µj−1), q̂qq(λ) ∆= q̂qqj,
j = 1, · · · , d) 由 cos2 α(xxx)i 决定, 在 f ′(λ) =

−∑d

j=1

cos2 αj

(λ− µj)
2 中, max cos2 α 即最大化 λ 的

减小速度, 这将导致定理 2 的结论 2) 最大化, 即
max EAOGE 等价于 max

∑n

k=1

∑d

j=1 cos2 αkj.
当增加 xxxk+1 时, 令 pppk+1,d = (cos αk+1,1,

cos αk+1,2, · · · , cos αk+1,d)T, 由 定 理 1, pppd =
QT(xxxk+1 − x̄xxk)/‖xxxk+1 − x̄xxk‖2, 再由定理 2, 有
cos2 βk+1 =

∥∥pppk+1,d

∥∥2

2
=

∑d

j=1 cos2 αk+1,j. 因此,
考虑 maxk cos2 βk, 并适当地选取 d, 同时使中心化
的样本单位化, 具体算法过程描述如下:
将 X̂ 单位化 X̂e = X̂D0, 其中, D0 =

diag
{

1
‖x̂xx1‖2

, · · · ,
1

‖x̂xx1‖n

}
, 可 得: X̂eX̂

T
e =

X̂D̃X̂T, 其中 D̃ = D2
0. 把每一个样本点 xxxi 看

作新增点, 经中心化后, 构造优化函数为

EAOGE =
n∑

i=1

cos2 βi

EAOGE =
n∑

i=1

x̂xxT
ei

QQTx̂xxei
=

Tr
(
QTX̂ei

X̂T
ei

Q
)

规定低维空间的一组基 Q ∈ RD×d 为标准正交

基, 令 M = X̂eX̂
T
e = X̂D̃X̂T, 得到有约束的最优

化模型为

{
maxTr (QTMQ)

s.t. QTQ = I
(3)

Q 为M 前 d 个最大特征值所对应的特征向量.
最终得到 Y = QTX.
由以上分析, 得到 AOGE 算法的一般步骤如

下:
算算算法法法 1. AOGE 算算算法法法

3σl 为半正交阵 Q̂TQ 的 SVD 分解的第 l 个奇异值, l =
1, 2, · · · , d, σd ≤ · · · ≤ σ1, 其中, cos θl = σl, 由于 cos θd ≤ · · · ≤
cos θ1, 故最大化 cos θd 等价于 max

∑d
j=1 cos θj

步骤 1. 初始化样本并将样本中心化 X̂ =

X

(
I − 1

n
llllllT

)
;

步骤 2. 单位化协方差阵: x̂xxi ← x̂xxi

norm(x̂xxi)
,

i = 1, 2, · · · , n;
步骤 3. 计算M , 并将其进行特征分解, 得到特

征值 λ1 ≥ · · · ≥ λD 及对应的特征向量阵 U ;
步骤 4. 取 U 的前 d 个最大特征值所对应的特

征向量 Q = [uuu1, · · · ,uuud], 得到 Y = QTX.
由定理 2 的结论 1), 式 (3) 对 ∀xxxe ∈ RD, λ

只受 cos α(x)i, i = 1, · · · , d 的影响, 且影响最小
化. 若每个样本点的模都相同, 即 ‖x̂xx1‖2

2 = ‖x̂xx2‖2

2 =
· · · = ‖x̂xxn‖2

2, 则有 D̃ = 1/‖x̂xx1‖2

2diag{1, · · · , 1} =
1/‖x̂xx1‖2

2 × I. 因此, X̂eX̂
T
e = X̂D̃X̂T = k2X̂D̃X̂T,

其中, k = 1/‖x̂xx1‖2 为常数; 此时, 模型 (3) 就是著
名的 PCA 模型. 可见基于定理 2 得到的优化模型
是对 PCA 模型的推广. 得到的模型 (3) 更充分地
提取了样本点的信息. 图 1 给出了二维椭圆 (长轴
5, 短轴 2) 随机采样得到的 AOGE 及 PCA 主成
分.

图 1 椭圆采样中 PCA 及 AOGE 主成分对比

Fig. 1 The principal component comparision of PCA and

AOGE in the elliptical sampling

图 1更加明确了AOGE和 PCA在寻找主成分
时的不同: PCA 考虑了 dataθ 和 datad 的中心化投

影方差, AOGE 考虑了中心化样本的投影角度.

3 实验结果与分析

在本节中, 第 3.1 节为真实世界图片采样 Frey
人脸表情的无监督分类, 第 3.2 节为 AR 人脸表情
数据库的识别实验, 第 3.3 节为手工流形数据实验.

3.1 Frey face表情分类

为检验算法对实际数据的降维能力, 我们利用
Frey face 表情图片库, 每个样本为 20 像素× 28 像
素的灰度图片, 该表情库是由视频设备连续拍摄得
到的. 进一步地, 将 Frey face 人脸的表情分成六
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类, 并除去 10 幅不确定表情, 中性 (自然) 571 幅、
吐舌 79 幅、高兴 560 幅、微笑 59 幅、不高兴 (悲伤
或生气) 623 幅、撅嘴 63 幅, 共 1 955 幅图像, 简称
FFC (Frey face classification). 选择前五类表情进
行分类实验, 与 Frey face 库相比, FFC 可以更好地
分析算法的性能.
图 2 表明, 高兴、中性、不高兴这三大类利用

AOGE 算法可以比较清晰地进行分类, 并在三维欧
氏空间呈三角形分布. 微笑低维散点基本分布在高
兴散点区域的边缘, 并向不高兴和中性表情靠近; 而
吐舌散点则分布在不高兴和中性表情中间的区域.
将 FFC 中不同表情随机选取了 400 个样本作为训
练集, 剩下的样本作为测试集, 共做了 10 次实验, 表
1 给出了这几种算法在 Frey 人脸数据集中不同的平
均分类率及标准差.

图 2 FFC 利用 AOGE 算法降至三维散点图

Fig. 2 Scatter diagram of dimensionality reduction to

three-dimension by FFC using AOGE algorithm

表 1 Frey 人脸分类率对比

Table 1 Comparison of Frey face classification rates

约简

维数

平均分类率 ± 标准差 (%)

AOGE PCA MDS

2 67.14± 2.79 54.84± 1.27 54.61± 1.74

3 74.38± 1.34 71.29± 2.88 70.80± 3.87

7 86.46± 0.88 86.29± 1.16 86.21± 0.99

从表 1 的数据可以看出, 在维数约简到比较低
时, AOGE 可以表现出比 PCA 及 MDS 更优越的
性能.

3.2 AR人脸识别[21]

AR 人脸库共 126 人, 每人由 26 幅图像构成,
并有比较明显的光照和表情变化. 我们从中选取
120 人去掉遮挡和墨镜图像, 根据眼睛和嘴的定位
处理并裁剪为 50 像素× 40 像素的灰度图像, 组成
新图像库: 每人 14 幅, 共 1 680 幅. 从中随机选取
20 人作为实验样本, 其中每人选取前 5 幅作为训练
集, 后 9 幅样本作为测试集. 为了考察 AOGE 算法
对不规则数据的效果, 首先对图像加以均值为 0、方
差为 0.1 的高斯白噪声, 图 3 及表 2 给出了 AOGE
算法同其他线性算法约简到不同维数的识别率比较.
再从剩余的 100 人中随机选取 20 人, 替换原训

练集每类的一个训练样本, 作为噪音样本. 在此情况
下, AOGE 算法同其他线性算法约简到不同维数的
识别率比较如表 3 所示.

图 3 AR 人脸识别率随维数变化曲线

Fig. 3 The curves of AR face recogniton rate with the

dimension change

表 2 AR 人脸加高斯白噪声的识别率对比 (%)

Table 2 Recognition rate comparison of AR face with

white Gaussian noise (%)

方法/项目 Mean-RecR Max-RecR Max-Dim

AOGE 81.75 86.88 40

PCA 81.19 84.38 25

LPP+PCA 79.56 83.75 25

LPP+AOGE 78.22 82.50 25

2DPCA 60.87 63.75 20

从表 2 及图 3 中可以看出, 含噪音数据降低了
提取局部信息的 LPP等算法的学习效果,而AOGE
却表现出优越的不规则数据学习能力. 此外, 由表
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3 给出的信息, 对于含有噪音样本的训练集, 由于
LPP+ AOGE 经过 AOGE 处理信息保留的正确程
度比 PCA 高, 所以该算法在本实验的各种线性算法
中识别率最高; 而对于 2DPCA, 由于其对图像信息
的敏感性及本文对 PCA 的分析, 一旦引入不规则数
据, 低维嵌入空间将受到较大影响.

表 3 AR 人脸加噪音样本识别率对比 (%)

Table 3 Recognition rate comparison of AR face with

noise samples (%)

方法/项目 Mean-RecR Max-RecR Max-Dim

AOGE 60.06 63.33 50

PCA 59.19 62.22 40

LPP+PCA 61.53 65.00 40

LPP+AOGE 63.25 66.11 45

2DPCA 35.44 42.22 5

3.3 手工流形数据

我们采用 Swiss-Roll 和 Twinpeaks 三维流形
数据, 采样 1 000 个样本点, 分别利用AOGE, PCA,
LPP 降至二维, 降维效果如图 4 和图 5 所示.

图 4 Swiss-Roll 降至二维

Fig. 4 Scatter diagram of dimensionality reduction to

two-dimension of Swiss-Roll

图 5 Twinpeaks 降至二维

Fig. 5 Scatter diagram of dimensionality reduction to

two-dimension of Twinpeaks

从图 4 和图 5 中可以看出, AOGE 与 PCA 基
本一致且效果比较理想, 而 LPP 因为提取局部信息
时的短路现象, 降维效果并不理想, 在图 5 中 LPP
可以很好地提取局部信息, 表现出较好的流形学习

能力, AOGE 在流形学习过程中也体现了原始数据
双峰的特征, 而 PCA 的学习能力则差一些, 这是
因为在双峰点处的数据的分布不能线性近似, 导致
PCA 在峰点处有偏差.

3.4 实验结果分析

第 3.1 节中 FFC 表情实验说明 AOGE 作为一
种线性流形学习算法的有效性; 第 3.2 节的 AR 人
脸识别实验主要考察各种线性流形学习算法对不规

则数据的学习能力, 从中可以看到 AOGE 不仅本身
表现出良好的学习能力, 而且在处理识别问题的小
样本问题时, 表现出比 PCA 更强的抗噪音能力; 以
上说明 AOGE 算法有较好的抗噪音识别及分类能
力. 第 3.3 节的手工流形数据更加肯定了 AOGE 作
为一种线性流形学习算法的有效性.

4 结论

本文给出了影响子空间误差的主要因素为中心

化样本的长度及其偏离主成分的角度的结论, 同时
给出多个样本点增量的协方差矩阵的更新方式, 分
析了不规则M 数据对低维子空间的影响, 并提出一
种基于角度的全局降维算法 AOGE. 由于该算法克
服了以往许多距离度量算法受不规则 M 数据影响

较大的缺点, 因此对许多实际问题中的不规则M 数
据具有很强的学习能力, 这是其他同类全局算法所
不具备的. 实验证明 AOGE 算法与 PCA 等算法
比较有更好的抗噪音能力和降维效果. 由于高维数
据往往是非线性的, 所以 AOGE 算法有待进一步研
究, 将其局部化, 使其对复杂的数据有更强的学习能
力.

附录A

A1.引理 1 证明
证明. 由 x̄xxk+1 = 1

k+1
(kx̄xxk +xxxk+1) 得到 x̄xxk+1 =

x̄xxk + 1
k+1

(xxxk+1 − x̄xxk),

xxxk+1 − x̄xxk+1 =
k

k + 1
(xxxk+1 − x̄xxk) (A1)

对于样本矩阵增加一个样本后的中心化形式为

X̂k+1 = (xxx1 − x̄xxk+1, · · · ,xxxk − x̄xxk+1,xxxk+1 − x̄xxk+1)

由式 (A1) 及 Hk111 = 0, 增加一个样本后中心
化的协方差矩阵为: Gk+1 = X̂kX̂

T
k + k

(k+1)2
(xxxk+1 −

x̄xxk)(xxxk+1−x̄xxk)T+
(

k
k+1

)2

(xxxk+1−x̄xxk)(xxxk+1−x̄xxk)T =

Gk + k
k+1

(xxxk+1 − x̄xxk)(xxxk+1 − x̄xxk)T

由上式得 Gk+1 = Gk + (xxxk+1 − x̄xxk+1)(xxxk+1 −
x̄xxk+1)T. 其中, ∆k+r = δδδk+rδδδ

T
k+r, δδδk+r = xxxk+r −

x̄xxk+r, r = 1, 2, · · · .
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由递推关系: Gk+1 = Gk + k+1
k

∆k+1, Gk+2 =
Gk+1+ k+2

k+1
∆k+2, · · · , Gk+r = Gk+r−1+ k+r

k+r−1
∆k+r.

将这 r 个等式相加可得: Gk+r = Gk +
r∑

i=1

k+i
k+i−1

∆k+i.

由于样本协方差阵 Ck = 1
(k−1)

X̂kX̂
T
k =

1
(k−1)

Gk, 从而得到增加 xxxk+1, · · · ,xxxk+r 的 r 个样

本更新的协方差阵:
Ck+r = k−1

k+r−1
Ck + 1

k+r−1

r∑
i=1

k+i
k+i−1

∆k+i ¤

∆k+i 的更新可由一个简单的求和算法实现. 令
si =

∑i

j=1 (xxxk+j − x̄xxk),可求得 δδδk+i = (xxxk+i−x̄xxk)−
1

k+i
si. 则: ∆k+i = δδδk+iδδδ

T
k+i.

A2.定理 2 证明
证明. 1) 在引理 1.1 的基础上, 首先考虑如

何求得秩一更新 (即增加 xxxk+1 后) Ck+1 的特征

值和特征向量. µ(·), λ(·) 为矩阵 “·” 对应的特
征值 (简写为 µ 和 λ, 分别表示增加样本前后, 样
本协方差矩阵对应的特征值), rank(·) 表示矩阵
“·” 的秩. 根据文献 [20] 中的推论 8.1.6 我们可以
得到:

∣∣µ1(k−1
k

Ck + k+1
k2 ∆k+1)− µ1(k−1

k
Ck)

∣∣ ≤
k+1
k2 maxi {µi(∆k+1)}. 由 引 理 1, 该 不 等

式 也 可 写 为:
∣∣λ1(Ck+1)− µ1(k−1

k
Ck)

∣∣ ≤
k+1
k2 maxi {µi(∆k+1)}. 由 式 (A1) 知

∆k+1 = ( k
k+1

)2(xxxk+1 − x̄xxk)(xxxk+1 − x̄xxk)T.
由于 rank(∆k+1) = 1, ∆k+1 只有一个非零

特征值, 因此, maxi {µi(∆k+1)} = Tr(∆k+1) =
‖xxxk+1 − x̄xxk‖2

2 (Tr(·) 表示矩阵 “·” 的迹). 我们得到

k − 1
k

µ1(Ck) ≤ λ1(Ck+1) ≤
k − 1

k
µ1(Ck) +

k + 1
k2

‖xxxk+1 − x̄xxk‖2

2

(A2)

令 µ0 = µ1(Ck) + k+1
k2 ‖xxxk+1 − x̄xxk‖2

2, 由于
k+1
k2 > 0, 可直接利用文献 [20] 中定理 8.18 的结论,
得到: λi(Ck+1) ∈ (k−1

k
µi(Ck), k−1

k
µi−1(Ck)), 其中,

µd ≤ µd−1 · · · ≤ µ0. 因此就确定了每个 λ 的区间.
在确定了每个 λ 的区间后, 就可以引用文献 [22] 给
出更新特征值 λ的方法: 引入Weinstein-Aronszajn
阵W (λ). 设 ω(λ) = det[W (λ)]为W (λ)的行列式.
由于 rank(δk+1) = 1, 得到:

ω(λ) = 1 +
d∑

i=1

|qqqT
i (xxxk+1 − x̄xxk)|2

µi − λ
(A3)

令 ω(λ) = 0, 可得到满足精度的特征值 λj(j =
1, · · · , d). 则对 ∀xxx ∈ RD, 有: d(xxx)f(λ) = 1,
其中, f(λ) =

∑d

j=1
cos2 αj

λ−µj
为 λ 的严格减函数,

λ ∈ ∪d
i=1(µi, µi−1), d(xxx) = ‖xxx− x̄xxk‖2. 为了说明

‖xxx− x̄xxk‖2 及 cos α(xxx)i (αi
∆= α(xxx)i 表示 αi 与 xxx 相

关) 对 λ 的影响, 考虑在高维空间中数据分布是稀
疏的, 则 d(xxx) À cos2 α(xxx)i 与 λ− µi À cos2 α(xxx)i,
所以此时可以忽略 cos2 α(xxx)i 对 λ 的影响, 为了保
证 d(xxx)f(λ) = 1 成立, 则 λ 与 d(xxx) 同增减.
若 xxxk+1− x̄xxk 单位化, 则由上述过程知, 对 ∀xxx ∈

RD, 有: f(λ) = 1.
2) 按照文献 [22] 中第 9.6.1 节和第 9.6.2 节的

方法, 我们就可以计算出 Ck+1 特征分解对应的特

征值 λj, 特征矩阵 Q̂ 及特征向量 q̂qqj = yyyj

‖yyyj‖2

, 其中

yyyj = −∑d

i=1
qqqT

i (xxxk+1−x̄xxk)

µi−λj
qqqi.

由 内 积 定 义 知, qqqT
i (xxxk+1 − x̄xxk) =

cos αi ‖qqqi‖2 ‖xxxk+1 − x̄xxk‖2 = cos αi ‖xxxk+1 − x̄xxk‖2,
代入 yyyj 的表示式得到:

yyyj =
d∑

i=1

cos αi ‖xxxk+1 − x̄xxk‖
λj − µi

qqqi = ‖xxxk+1 − x̄xxk‖Qξξξk+1,j

(A4)
其 中, ξξξk+1,j = ( cos αk+1,1

λj−µk+1,1
, cos αk+1,2

λj−µk+1,2
, · · · ,

cos αk+1,d

λj−µk+1,d
)T, 而 ‖ Qξξξk+1,j ‖2

2= ξξξT
k+1,jQ

TQξξξk+1,j =‖
ξξξk+1,j ‖2

2, 可计算 q̂qqj = Qξξξk+1,j

‖ξξξk+1,j‖2

. 再由式 (A4),

有
∑d

j=1 cos θ̂j =
∑d

j=1 q̂qqjqqqj = lllT
(
ξ̂ξξk+1

)
e
, 其中,

ξ̂ξξk+1 = ( cos αk+1,1

λ1−µk+1,1
, cos αk+1,2

λ2−µk+1,2
, · · · , cos αk+1,d

λd−µk+1,d
)T. ¤
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