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二进神经网络中的汉明球突及其线性可分性

杨 娟 1 陆 阳 1 黄镇谨 1 王 强 1

摘 要 对于二进神经网络, 剖析其神经元的逻辑意义对网络的规则提取是十分重要的, 而目前每个神经元所表达的线性结

构的逻辑意义仍没有完全解决, 一部分线性函数的结构及其逻辑意义尚不明确. 本文在寻找线性可分结构的过程中, 提出了汉

明球突的概念, 给出其是否线性可分的判定方法, 并得到二进神经元与线性可分的汉明球突等价的充要条件, 从而建立了判别

线性可分的汉明球突的一般方法, 并通过实例验证了该方法的有效性.
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Abstract It is very important to analyze the logical meaning of neurons for extracting rules from binary neural networks

(BNNs). However, the problem is that the logical meaning of linear structure expressed by neurons has not been completely

solved and the structure of several linear functions is not clear. To solve this problem, we define a special structure called

Hamming sphere dimple and provide the judgment method for linear separability. Furthermore, we obtain the necessary

and sufficient condition for the equivalence between the linearly separable Hamming sphere dimple (LSHSD) and the

binary neurons. Finally, we propose a general method for judging the LSHSD. This method is validated to be effective to

judge the LSHSD through examples.
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二进神经网络的一个关键问题是设计不同的网

络结构以实现各类布尔函数. 研究表明, 含有一层
隐元的二进阈值神经网络能够完备表达各类布尔逻

辑[1], 而实现任意给定的一个布尔函数所使用的二
进神经网络结构的最小规模仍不能确定[2−4]. 问题
的关键在于布尔函数随着维数的增加, 其个数以级
数方式增加, 如 9 维的布尔函数, 共有 229

= 2512 ≈
1.340 78 × 10154 个, 如此巨大的数量比宇宙的年龄
都要大[5].
布尔函数从本质上可以分为线性可分函数与非

线性可分函数. 线性可分函数仅占整个布尔函数的
一小部分, 对于较小的维数 (n ≤ 9), 文献 [6] 通过枚
举法给出了线性可分函数的个数. 该类函数可用一
个二进神经元来表达, 每个二进神经元也等价于一
个线性可分函数, 但二进神经元的表达形式以分类
超平面来描述, 使得函数的信息融合在超平面的权
值及阈值中. 从机器学习的角度考虑, 这样并不能反
映出函数的本质且缺乏透明性, 在应用上受到限制,
因而需要在二进神经元和线性可分函数之间建立联

系的充要条件. 研究表明, 某些线性可分函数具有相
似的逻辑结构和知识内涵, 组成一类线性可分结构
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系. 对于某些线性可分结构系已有判别法, 并且有清
晰的逻辑意义, 例如各类超立方体[7]、汉明球[8]、SP
函数[9] 以及笛卡尔球[10−11]. 同类的线性可分结构
系从本质上又可从分类超平面的系数及阈值来进行

划分, 但根据阈值在实轴上的取值情况, 已知的线性
可分结构系并不包含所有的线性可分函数, 即还存
在其他类型的逻辑结构.
另外, 非线性可分函数占了绝大部分的布尔函

数[12], 通常实现该类函数是将其分解为一些线性可
分函数之间的逻辑运算[13−14], 一般来讲, 在二进神
经网络中隐层神经元的个数和所分解的线性可分函

数的个数是相同的, 故寻找最短的非线性可分函数
的分解方法是优化网络结构的关键问题[15−18]. 如果
二进神经网络中的每个神经元都对应于某种线性可

分结构, 则可以将任一非线性可分函数有目标地划
分为某几种线性可分结构之间的逻辑运算, 故研究
线性可分结构系对二进神经元的覆盖问题及网络结

构的优化都有着重要意义.
本文在已有线性可分结构系的基础上, 首先, 提

出了汉明球突的概念, 并给出汉明球突是否线性可
分的判定方法; 其次, 通过对该结构逻辑内涵的分
析, 建立了线性可分的汉明球突在二进神经元中的
等价判别法, 从而又增加了一类可判别的线性可分
结构系, 这对解决二进神经元的覆盖问题很有意义.
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1 相关概念

B2 表示 {0, 1} 二元域, F 是 Bn
2 → B2 的任意

映射, 称 F 为 n元布尔函数, Bn
2 构成了 n维布尔函

数样本空间. 对于所有 X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn
2 ,

以 F (x1, x2, · · · , xn) 表示 F 在 X 处的取值, 简记
为 F (X), 称 X 为 Bn

2 中的样本, F (X) 为样本值,
F (X) ∈ B2.
首先对汉明球进行说明.
定义 1. 集合 F−1(1) = {X ∈ Bn

2 | F (X) =
1}, F−1(0) = {X ∈ Bn

2 | F (X) = 0}.
定义 2. 在 Bn

2 中, 对 于 样 本 Xc =
(xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), 如果存在集合 U(d) = {X =
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn

2 | dH(Xc, X) ≤ d}, 使得
U(d) = F−1(1), U(d) = F−1(0), 其中, d 是位于

区间 [0, n]中的整数, 则 U(d)称为以Xc 为中心, 半
径为 d 的汉明球, dH(Xc, X) 为 Xc 与 X 之间的汉

明距离.
定义 3. 集合 G = {e1, e2, · · · , ek}

1) C(G) =

{
k, G 6= Ø

0, G = Ø

2) AS(G) =





k∑
i=1

| ei |, G 6= Ø

0, G = Ø

3) G[m] ⊆ G, C(G[m]) = m

4) GL
[m] ⊆ G, C(GL

[m]) = m,

对 ∀G[m], AS(GL
[m]) ≤ AS(G[m])

5) GH
[m] ⊆ G, C(GH

[m]) = m,

对 ∀G[m], AS(GH
[m]) ≥ AS(G[m])

根 据 布 尔 空 间 线 性 可 分 的 概 念, 设

F (x1, x2, · · · , xn) 是定义于 {0, 1} 的线性可分布
尔函数,

∑n

i=1 wixi − θ = 0 是 F 的分类超平面,
则 F (x1, x2, · · · , xn) = 1 时,

∑n

i=1 wixi − θ ≥ 0;
F (x1, x2, · · · , xn) = 0 时,

∑n

i=1 wixi− θ < 0. 对于
如下结构的二进神经元

O = U

(
n∑

i=1

wixi − θ

)
, U(x) =

{
1, x ≥ 0
0, x < 0

则 称 二 进 神 经 元 O 表 达 布 尔 函 数

F (x1, x2, · · · , xn), 记 O 为 O(X, W, θ), 其中

X = (x1, x2, · · · , xn), W = (w1, w2, · · · , wn)

2 汉明球突及其判别法

定义 4. 在 Bn
2 中, 对 于 样 本 Xc =

(xc
1, x

c
2, · · · , xc

n), 如果存在集合 U(d) = {X =
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn

2 | dH(Xc, X) ≤ d}, 及
K(d + 1) = {X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ F−1(1) |
dH(Xc, X) = d + 1}, 使得 U(d) ∪ K(d + 1) =
F−1(1), U(d) ∪K(d + 1) = F−1(0), 其中, d 是

位于区间 [0, n] 中的整数, C(K(d + 1)) = m, 则
M(d,m) = U(d)∪K(d + 1) 称为以Xc 为中心, 半
径为 d 的m-阶汉明球突, K(d + 1) 为突点集.
下面介绍汉明图, 利用汉明图可以得到汉明球

突是否线性可分的判定方法.
定义 5. n 维汉明图 HG = 〈V, E〉 表示

n 维汉明几何空间的一个 n 次正则图. 其

节点集 V 有 2n 个节点, 每个节点对应 n 元

布尔函数 F (x1, x2, · · · , xn) 的一个样本 X =
(x1, x2, · · · , xn), 即相当于 n 维超立方体的一个

顶点. 若 F (x1, x2, · · · , xn) = 1, 称 X = (x1,
x2, · · · , xn) 为真节点; 若 F (x1, x2, · · · , xn) = 0,
称 X = (x1, x2, · · · , xn) 为伪节点. HG 的边集 E

有 2n+1 条边, 每条边邻接两节点间的汉明距离均为
1.

汉明图在核心节点未确定之前是无向图, 确定
之后是有向图. 并规定核心节点为第 0 层. 图 1 是
n = 4, 核心节点为 (0, 0, 0, 0) 的汉明图. 将图中节
点编码与所要求的不同核心节点的二进码作按位相

加, 即可得到任意核心节点的有向汉明图.

图 1 n = 4, 核心节点为 (0, 0, 0, 0) 的汉明图

Fig. 1 The Hamming-graph with the center node

(0, 0, 0, 0), n = 4

对于中心为 Xc = (xc
1, x

c
2, · · · , xc

n), 半径为 d

的汉明球 U(d), 其对应的汉明图即为核心节点为
Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), 从第 0 层一直到第 d 层节点

都为真节点, 其余节点均为伪节点.
对于中心为Xc = (xc

1, x
c
2, · · · , xc

n),半径为 d的

汉明球突 M(d,m), 其对应的汉明图即为核心节点
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为 Xc = (xc
1, x

c
2, · · · , xc

n), 从第 0 层一直到第 d 层

节点都为真节点, 第 d + 1 层有m 个节点为真节点,
其余的节点都为伪节点.
定义 6. 设确定核心节点的汉明图 HG =

〈V, E〉 中有 C0 个真节点, 取 Ci =
∑C0

m=1 xm
i ,

取权值 wi = 2Ci − C0, i = 1, 2, · · · , n, 则称
H(Xk) =

∑n

i=1 wix
k
i 为节点Xk = (xk

1 , x
k
2 , · · · , xk

n)
的加权高度.
引理 1[19]. 对于确定核心节点的汉明图 HG =

〈V, E〉, 第 d 层节点的加权高度一定不大于第 d − 1
层其父节点的加权高度.
定理 1. 对于以 Xc 为中心的汉明球突

M(d,m), 与中心 Xc 的汉明距离为 d, d + 1, d + 2
的 3 层节点中, 若真节点的加权高度大于任意伪节
点的加权高度, 则该汉明球突线性可分.

证明. 对于汉明球突 M(d,m), 由定义 6
计算得到权值 w1, w2, · · · , wn. 设与中心 Xc 汉

明距离为 d 的节点集合为 S(d), m 个突点为

K(d + 1) = {X1, X2, · · · , Xm}, 第 d + 1 层伪节点
集合为 L(d + 1) = {X | F (X) = 0, dH(X, Xc) =
d + 1}, 与中心 Xc 汉明距离为 d + 2 的节点集
合为 S(d + 2). 由引理 1, 故只需比较第 d 层, 第
d + 1 层真节点 S(d) 及 K(d + 1) 与第 d + 1 层,
第 d + 2 层伪节点 L(d + 1) 及 S(d + 2) 的加权高
度, 记 tmin = min{H(X) | X ∈ K(d + 1) ∪ S(d)},
fmax = max{H(X) | X ∈ L(d + 1)∪ S(d + 2)}, 由
定理条件可知 tmin > fmax, 再由几何学习算法[20],
取分类超平面为

∑n

i=1 wixi − (tmin + fmax)/2 = 0,
故该汉明球突线性可分. ¤

汉明球突中, 存在一些是线性可分, 一些是线性
不可分的, 并且对于相同中心、相同半径及具有同样
突点个数的两个汉明球突, 随着突点不同, 其线性可
分性也可能不同.图 2和图 3均是中心为 (0, 0, 0, 0),
半径为 1 的汉明球突M(1, 2), 图中实心节点为真节
点, 空心节点为伪节点. 根据定理 1 可以判定, 图 2
为线性可分的汉明球突, 图 3 为线性不可分的汉明
球突.
特别地, 当 d = 0 时的汉明球突, 从几何上

讲, 即距离中心节点 Xc 汉明距离为 1 的任意个样
本集合. 文献 [10] 证明了该类结构是线性可分的,
文献 [11]给出了该类结构的逻辑意义, 故 d = 0 时
的汉明球突即为笛卡尔球.
下面给出线性可分的汉明球突的判别定理.
定理 2. 若X = (x1, x2, · · · , xn), xi ∈ {−1, 1},

i = 1, 2, · · · , n, 对于如下结构的二进神经元
O(X, W, θ) :

O = U
( n∑

i=1

wixi − θ
)
, U(x) =

{
1, x ≥ 0
−1, x < 0

图 2 线性可分的汉明球突

Fig. 2 The linearly separable Hamming sphere dimple

图 3 线性不可分的汉明球突

Fig. 3 The non-linearly separable Hamming

sphere dimple

则 O(X, W, θ) 表达线性可分的汉明球突 M(d,m)
的充要条件是 θ1 < θ ≤ θ2.
其中

θ1 = AS(W )− 2AS(W H
[d+1])

θ2 = AS(W )− 2AS(W L
[d+1])

(1a)

并且

θ ≤ AS(W )− 2AS(W H
[d])

θ > AS(W )− 2AS(W L
[d+2])

(1b)

其中, 该汉明球突 M(d,m) 的中心是 Xc =
(xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), xc
i 满足

xc
i =

{
1, wi > 0
−1, wi < 0

证明. 设 Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ.

充分性

若

θ ∈ (AS(W )−2AS(W H
[d+1]), AS(W )−2AS(W L

[d+1])]



740 自 动 化 学 报 37卷

将 AS(W[d+1]) 排序, 即为

AS(W H
[d+1]) = AS(W k

[d+1]) > AS(W k−1
[d+1]) > · · · >

AS(W 2
[d+1]) > AS(W 1

[d+1]) = AS(W L
[d+1])

进一步找出 θ 所属区间范围, 若

θ ∈ (AS(W )−2AS(W t
[d+1]), AS(W )−2AS(W t−1

[d+1])]

t ∈ {2, 3, · · · , k} 时, 设 W[d+1] 中 满 足

AS(W[d+1]) = AS(W 1
[d+1]) 共有 s1 种情况, 设

其所使用权集 W 中元素的角标的集合分别

为 W 1
1 ,W 1

2 , · · · ,W 1
s1

; 类似地, 设 W[d+1] 中满足

AS(W[d+1]) = AS(W j
[d+1]), j = 2, 3, · · · , t − 1,

分别共有 sj 种情况, 设其所使用权集 W 中元

素的角标的集合分别为 W 2
1 ,W 2

2 , · · · ,W 2
s2

, · · · ,
W t−1

1 ,W t−1
2 , · · · ,W t−1

st−1
.

设 Xc 为中心, 对 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn
2

中的元素分为与中心节点 Xc 的汉明距离为小于

d + 1, 等于 d + 1, 大于 d + 1 的 3 个部分分别证明:
1) 对 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn

2 ,
dH(X, Xc) = q, q < d + 1 时, 则 X 与 Xc 有 q

位不同, 设为 J = {k1, k2, · · · , kq}, 则

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =
∑
i 6∈J

wixi +
∑
i∈J

wixi − θ =

∑
i 6∈J

wix
c
i +

∑
i∈J

wixc
i − θ =

∑
i 6∈J

wix
c
i −

∑
i∈J

wix
c
i − θ =

n∑
i=1

wix
c
i − 2

∑
i∈J

wix
c
i − θ =

AS(W )− 2
∑
i∈J

| wi | −θ

由于
∑

i∈J |wi| ≤ AS(W H
[d]), 且 θ ≤ AS(W ) −

2AS(W H
[d]), 有

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =

AS(W )− 2
∑
i∈J

| wi | −θ ≥

AS(W )− 2AS(W H
[d])− θ ≥ 0

2) 设 N = {X | ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈
Bn

2 , dH(X, Xc) = d+1},将N 分为两部分, A与B,
且N = A∪B,A∩B = Ø: 对于 A 中的样本X, 设
其与Xc 不同位置集合为W j

l , j ∈ {1, 2, · · · , t− 1},
l ∈ {1, 2, · · · ,max(s1, s2, · · · , st−1)}; 对于 B 中样

本, 设其与 Xc 不同位置的集合为 P .

若 X ∈ A, 类似地, 有

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =

∑

i 6∈W j
l

wixi +
∑

i∈W j
l

wixi − θ =

∑

i 6∈W j
l

wix
c
i +

∑

i∈W j
l

wixc
i − θ =

AS(W )− 2
∑

i∈W j
l

| wi | −θ

由于
∑

i∈W j
l

| wi |≤ AS(W t−1
[d+1]) < AS(W t

[d+1]),

j ∈ {1, 2, · · · , t− 1},
l ∈ {1, 2, · · · ,max(s1, s2, · · · , st−1)}

及

θ ∈ (AS(W )− 2AS(W t
[d+1]),

AS(W )− 2AS(W t−1
[d+1])]

故有

Y (X) = AS(W )− 2
∑

i∈W j
l

| wi | −θ ≥

AS(W )− 2AS(W t−1
[d+1])− θ ≥ 0

若 X ∈ B,

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =

∑
i 6∈P

wixi +
∑
i∈P

wixi − θ =

∑
i 6∈P

wix
c
i +

∑
i∈P

wixc
i − θ =

AS(W )− 2
∑
i∈P

| wi | −θ

由于
∑

i∈P |wi| ≥ AS(W t
[d+1]), 及

θ ∈ (AS(W )− 2AS(W t
[d+1]),

AS(W )− 2AS(W t−1
[d+1])]

故有

Y (X) = AS(W )− 2
∑
i∈P

| wi | −θ ≤

AS(W )− 2AS(W t
[d+1])− θ < 0
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3) 若 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn
2 ,

dH(X, Xc) = q, q > d + 1 时, 则 X 与 Xc 有 q

位不同, 设为 Q = {k1, k2, · · · , kq}, 则

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ = AS(W )− 2
∑
i∈Q

| wi | −θ

由于
∑

i∈Q | wi |≥ AS(W L
[d+2]), 且 θ > AS(W ) −

2AS(W L
[d+2]), 故有

Y (X) = AS(W )− 2
∑
i∈Q

| wi | −θ ≤

AS(W )− 2AS(W L
[d+2])− θ < 0

综上: 若 X ∈ U(d) ∪ A, 则 Y (X) ≥ 0; 若
X ∈ B, 则 Y (X) < 0; 若 dH(X, Xc) > d + 1,
则 Y (X) < 0. 所以 O(X, W, θ) 表达线性可分的汉
明球突M(d,m) = U(d) ∪ A, 其中, 突点集即为集
合 A, 共有m =

∑t−1

i=1 si 个突点, 故充分性得证.
必要性

若 O(X, W, θ) 表达汉明球突 M(d,m) =
U(d)∪K(d+1), 则该汉明球突线性可分. 设汉明球
突的中心为 Xc, 对 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn

2 中

的元素分为与中心节点Xc 的汉明距离为等于 d+1,
小于 d + 1, 大于 d + 1 的 3 个部分分别证明:

1) 对于 N = {X | X = (x1, x2, · · · , xn) ∈
Bn

2 , dH(X, Xc) = d + 1}, 将 N 分为两部分, 一部
分为汉明球突的突点集 K(d + 1), 另一部分记为
L = N −K(d + 1).
由于汉明球突线性可分, 且用 O(X, W, θ) 表

达, 则有若 X ∈ K(d + 1), 则 Y (X) ≥ 0, 即
Y (X) =

∑n

i=1 wixi − θ ≥ 0, 若 X ∈ L, 则
Y (X) < 0, 即 Y (X) =

∑n

i=1 wixi − θ < 0, 进
一步设

a = min
{

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ | X ∈ K(d + 1)
}

(2)

b = max
{

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ | X ∈ L
}

(3)
并且有 a > b.
记 Xa = {X | Y (X) =

∑n

i=1 wixi − θ =
a,X ∈ K(d + 1)}, 设集合 Xa 中元素个数为 s 个,

并设每个元素与中心 Xc 不同位置的集合分别为

A1 = {r1
1, r

1
2, · · · , r1

d, r
1
d+1},

A2 = {r2
1, r

2
2, · · · , r2

d, r
2
d+1},

...

As = {rs
1, r

s
2, · · · , rs

d, r
s
d+1}

记Xb = {X | Y (X) =
∑n

i=1 wixi− θ = b,X ∈ L},
设集合 Xb 中元素个数为 k 个, 并设每个元素与中
心 Xc 不同位置的集合分别为

B1 = {t11, t12, · · · , t1d, t
1
d+1},

B2 = {t21, t22, · · · , t2d, t
2
d+1},

...

Bk = {tk
1 , t

k
2 , · · · , tk

d, t
k
d+1}

若 X ∈ K(d + 1), 有

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =

∑

X与Xc相同位置 i

wixi +
∑

X与Xc不同位置 i

wixi − θ =

∑

X与Xc相同位置 i

wix
c
i +

∑

X与Xc不同位置 i

wixc
i − θ =

∑

X与Xc相同位置 i

wix
c
i −

∑

X与Xc不同位置 i

wix
c
i − θ =

n∑
i=1

wix
c
i − 2

∑

X与Xc不同位置 i

wix
c
i − θ =

AS(W )− 2
∑

X与Xc不同位置 i

| wi | − θ

再由式 (2) 可得

Y (X) ≥ a = AS(W )− 2
∑

i∈Aj

| wi | −θ ≥ 0,

j ∈ {1, 2, · · · , s} (4)

及
∑

i∈Aj

| wi |= max
{ ∑

X∈K(d+1)且与Xc不同位置 i

| wi |
}

,

j ∈ {1, 2, · · · , s}
(5)

根据式 (4) 可得

θ ≤ AS(W )−2
∑

i∈Aj

| wi |, j ∈ {1, 2, · · · , s} (6)
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若 X ∈ L, 类似地, 有

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =

AS(W )− 2
∑

X与Xc不同位置 i

| wi | − θ

再由式 (3) 可得

Y (X) ≤ b = AS(W )− 2
∑

i∈Bl

| wi | −θ < 0,

l ∈ {1, 2, · · · , k} (7)

及
∑

i∈Bl

| wi |= min
{ ∑

X∈L且与Xc不同位置 i

| wi |
}

,

l ∈ {1, 2, · · · , k} (8)

根据式 (7) 可得

θ > AS(W )− 2
∑

i∈Bl

| wi |, l ∈ {1, 2, · · · , k} (9)

由式 (6) 和式 (9) 可得

AS(W )− 2
∑

i∈Bl

| wi |< θ ≤ AS(W )− 2
∑

i∈Aj

| wi |,

j ∈ {1, 2, · · · , s}, l ∈ {1, 2, · · · , k}
(10)

再由式 (5) 和式 (8) 及 a > b, 对于任意 j, l 可得
∑

i∈Bl

| wi |= min
{ ∑

X∈L且与Xc不同位置 i

| wi |
}

>

∑

i∈Aj

| wi |= max
{ ∑

X∈K(d+1)且与Xc不同位置 i

| wi |
}

(11)
由式 (11), 再将 AS(W[d+1]) 排序, 即

AS(W H
[d+1]) ≥

∑

X∈L且与Xc不同位置 i

| wi | ≥

min
{ ∑

X∈L且与Xc不同位置 i

| wi |
}

=
∑

i∈Bl

| wi |>

∑

i∈Aj

| wi |= max
{ ∑

X∈K(d+1)且与Xc不同位置 i

| wi |
}
≥

∑

X∈K(d+1)且与Xc不同位置 i

| wi |≥ AS(W L
[d+1])

(12)

联合式 (10) 和式 (12), 进一步有

AS(W )− 2AS(W H
[d+1]) < θ ≤

AS(W )− 2AS(W L
[d+1]) (13)

2) 对于 U(d), 若 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈
U(d), 则有 dH(X, Xc) = q, q < d + 1, 则 X 与

Xc 有 q 位不同, 设为 J = {k1, k2, · · · , kq}, 则

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =

∑
i 6∈J

wixi +
∑
i∈J

wixi − θ =

AS(W )− 2
∑
i∈J

| wi | −θ ≥ 0

故 θ ≤ AS(W )−2
∑

i∈J | wi |, 又由于
∑

i∈J |wi |≤
AS(W H

[d]), 故

θ ≤ AS(W )− 2AS(W H
[d]) (14)

3) 对于 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn
2 ,

dH(X, Xc) = q, q > d + 1, 则 X 与 Xc 有 q 位

不同, 设为 Q = {k1, k2, · · · , kq}, 则

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =

∑
i 6∈Q

wixi +
∑
i∈Q

wixi − θ =

AS(W )− 2
∑
i∈Q

| wi | −θ < 0

故 θ > AS(W )− 2
∑

i∈Q |wi |, 又由于
∑

i∈Q |wi |≥
AS(W L

[d+2]), 故

θ > AS(W )− 2AS(W L
[d+2]) (15)

由式 (13)∼ (15), 故必要性得证. ¤
推论 1. 若 X = (x1, x2, · · · , xn), xi ∈ {0, 1},

i = 1, 2, · · · , n, 对于如下结构的二进神经元
O(X, W, θ) :

O = U

(
n∑

i=1

wixi − θ

)
, U(x) =

{
1, x ≥ 0
0, x < 0

则 O(X, W, θ) 表达线性可分的汉明球突 M(d,m)
的充要条件是 θ1 < θ ≤ θ2. 其中

θ1 =
1
2
AS(W ) +

1
2

n∑
i=1

wi −AS(W H
[d+1])

θ2 =
1
2
AS(W ) +

1
2

n∑
i=1

wi −AS(W L
[d+1])

(16a)
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并且

θ ≤ 1
2
AS(W ) +

1
2

n∑
i=1

wi −AS(W H
[d])

θ >
1
2
AS(W ) +

1
2

n∑
i=1

wi −AS(W L
[d+2])

(16b)

其中, 该汉明球突 M(d,m) 的中心是 Xc =
(xc

1, x
c
2, · · · , xc

n), xc
i 满足

xc
i =

{
1, wi > 0
0, wi < 0

证明. 对于 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn
2 ,

Y (X) =
∑n

i=1 wixi − θ, 设 zi = 2xi − 1, i =
1, 2, · · · , n, 故 zi ∈ {−1, 1}, xi = (zi + 1)/2.

Y (X) =
n∑

i=1

wixi − θ =
n∑

i=1

wi

zi + 1
2

− θ =

n∑
i=1

wi

2
zi +

1
2

n∑
i=1

wi − θ

设 W ∗ =
{

w1
2

, w2
2

, · · · , wn

2

}
, T = θ − 1

2

∑n

i=1 wi,
Z = (z1, z2, · · · , zn), 对于二进神经元 S(Z, W ∗, T ),
由定理 2 得证. ¤
下面给出在 {0, 1} 二元域上的二进神经元

O(X, W, θ) 表达线性可分的汉明球突 M(d,m) 的
判别步骤:
步骤 1. 初始化 d = 0;
步骤 2. 计 算 AS(W H

[d]), AS(W L
[d+1]),

AS(W H
[d+1]), AS(W L

[d+2]);
步骤 3. 若满足式 (16), 则该二进神经元

O(X, W, θ) 表达M(d,m), 中心为

xc
i =

{
1, wi > 0
0, wi < 0

从定理 2 的证明过程可确定突点位置, 即

1)
1
2
AS(W ) +

1
2

n∑
i=1

wi −AS(W H
[d+1]) < θ ≤

1
2
AS(W ) +

1
2

n∑
i=1

wi −AS(W L
[d+1])

2) 将 AS(W[d+1]) 排序:

AS(W H
[d+1]) = AS(W k

[d+1]) > AS(W k−1
[d+1]) >

· · · > AS(W 2
[d+1]) > AS(W 1

[d+1]) = AS(W L
[d+1])

3) 精确阈值取值范围:

θ ∈ (AS(W )− 2AS(W t
[d+1]),

AS(W )− 2AS(W t−1
[d+1])], t ∈ {2, 3, · · · , k}

4) AS(W 1
[d+1]), AS(W 2

[d+1]), · · · , AS(W t−1
[d+1])

中包含的权值位置取 1, 不包含的权值位置取 0, 即
为所有的突点.
步骤 4. 若不满足式 (16), 如果 d < n − 1, 则

d = d + 1, 返回步骤 2 继续判别, 否则判别过程结
束.

3 举例分析

例 1. 对于图 2 中的全部样本进行学习, 用随
机初始权值W 0 = {0.5060, 0.6691, 0.8909, 0.9593}
及阈值 θ0 = 0.5472, 学习步长 h = 0.05, 采用感
知器学习算法在一个二进神经元中学习, 收敛得
到的W = {−0.1940,−0.1009,−0.1091,−0.0907},
θ = −0.2028, 即从权值 W 得表 1. 其中, A =
1
2
AS(W ) + 1

2

∑4

i=1 wi = 0. 分析可得: 当 d = 1 时,
满足式 (16), 故为汉明球突, 并且中心在 (0, 0, 0, 0),
从阈值分析, 可得到突点即为 (0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1),
完全符合图 2 结构.

表 1 例 1 学习结果分析

Table 1 Analyzing the result of Example 1

AS(W L
[d+1]) AS(W H

[d+1])
θ1 = A− θ2 = A−

AS(W H
[d+1]) AS(W L

[d+1])

d = 0 0.0907 0.1940 −0.1940 −0.0907

d = 1 0.1916 0.3031 −0.3031 −0.1916

d = 2 0.3007 0.4040 −0.4040 −0.3007

d = 3 0.4947 0.4947 −0.4947 −0.4947

例 2. B6
2 空间 X = (x1, x2, x3, x4, x5, x6),

D1 = {5, 9, 12, 13, 15, 17, 20, 21, 23, 24, 25, 27, 28,
29, 30, 31, 44, 45, 52, 53, 56, 57, 60, 61, 63},在B6

2 中

D1 = F−1(1), D1 所对应的卡诺图如图 4.
选择随机初始权值 W 0 = {0.8147, 0.9058,

0.1270, 0.9134, 0.6324, 0.0975}及阈值 θ0 = 0.2785,
学习步长 h = 0.05, 采用感知器学习算法
在一个二进神经元中学习, 收敛得到 W =
{0.3147,−0.5942, 0.5270, 0.5134, 0.4324,−0.3525},
θ = 0.5785, 从权值 W 得表 2. 其中, A =
1
2
AS(W ) + 1

2

∑6

i=1 wi = 1.7875. 分析可得: 当
d = 2 时, θ1 < θ ≤ θ2, 且 θ ≤ 1

2
AS(W ) +

1
2

∑6

i=1 wi − AS(W H
[2]) = 0.6663, θ > 1

2
AS(W ) +

1
2

∑6

i=1 wi−AS(W L
[4]) = 0.1745, 故D1 是一个汉明

球突, 半径 d = 2, 且中心是 Xc = (1, 0, 1, 1, 1, 0),
进一步可以确定突点为 3 个, 分别是 (0, 0, 1, 0, 1, 1),
(0, 0, 0, 1, 1, 1) 和 (0, 0, 1, 1, 0, 1).
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图 4 D1 卡诺图

Fig. 4 Karnaugh map of D1

表 2 例 2 学习结果分析

Table 2 Analyzing the result of Example 2

AS(W L
[d+1]) AS(W H

[d+1])
θ1 = A− θ2 = A−

AS(W H
[d+1]) AS(W L

[d+1])

d = 0 0.3147 0.5942 1.1933 1.4728

d = 1 0.6672 1.1212 0.6663 1.1203

d = 2 1.0996 1.6346 0.1529 0.6879

d = 3 1.6130 2.0670 −0.2795 0.1745

d = 4 2.1400 2.4195 −0.6320 −0.3525

d = 5 2.7342 2.7342 −0.9467 −0.9467

4 结论

在布尔空间中, 各种线性可分结构都存在各自
的空间结构特性. 本文通过对二进神经网络中已知
线性可分结构的研究, 提出了一类新的线性可分结
构系, 即线性可分的汉明球突. 首先, 指出其线性可
分的判据; 其次, 建立了与二进神经元的等价判别
法; 最后, 通过实例验证了该方法的有效性. 该结
果增加了一种具有清晰空间结构的线性可分结构系,
为二进神经元的覆盖问题做出了有意义的工作. 事
实上, 在 Bn

2 空间中除了已知的线性可分结构及本

文提出的线性可分的汉明球突外, 还存在其他类型
的线性可分结构, 这将是下一步的研究工作.
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