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基于单领航者相对位置测量的多AUV协同导航

系统定位性能分析

李闻白 1 刘明雍 1 李虎雄 2, 3 陈学永 4, 5

摘 要 自主水下航行器 (Autonomous underwater vehicle, AUV)的协同导航是解决水下导航定位问题的重要方法, 其中导

航系统的定位误差增长特性是衡量其定位性能的关键指标. 本文针对单领航者相对位置测量的多 AUV协同导航系统, 利用扩

展卡尔曼滤波方法建立了导航系统的整体定位误差关于相对位置量测误差的传递方程. 在此基础上, 通过求解系统定位误差

随时间演化的代数黎卡提方程, 得到了其在稳态情形下的方差上界估计. 理论分析表明, 单领航 AUV协同导航系统的整体定

位误差有界收敛且与初始化滤波方差无关, 具有良好的综合性能. 最后, 仿真实例验证了文中理论分析结果的正确性.
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Localization Performance Analysis of Cooperative Navigation System for Multiple

AUVs Based on Relative Position Measurements with a Single Leader

LI Wen-Bai1 LIU Ming-Yong1 LI Hu-Xiong2, 3 CHEN Xue-Yong4, 5

Abstract The cooperative navigation of autonomous underwater vehicles (AUVs) is an important approach to solve

the underwater navigation problems in which the localization error growth property is a key indicator. This paper deals

with the performance analysis of the multi-AUV navigation system based on relative position measurements with a single

leader. First, propagation equations are derived by using an extended Kalman filter. These equations can describe the

system′s global positioning error related to the measurement errors. Then, the upper bound of the covariance estimation

in the steady state is obtained by solving an algebraic Riccati equation which characterizes the evolution of the system′s
positioning error. Theoretical analysis shows that the global positioning error of this navigation system can converge to an

upper bound. Furthermore, the convergence is independent of the initial filter covariance, that is, the navigation system

has a good comprehensive performance. Finally, simulation results validate the usefulness of the theoretical analysis.

Key words Single leader, autonomous underwater vehicle (AUV), cooperative navigation, relative position measure-

ments, extended Kalman filter, upper bound of the covariance estimation

在水下环境中, 由于全球定位系统 (Global po-
sitioning system, GPS) 不再适用, 导航问题成为
发展自主水下航行器 (Autonomous underwater ve-
hicle, AUV) 所面临的重要挑战[1−2]. 相比于传统
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的长基线 (Long baseline, LBL)、短基线 (Short
baseline, SBL) 和超短基线 (Ultra-short baseline,
USBL)等导航方法, 利用多个 AUV实现协同导航
是目前发展水下定位与导航技术的新方向. 该方法
无需事先布放海底基阵和水面船只等辅助设备, 能
够有效降低 AUV导航系统的硬件复杂度, 使用成本
较低, 广泛适用于 AUV在大范围海域执行各种任务
的需求[3−5].
基于单领航者相对位置测量的导航方法是一种

主从式 (Leader-follower)多AUV协同导航方法,其
原理如图 1所示. 主 AUV (领航者, Leader)装备有
高精度的导航通讯设备 (如 GPS、磁罗盘、多普勒
速度仪、深度计和水听器等), 从 AUV (跟随者, Fol-
lower) 配备的传感器精度相对较低. 利用 AUV 间
的水声通讯, 可以测量出各个采样时刻主、从 AUV
间的相对位置信息, 如相对距离 rAB

k−1, rAB
k , rAB

k+1, 相
对方位 θAB

k−1, θAB
k , θAB

k+1. AUV在各采样周期内的相
对位移由自身的航位推算获得,如∆pppA

k−1,k, ∆pppA
k,k+1
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和 ∆pppB
k−1,k, ∆pppB

k,k+1 (图 1). 此外, 每个从 AUV
可以与邻近的若干从 AUV 通讯, 实现相互间的信
息共享与相对位置测量. 根据上述量测信息并结
合 AUV 的运动学方程, 利用扩展卡尔曼滤波 (Ex-
tended Kalman filter, EKF)方法就可以求取各从
AUV在不同采样时刻的定位估计.

图 1 基于单领航者相对位置测量的多 AUV协同导航系统

Fig. 1 Cooperative navigation system of multiple AUVs

based on relative position measurements with

a single leader

但是, 考虑到水下环境的不确定性和水声通信
的复杂性, 多 AUV 协同导航系统的定位性能受到
系统内部和外部等多种因素的制约[3−5]. 内部因素
是指由传感器精度、洋流漂移和欠驱动特性等引起

的 AUV间相对位置 (包括距离、方位等)的量测误
差; 外部因素主要指水声通信延迟、窄带宽等限制
对诸 AUV间的通讯、数据传输带来的影响, 即通讯
受限问题. 针对通讯受限条件下的多 AUV 协同导
航, Freitag[6] 和 Singh[7] 等提出的 OWTT 测距技
术, Larsen[8] 等提出的带有延时量测数据的卡尔曼

滤波方法等一系列成果有效提高了导航系统的数据

传输效率和滤波估计精度, 这里不再详述. 本文将主
要研究相对位置量测误差对单领航 AUV协同导航
系统定位性能的影响.
有关多 AUV协同导航系统定位性能的研究, 已

有的工作主要基于单固定信标 (Single fixed bea-
con) 的导航系统展开. Baccou[9−12] 等针对 AUV
与信标间相对位置测量中的常值洋流漂移问题, 通
过 AUV自身的适当机动对洋流影响进行了初步分
析, 利用 Levenberg-Marquardt算法得到了导航系
统误差关于相对位置量测误差的 Cramér-Rao下界.
Gadre[13−17]等从 AUV导航系统的运动学和动力学
特性入手, 分析了 AUV 的欠驱动特性对相对位置
量测的影响, 建立了导航系统的定位误差关于相对
位置量测误差的传递方程, 并详细讨论了 AUV 的
路径可观测性与导航系统定位性能之间的关系. 针
对主从式多 AUV协同导航系统定位性能的研究较

少, 主要来自于 Kalwa[18−20] 等和 Bahr[21−22] 等的

工作. 这些研究表明, 由于 AUV受到洋流、欠驱动
特性的影响产生漂移, 导致其相对位置测量值与实
际情况并不吻合. Bahr和 Leonard工作组通过水面
实验证实了上述相对位置量测误差对导航系统定位

性能的影响, 并依据实验结果指出单领航 AUV协同
导航系统的整体定位误差可控[21].
总的说来, 以上研究工作对多 AUV协同导航系

统的定位性能进行了有益的理论和实践探索, 但对
基于单领航者 AUV协同导航系统的研究尚处于起
步阶段, 还有一些问题需要考虑. 例如, 导航系统的
整体定位误差关于相对位置量测误差的传递关系、

定位误差的方差上界估计、定位误差的收敛性等.
本文针对这些问题, 立足于严格的数学推演, 深入研
究了单领航者相对位置测量的多 AUV协同导航系
统的定位性能. 本文的主要贡献在于:

1)结合单领航 AUV协同导航系统的运动学模
型, 利用 EKF方法建立了系统的整体定位误差关于
相对位置量测误差的传递方程.

2)通过分析、求解协同导航系统的定位误差随
时间演化的代数黎卡提方程, 在系统达到稳态时建
立了定位误差的方差上界估计.

3)对单领航 AUV协同导航系统进行了可观测
性分析, 证明了系统的整体定位误差有界收敛.

4)文中的分析方法同样适用于单固定信标的多
AUV协同导航系统 (将单固定信标作为主 AUV来
考虑), 具有广泛的实用性.
本文组织如下: 第 1 节和第 2 节基于 EKF 方

法, 分别给出了导航系统的状态估计和相对位置量
测的误差传递方程; 第 3 节给出了导航系统定位误
差的方差上界估计, 并对其收敛性进行了分析和证
明; 第 4节给出了相应的仿真结果; 第 5节是本文的
结论及对后续研究工作的展望.

1 状态估计的误差传播

由于 AUV 的深度值可以精确测量, 不失一般
性, 假设由 N 个成员 (记为 A1, · · · ,AN) 组成的
AUV编队位于同一深度. 设 (x, y)表示 AUV在公
共坐标系 {Σ : O − XY } 下的位置坐标, φ 为航向

角, v 为前向合成速度, ∆t为传感器采样周期. 则由
图 2可知, AUV Ai (i = 1, · · · , N)的离散时间运动
学方程为

[
xi(k + 1)
yi(k + 1)

]
=

[
xi(k)
yi(k)

]
+

[
vi(k) cos φi(k)
vi(k) sin φi(k)

]
∆t (1)
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相应于式 (1)的卡尔曼滤波方程为
[
x̂i(k + 1|k)
ŷi(k + 1|k)

]
=

[
x̂i(k|k)
ŷi(k|k)

]
+

[
vmi

(k) cos φ̂i(k)
vmi

(k) sin φ̂i(k)

]
∆t

(2)
其中, vmi

(k), φ̂i(k)分别是Ai在时刻 k的量测速度

与航向角估计.

图 2 AUV的运动学模型

Fig. 2 The kinematic model of AUV

将非线性运动方程 (1) 和 (2)线性化后作差, 可
得 AUV Ai 的定位估计误差传播方程[

x̃i(k + 1|k)
ỹi(k + 1|k)

]
=

[
1 0
0 1

][
x̃i(k|k)
ỹi(k|k)

]
+

[
∆t cos φ̂i(k) −vmi

(k)∆t sin φ̂i(k)
∆t sin φ̂i(k) vmi

(k)∆t cos φ̂i(k)

]
×

[
wvi

(k)
φ̃i(k)

]
(3)

记

XXX i(k) = [xi(k), yi(k)]T

X̂XX i(k) = [x̂i(k), ŷi(k)]T

X̃XX i(k) = XXX i(k)− X̂XX i(k) = [x̃i(k), ỹi(k)]T

Wi(k) =

[
wvi

(k)
φ̃i(k)

]

Gi(k) =

[
∆t cos φ̂i(k) −vmi

(k)∆t sin φ̂i(k)
∆t sin φ̂i(k) vmi

(k)∆t cos φ̂i(k)

]

(4)

可将式 (3)重新写为

X̃XX i(k + 1|k) = I2X̃XX i(k|k) + Gi(k)Wi(k) (5)

其中, X̃XX i(k)表示 AUV Ai 的定位估计误差, wvi
(k)

是影响速度量测的零均值高斯白噪声, φ̃i(k)是航向
角估计误差, 服从零均值方差为 σ2

φi
的正态分布.

由式 (5)可得 AUV Ai 的系统噪声方差矩阵

Qi(k) = E{Gi(k)Wi(k)WT
i (k)GT

i (k)} =[
cos φ̂i(k) − sin φ̂i(k)
sin φ̂i(k) cos φ̂i(k)

]
∆t

[
σ2

vi
0

0 v2
mi

(k)σ2
φi

]
×

∆t

[
cos φ̂i(k) sin φ̂i(k)
− sin φ̂i(k) cos φ̂i(k)

]
=

C(φ̂i(k))

[
∆t2σ2

vi
0

0 ∆t2v2
mi

(k)σ2
φi

]
CT(φ̂i(k))

(6)

其中, C(φi(k))是关于航向角 φi(k)的旋转矩阵.
利用上述结论可以得到由 N 个 AUV组成的导

航系统整体的定位估计误差传播方程

X̃XX(k + 1|k) = I2NX̃XX(k|k) +


G1(k) O2×2 · · · O2×2

O2×2 G2(k) · · · O2×2

...
...

. . .
...

O2×2 O2×2 · · · GN(k)







W1(k)
W2(k)

...
WN(k)



=

I2NX̃XX(k|k) + G(k)W (k) (7)

其中

XXX(k) = [XXXT
1 (k), · · · ,XXXT

N(k)]T

X̂XX(k) = [X̂XX
T

1 (k), · · · , X̂XX
T

N(k)]T

X̃XX(k) = XXX(k)− X̂XX(k) = [X̃XX
T

1 (k), · · · , X̃XX
T

N(k)]T

G(k) = diag{[G1(k), · · · , GN(k)]}
W (k) = [WT

1 (k), · · · ,WT
N (k)]T

(8)

X̃XX(k)是导航系统的整体定位误差估计向量. 系统的
整体噪声方差阵为

Q(k) = E{G(k)W (k)WT(k)GT(k)} =

diag{[Q1(k), · · · , QN(k)]} (9)

因此, 系统状态估计误差的方差传播方程为

P (k + 1|k) = P (k|k) + Q(k) (10)

其中

P (k|k) = E{X̃XX(k|k)X̃XX
T
(k|k)}

P (k + 1|k) = E{X̃XX(k + 1|k)X̃XX
T
(k + 1|k)}

(11)

分别是时刻 k和 k + 1状态估计误差的方差矩阵.
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2 相对位置量测的误差传播

在每个采样时刻, 假设 AUV Ai 可以获得自身

关于邻近的 Mi 个 AUV 间的相对位置测量值, 记
Ni ⊂ {A1, · · · ,AN} \ {Ai} 表示由这 Mi 个 AUV
构成的集合. 设 Tij 表示由 Ai 测得的第 j 个相对位

置测量值所对应的 AUV成员, 即 Tij ∈ Ni, j = 1,
· · · , Mi. 则 AUV Ai 与 Tij 之间的相对位置量测方

程为

ZZZij(k + 1) = CT(φi(k + 1))×
[XXXTij

(k + 1)−XXX i(k + 1)] + ζζζZZZij
(k + 1)

(12)

其中, ζζζZZZij
(k + 1)是相对位置量测过程中的高斯白

噪声干扰.
利用式 (12)可以得到量测误差方程为

Z̃ZZij(k + 1) = ZZZij(k + 1)− ẐZZij(k + 1) =

CT(φi(k + 1))[XXXTij
(k + 1)−XXX i(k + 1)]−

CT(φ̂i(k + 1))[X̂XXTij
(k + 1|k)− X̂XX i(k + 1|k)]+

ζζζZZZij
(k + 1) =

CT(φi(k + 1))[X̃XXTij
(k + 1|k)− X̃XX i(k + 1|k)]+

(CT(φi(k + 1))− CT(φ̂i(k + 1)))×
[X̂XXTij

(k + 1|k)− X̂XX i(k + 1|k)] + ζζζZZZij
(k + 1) =

ΥΥΥ1 + ΥΥΥ2 + ζζζZZZij
(k + 1) (13)

由于

ΥΥΥ1 = CT(φi(k + 1))×
[X̃XXTij

(k + 1|k)− X̃XX i(k + 1|k)] .=

CT(φ̂i(k + 1))×
[X̃XXTij

(k + 1|k)− X̃XX i(k + 1|k)] (14)

ΥΥΥ2 = (CT(φi(k + 1))− CT(φ̂i(k + 1)))×
[X̂XXTij

(k + 1|k)− X̂XX i(k + 1|k)] .=

−
[
sin φ̂i(k + 1) − cos φ̂i(k + 1)
cos φ̂i(k + 1) sin φ̂i(k + 1)

]
φ̃i(k + 1)×

[X̂XXTij
(k + 1|k)− X̂XX i(k + 1|k)] =

− CT(φ̂i(k + 1))Jφ̃i(k + 1)×
[X̂XXTij

(k + 1|k)− X̂XX i(k + 1|k)] (15)

其中

J =

[
0 −1
1 0

]
, φ̃i(k + 1) = φi(k + 1)− φ̂i(k + 1)

(16)

将式 (14)∼ (16)代入式 (13), 可得

Z̃ZZij(k + 1) = CT(φ̂i(k + 1))×
[X̃XXTij

(k + 1|k)− X̃XX i(k + 1|k)]−
CT(φ̂i(k + 1))Jφ̃i(k + 1)×
[X̂XXTij

(k + 1|k)− X̂XX i(k + 1|k)] + ζζζZZZij
(k + 1) =

CT(φ̂i(k + 1))×[
O2×2 · · · −I2︸︷︷︸

Ai

· · · I2︸︷︷︸
Tij

· · · O2×2

]
×

[
· · · X̃XXT

i (k + 1|k) · · · X̃XX
T

Tij
(k + 1|k) · · ·

]T

+
[
I2 −CT(φ̂i(k + 1))J∆̂pppij(k + 1|k)

]
×

[
ζζζZZZij

(k + 1)
φ̃i(k + 1)

]
=

Hij(k + 1)X̃XX(k + 1|k) + Γij(k + 1)ζζζij(k + 1)

(17)

其中

∆̂pppij(k + 1|k) = X̂XXTij
(k + 1|k)− X̂XX i(k + 1|k)

Γij(k + 1) =
[
I2 −CT(φ̂i(k + 1))J∆̂pppij(k + 1|k)

]

ζζζij(k + 1) =

[
ζζζZZZij

(k + 1)
φ̃i(k + 1)

]

(18)

并且相对位置量测矩阵可以写为

Hij(k + 1) = CT(φ̂i(k + 1))Ho,ij

Ho,ij =

[
O2×2 · · · −I2︸︷︷︸

Ai

· · · I2︸︷︷︸
Tij

· · · O2×2

]

(19)

由式 (19)可得 AUV Ai 与Mi 个 AUV成员之
间的相对位置量测矩阵

Hi(k + 1) =



CT(φ̂i(k + 1))Ho,i1

CT(φ̂i(k + 1))Ho,i2

...
CT(φ̂i(k + 1))Ho,iMi




= ΦT
φ̂i

(k + 1)Ho,i (20)

其中, Ho,i 是由 Ho,ij (j = 1, · · · ,Mi) 构成的常数
矩阵,

Φφ̂i
(k + 1) = IMi

⊗ C(φ̂i(k + 1)) (21)
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是由 C(φ̂i(k + 1))构成的分块矩阵, ⊗表示矩阵的
克罗内克乘积.

AUV Ai 与 Tij 之间量测误差的方差为

Ri
jj(k + 1) = E{Γij(k + 1)ζζζij(k + 1)×
ζζζT

ij(k + 1)ΓT
ij(k + 1)} =

RZZZij
(k + 1) + Rφ̃ij

(k + 1) (22)

由式 (22) 可知, 量测误差由两部分组成, 其中
RZZZij

(k + 1) 是相对位置量测噪声 ζζζZZZij
(k + 1) 的

方差,

Rφ̃ij
(k + 1) = CT(φ̂i(k + 1))J∆̂pppij(k + 1|k)×

E{φ̃2
i (k + 1)}∆̂ppp

T

ij(k + 1|k)JTC(φ̂i(k + 1)) =

σ2
φi

CT(φ̂i(k + 1))J∆̂pppij(k + 1|k)×
∆̂ppp

T

ij(k + 1|k)JTC(φ̂i(k + 1)) (23)

是由航向角估计误差 φ̃i(k + 1) 引入的方差. 可
以看到, AUV Ai 和 Tij 之间的相对距离估计

r̂ij(k + 1|k) = ‖∆̂pppij(k + 1|k)‖ 对航向角估计误
差 φ̃i(k + 1)的方差 σ2

φi
具有放大效应.

AUV Ai 与 Tij 之间的每一组相对位置量测值

ZZZij(k+1)由AUVAi局部坐标系下的距离 rij(k+1)
和方位角 θij(k + 1)确定. 因此, 为了便于计算相对
位置量测噪声 ζζζZZZij

(k + 1)的方差 RZZZij
(k + 1), 可将

量测方程 (12) 转化为 AUV Ai 的局部坐标表示形

式. 下面首先建立关于 AUV Ai 的局部坐标系.
如图 3 所示, 以 AUV Ai 在 k + 1 时刻的位置

XXX i(k + 1) = (xi(k + 1), yi(k + 1))T 为原点建立局
部坐标系 {Σi : A − XiYi}, 其中 Xi 指向 Ai 的运

动方向, Yi 与Xi 相互垂直. 由图中的几何关系可知,
局部坐标系下的相对位置量测量与公共参考系之间

的转换关系为

rij(k + 1) = ‖−−→OB −−→OA‖ = ‖−−→AB‖ =

‖∆̂pppij(k + 1)‖ =
(
∆̂ppp

T

ij(k + 1)∆̂pppij(k + 1)
) 1

2

θij(k+1) = arctan
(

yTij
(k + 1)−yi(k+1)

xTij
(k + 1)−xi(k+1)

)
−

φi(k + 1) (24)

至此, 可以写出AUVAi与 Tij 之间的相对位置

量测方程 (12)在局部坐标系 {Σi : A −XiYi}下的
表达式

ZZZij(k + 1) = CT(φi(k + 1))×
[XXXTij

(k + 1)−XXX i(k + 1)] + ζζζZZZij
(k + 1) =

图 3 AUV Ai 的局部坐标系

Fig. 3 The local coordinate system of AUV Ai

[
(xTij

(k + 1)− xi(k + 1)) cos φi(k + 1)+
−(xTij

(k + 1)− xi(k + 1)) sin φi(k + 1)+

(yTij
(k + 1)− yi(k + 1)) sin φi(k + 1)

(yTij
(k + 1)− yi(k + 1)) cos φi(k + 1)

]
+

ζζζZZZij
(k + 1) =[

rij(k + 1) cos θij(k + 1)
rij(k + 1) sin θij(k + 1)

]
+ ζζζZZZij

(k + 1)

(25)

将 ζζζZZZij
(k + 1)线性化, 得到

ζζζZZZij
(k + 1) =[
cos θ̂ij(k + 1) −r̂ij(k + 1) sin θ̂ij(k + 1)
sin θ̂ij(k + 1) r̂ij(k + 1) cos θ̂ij(k + 1)

]
×

[
ζrij

(k + 1)
ζθij

(k + 1)

]
(26)

其中, r̂ij, θ̂ij 是相应于式 (24)中对量测信息 rij, θij

的估计, ζrij
是相对距离量测噪声, ζθij

是相对方位

量测噪声, 两者均为具有零均值的高斯白噪声, 且互
不相关. 注意到

CT(φ̂i(k + 1))ζζζZZZij
(k + 1) =[

∆̂pppij(k + 1|k)
r̂ij(k + 1)

J∆̂pppij(k + 1|k)

][
ζrij

(k + 1)
ζθij

(k + 1)

]

(27)

因此, 可将 RZZZij
(k + 1)写为
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RZZZij
(k + 1) = E{ζζζZZZij

(k + 1)ζζζT
ZZZij

(k + 1)} =

CT(φ̂i(k + 1))×[
∆̂pppij(k + 1|k)

r̂ij(k + 1)
J∆̂pppij(k + 1|k)

]
×

E





[
ζrij

(k + 1)
ζθij

(k + 1)

][
ζrij

(k + 1)
ζθij

(k + 1)

]T


 ×

[
∆̂pppij(k + 1|k)

r̂ij(k + 1)
J∆̂pppij(k + 1|k)

]T

×

C(φ̂i(k + 1)) = CT(φ̂i(k + 1))×(
σ2

ri

r̂2
ij(k + 1)

∆̂pppij(k + 1|k)×

∆̂ppp
T

ij(k + 1|k) + σ2
θi

J∆̂pppij(k + 1|k)×

∆̂ppp
T

ij(k + 1|k)JT

)
C(φ̂i(k + 1)) =

CT(φ̂i(k + 1))
(

σ2
ri

I2 +
(

σ2
θi
− σ2

ri

r̂2
ij(k + 1)

)
×

J∆̂pppij(k + 1|k)∆̂ppp
T

ij(k + 1|k)JT

)
×

C(φ̂i(k + 1)) (28)

其中, σ2
ri
和 σ2

θi
分别是 ζrij

和 ζθij
的方差, 即

E{ζ2
rij
} = σ2

ri
, E{ζ2

θij
} = σ2

θi
, j = 1, · · · ,Mi

(29)

由于存在公共的误差分量 φ̃i(k + 1), 因此由
AUV Ai 测得的 Mi 组相对位置量测值具有相关

性. 设 Ri
jl(k + 1)表示两组量测误差 Z̃ZZij(k + 1)和

Z̃ZZil(k + 1)之间的相关矩阵, 则

Ri
jl(k + 1) = E{Γij(k + 1)ζζζij(k + 1)×

ζζζT
il(k + 1)ΓT

il(k + 1)} =

σ2
φi

CT(φ̂i(k + 1))J∆̂pppij(k + 1|k)×
∆̂ppp

T

il(k + 1|k)JTC(φ̂i(k + 1)) (30)

联立式 (23), (28) 和 (30), 可以得到 AUV Ai

在时刻 k+1关于Mi组相对位置测量值的方差矩阵

Ri(k +1) = ΦT
φ̂i

(k +1)Ro,i(k +1)Φφ̂i
(k +1) (31)

其中, Ro,i(k + 1) 见式 (32), 并且 1Mi
表示每个元

素都是 1的Mi 阶方阵,

Di(k + 1) =

diag
{[

J∆̂pppi1(k + 1|k), · · · , J∆̂pppiMi
(k + 1|k)

]}

(33)

是依赖于 AUV 间相对位置估计的分块对角矩阵.
在式 (32)中, R1(k +1)是与相对距离量测误差有关
的方差项, R2(k + 1)是与相对方位量测误差有关的
方差项, R3(k + 1)是与航向角估计误差有关的方差
项.

Ro,i(k + 1) =




σ2
ri

I2 +
(
σ2

φi
+ σ2

θi
− σ2

ri

r̂2
i1(k+1)

)
J∆̂pppi1(k + 1|k)∆̂ppp

T

i1(k + 1|k)JT · · ·
...

. . .

σ2
φi

J∆̂pppiMi
(k + 1|k)∆̂ppp

T

i1(k + 1|k)JT · · ·
· · · σ2

φi
J∆̂pppi1(k + 1|k)∆̂ppp

T

iMi
(k + 1|k)JT

. . .
...

· · · σ2
ri

I2 +
(
σ2

φi
+ σ2

θi
− σ2

ri

r̂2
iMi

(k+1)

)
J∆̂pppiMi

(k + 1|k)∆̂ppp
T

iMi
(k + 1|k)JT


 =

σ2
ri

I2Mi
+ Di(k + 1)

(
σ2

θi
IMi

+ σ2
φi

1Mi
− diag

{[
σ2

ri

r̂2
i1(k + 1)

, · · · ,
σ2

ri

r̂2
iMi

(k + 1)

]})
DT

i (k + 1) =
(

σ2
ri

I2Mi
−Di(k + 1)diag

{[
σ2

ri

r̂2
i1(k + 1)

, · · · ,
σ2

ri

r̂2
iMi

(k + 1)

]}
DT

i (k + 1)
)

+

σ2
θi

Di(k + 1)DT
i (k + 1) + σ2

φi
Di(k + 1)1Mi

DT
i (k + 1) =

R1(k + 1) + R2(k + 1) + R3(k + 1)

(32)
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至此, 可以写出由N 个 AUV成员A1, · · · ,AN

组成的导航系统整体的量测矩阵H(k +1)和与之相
应的方差矩阵 R(k + 1), 即

H(k + 1) =




ΦT
φ̂1

(k + 1)Ho,1

ΦT
φ̂2

(k + 1)Ho,2

...
ΦT

φ̂N
(k + 1)Ho,N




=

diag
{[

ΦT
φ̂1

(k + 1), · · · ,ΦT
φ̂N

(k + 1)
]}
×

[
HT

o,1 · · · HT
o,N

]T

=

ΦT(k + 1)Ho (34)

其中

Φ(k + 1) = diag
{[

Φφ̂1
(k + 1), · · · ,Φφ̂N

(k + 1)
]}

(35)
Ho 是由 Ho,i (i = 1, · · · , N)组成的分块列矩阵. 类
似地, 量测误差的方差矩阵为

R(k + 1) = diag {[R1(k + 1), · · · , RN(k + 1)]} =

diag
{[

ΦT
φ̂1

(k + 1)Ro,1(k + 1)Φφ̂1
(k + 1), · · · ,

ΦT
φ̂N

(k + 1)Ro,N(k + 1)Φφ̂N
(k + 1)

]}
=

ΦT(k + 1)Ro(k + 1)Φ(k + 1) (36)

其中, Ro 是由 Ro,i (i = 1, · · · , N)组成的分块对角
矩阵.
由于主 AUV (Leader, 记为 AUV L)可以获得

自身的位置信息,与之相应的量测方程为

ZZZL(k + 1) = I2XXXL(k + 1) + ζζζZZZL(k + 1) (37)

其中, XXXL(k + 1)是 k + 1时刻 AUV L的位置量测
值, ζζζZZZL 是量测过程中的零均值高斯白噪声. 因此,
AUV L的量测矩阵可以写为

HL =
[
O2×2 · · · I2︸︷︷︸

L

· · · O2×2

]
(38)

量测误差的方差矩阵 RL 是依赖于定位传感器性能
的常数矩阵. 为此, 在具有单领航者 AUV 的协同
导航系统中, 量测矩阵 (34)中的 Ho 应加入新的分

量HL, 量测方差 (36)中的 Ro(k + 1)也将随之加入
RL 构成分块对角矩阵

Ro(k + 1) =

diag {[Ro,1(k + 1), · · · , Ro,N−1(k + 1), RL]}
(39)

而 Φ(k + 1)将重新写为

Φ(k + 1) =

diag
{[

Φφ̂1
(k + 1), · · · ,Φφ̂N−1

(k + 1), I2

]}

(40)

综合以上讨论, 利用扩展卡尔曼滤波可以得到
单领航 AUV协同导航系统量测误差的方差更新方
程

P (k + 1|k + 1) =

P (k + 1|k)HT(k + 1)
(
H(k + 1)P (k + 1|k)×

HT(k + 1) + R(k + 1)
)−1

H(k + 1)×
P (k + 1|k) =

P (k + 1|k)− P (k + 1|k)HT
o Φ(k + 1)×(

ΦT(k + 1)HoP (k + 1|k)HT
o Φ(k + 1)+

ΦT(k + 1)Ro(k + 1)Φ(k + 1)
)−1×

ΦT(k + 1)HoP (k + 1|k) =

P (k + 1|k)− P (k + 1|k)HT
o ×(

HoP (k + 1|k)HT
o + Ro(k + 1)

)−1×
HoP (k + 1|k) (41)

其中, Φ−1(k + 1) = ΦT(k + 1).

3 导航系统定位误差的方差上界估计

3.1 方差演化的黎卡提方程

结合状态估计和量测误差的方差传播方程 (10)
和 (41), 可以得到导航系统定位误差的方差随离散
时间演化的黎卡提方程

P (k + 2|k + 1) =

P (k + 1|k)− P (k + 1|k)HT
o ×(

HoP (k + 1|k)HT
o + Ro(k + 1)

)−1×
HoP (k + 1|k) + Q(k + 1) (42)

为简化记号, 令

Pk = P (k + 1|k), Pk+1 = P (k + 2|k + 1) (43)

将上式重新写为

Pk+1 = Pk − PkH
T
o

(
HoPkH

T
o + Ro(k + 1)

)−1×
HoPk + Q(k + 1) (44)

由于 Ro(k + 1)和 Q(k + 1)均随时间变化, 一
般不能从式 (44)中得到方差 Pk 随时间演化的封闭

形式的解表达式. 为此, 下面转而考虑求取系统方差
Pk 的上界估计, 首先证明如下引理.
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引理 1 (单调性). 如果矩阵 Ru, Qu 满足 Ru ≥
Ro(k), Qu ≥ Q(k) (k = 1, 2, · · · ), 则对给定初始条
件 P u

0 = P0 的黎卡提方程

P u
k+1 = P u

k − P u
k HT

o

(
HoP

u
k HT

o + Ru

)−1×
HoP

u
k + Qu (45)

的解 P u
k , 有 P u

k ≥ Pk (k = 1, 2, · · · ) 成立.
证明. 设 R1 ≥ R2, P ≥ 0和 Q0 ≥ 0, 利用线

性矩阵不等式, 有

HPHT + R1 ≥ HPHT + R2

PHT
(
HPHT + R1

)−1
HP ≤

PHT
(
HPHT + R2

)−1
HP (46)

因此

P − PHT
(
HPHT + R1

)−1
HP + Q0 ≥

P − PHT
(
HPHT + R2

)−1
HP + Q0

(47)

结合式 (47), 对 P u
k , Pk 运用数学归纳法即可证得结

论成立. ¤
由引理 1 可知, 为估计导航系统整体误差的方

差上界, 只需求解与式 (44)相对应的常系数黎卡提
方程, 关键在于确定满足 Ru ≥ Ro(k), Qu ≥ Q(k)
(k = 1, 2, · · · )的常数矩阵 Ru, Qu. 下面分别估计
Ro(k)和 Q(k)的上界.
注意到 Ro(k) 是由 Ro,i(k) 构成的分块对角矩

阵, 结合式 (32) 可知, 估计 Ro(k) 的上界只需逐项
考察 Ro,i(k)的分量 R1(k), R2(k)和 R3(k).

R1(k) = σ2
ri

I2Mi
−Di(k)×

diag
{[

σ2
ri

r̂2
i1(k)

, · · · ,
σ2

ri

r̂2
iMi

(k)

]}
DT

i (k) ≤

σ2
ri

I2Mi
(48)

R2(k) = σ2
θi

Di(k)DT
i (k) =

σ2
θi

diag
{[

r̂2
i1(k)Θi1(k), · · · , r̂2

iMi
(k)ΘiMi

(k)
]} ≤

σ2
θi

diag
{[

r̂2
i1(k)I2, · · · , r̂2

iMi
(k)I2

]} ≤
σ2

θi
r2
0I2Mi

(49)

其中, 对于 j = 1, · · · ,Mi, 有

Θij(k)=

[
sin2 θ̂ij(k) sin θ̂ij(k) cos θ̂ij(k)

sin θ̂ij(k) cos θ̂ij(k) cos2 θ̂ij(k)

]

(50)

R3(k) = σ2
φi

Di(k)1Mi
DT

i (k) ≤
Miσ

2
φi

Di(k)DT
i (k) ≤

Miσ
2
φi

r2
0I2Mi

(51)

其中, r0 是 AUV间可获得的最大相对距离量测值,
取决于传感器的性能指标或 AUV编队的航行区域.
联立式 (48), (49)和 (51), 可得

Ro,i(k) = R1(k) + R2(k) + R3(k) ≤ Ru
i (52)

其中

Ru
i = (σ2

ri
+ σ2

θi
r2
0 + Miσ

2
φi

r2
0)I2Mi

= ρiI2Mi

ρi = σ2
ri

+ σ2
θi

r2
0 + Miσ

2
φi

r2
0 (53)

因此

Ro(k) = diag {[Ro,1(k), · · · , Ro,N(k)]} ≤
diag {[ρ1I2M1 , · · · , ρNI2MN

]} = Ru (54)

为估计方差矩阵 Q(k) 的上界, 由于 Q(k) =
diag{[Q1(k), · · · , QN(k)]}, 其中对于 i = 1, · · · , N ,
有

Qi(k) = C(φ̂i(k))×[
∆t2σ2

vi
0

0 ∆t2v2
mi

(k)σ2
φi

]
CT(φ̂i(k))

(55)

并且注意到 C−1(φ̂i(k)) = CT(φ̂i(k)), 因此 Qi(k)
的特征值为 ∆t2σ2

vi
和 ∆t2v2

mi
(k)σ2

φi
. 考虑到 AUV

Ai 的航速近似等于常值 vi, 令

qi = max{∆t2σ2
vi

,∆t2v2
mi

(k)σ2
φi
} .=

max{∆t2σ2
vi

,∆t2v2
i σ

2
φi
} (56)

为 Qi(k)的最大特征值, 则

Q(k) ≤ diag {[q1I2, · · · , qNI2]} = Qu (57)

3.2 稳态情形的方差上界

导航系统历经一定时间后进入稳态, 此时系统
定位误差的方差上界估计为 P u

k , k →∞ . 为求取该
上界估计, 首先对式 (45)进行适当的恒等变形.

利用分块矩阵的求逆公式, 可将式 (45)重新写
为

P u
k+1 = P u

k

(
I2N + HT

o R−1
u HoP

u
k

)−1
+ Qu (58)

定义正规化方差矩阵

Pnk
= Q− 1

2
u P u

k Q
1
2
u (59)

可将上式简化为

Pnk+1 = Pnk
(I2N + CuPnk

)−1 + I2N (60)
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其中

Cu = Q− 1
2

u HT
o R−1

u HoQ
1
2
u (61)

且半正定矩阵 Cu 包含了描述导航系统整体定位性

能的绝大部分参数. 为进一步简化表达, 设 Cu 有如

下的正交对角分解

Cu = Uudiag {[λ1, · · · , λ2N ]}UT
u = UuΛuUT

u

(62)
式中, Λu是由 Cu的全体特征值 λi (1 = 1, · · · , 2N)
构成的对角矩阵. 将上式代入式 (60), 并化简可得

Pnnk+1 = Pnnk+1

(
I2N + ΛuPnnk+1

)−1
+ I2N (63)

其中定义

Pnnk
= UT

u Pnk
Uu (64)

令式 (63)两端的 k →∞, 可得导航系统的定位误差
在稳态时的方差上界估计方程

Pnnss
= Pnnss

(I2N + ΛuPnnss
)−1 + I2N (65)

注意到式 (65)是一离散的代数黎卡提方程, 且系数
矩阵 I2N , Λu 均为对角矩阵, 因此容易获得满足上
述方程的一个特解为

P u
ss = Q

1
2
u UuΛu

ssU
T
u Q

1
2
u (66)

其中

Λu
ss =diag

{[
1
2
+

√
1
4

+
1
λ1

, · · · ,
1
2
+

√
1
4
+

1
λ2N

]}

(67)
需要特别指出, 式 (66)只是黎卡提方程 (65)的

一个形式解. 根据代数黎卡提方程的可解性理论[23],
方程 (65) 的解的存在性和唯一性严格取决于矩阵
Cu 的非奇异性. 也就是说, 如果半正定矩阵 Cu 非

奇异, 则式 (65)的解存在且唯一, 此时式 (66)就是
其唯一确定的解. 反之, 如果 Cu 存在零特征值, 方
程 (65)的解存在但不唯一, 且部分解不能收敛到确
定的常值.

因此, 问题的关键在于分析半正定矩阵 Cu 的奇

异性, 这又取决于导航系统的量测矩阵 H 中的主体

部分 Ho 的奇异性. 而事实上, Ho 的奇异性直接决

定了导航系统的可观测性 (AUV在各采样时刻的定
位估计能否经由量测数据计算得到), 这部分内容将
在下一小节中具体展开讨论.

3.3 可观测性分析

导航系统的可观测性取决于系统量测矩阵H 的

奇异性, 非可观测系统的定位误差将随时间的推移
而不断增长, 并最终使协同导航系统失去稳定[17].

由上一节的讨论可知, 量测矩阵 H 的主体部分

Ho 中包含了下列两种形式的矩阵块[
O2×2 · · · −I2 · · · I2 · · · O2×2

]
=

[
0 · · · −1 · · · 1 · · · 0

]
⊗ I2 =

Ho
ij ⊗ I2 (68)

[
O2×2 · · · I2 · · · O2×2

]
=

[
0 · · · 1 · · · 0

]
⊗ I2 =

Ho
L ⊗ I2 (69)

因此, Ho 可以表示为

Ho = Ho ⊗ I2 (70)

其中, Ho是由适当数量的Ho
L, Ho

ij 构成的分块列矩

阵. 利用矩阵的初等变换易知 Ho 满秩, 即 rankHo

= N . 由式 (70) 并结合矩阵克罗内克乘积的性质,
有

rankHo = rankHo · rank I2 = 2N (71)

即Ho满秩, 故 Cu = Q
− 1

2
u HT

o R−1
u HoQ

1
2
u 非奇异, Λu

> 0.
由此可知, 具有单领航者的多 AUV协同导航系

统可观测, 其稳态定位误差的方差上界收敛至唯一
确定的常值式 (66), 这与 Bahr 和 Leonard 的水面
实验结果相吻合[21]. 由 P u

ss 的表达式可以看出, 导
航系统的稳态定位误差上界主要取决于 Cu 的特征

值, 即系统的定位性能依赖于对 AUV的速度、航向
角和相对位置的量测精度, 而与系统的初始方差 P0

无关. 这一结论和系统的可观测性分析结果相一致.
值得注意的是, 如果在多 AUV协同导航系统中

剔除单领航者的作用 (即编队中的AUV成员均无法
获取其在某一公共参考坐标系内的绝对位置, 仅依
赖于相互间的相对位置测量信息进行协同导航), 导
航系统将不再可观测. 此时, 系统量测矩阵 H 的主

体部分 Ho 仅包含有式 (68)一种结构, 而显然

Ho1N×1 = ON×1 ⇒
Ho(1N×1 ⊗ I2) = O2N×2 ⇒
H(1N×1 ⊗ I2) = O2N×2 (72)

因此 H 奇异, 且系统的不可观测子空间的一组基底
为

V = 1N×1 ⊗ I2 (73)

此时 Cu 奇异, 结合式 (73) 可知其存在两个零特征
值.
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上述结果表明, 仅依赖于 AUV 间的相对位置
测量实现定位估计的协同导航系统不可观测, 其定
位误差特性类似于航位推算导航系统, 将随时间的
推移而不断增长. 由此可见, 领航者 AUV对提高多
AUV 协同导航系统的定位性能起着至关重要的作
用.

4 仿真结果

为检验单领航 AUV 协同导航系统的定位性
能, 进行仿真分析研究. 如图 4 所示, AUV1 (领航
者, Leader) 由坐标原点出发沿直线航行; AUV2,
AUV3 (跟随者, Follower) 的航程分为两段, 首先
按斜线航行一段距离, 然后与 AUV1 保持平行航
行. 在两段航程中, AUV2的航向角分别为 60◦, 0◦,
AUV3的航向角分别为 45◦, 0◦. 主、从 AUV的航
速均为 1m/s, 其中主 AUV的速度信息由多普勒速
度仪测量, 取 σ2

v,L = (0.1m/s)2 的零均值高斯白噪

声; 从 AUV的速度信息则通过测量自身推进器的转
速获得[10−11], 因而误差较大, 取 σ2

v,F = (0.45m/s)2

的零均值高斯白噪声. 主、从 AUV的航向角信息由
不同精度的陀螺罗经测量, 取 σ2

φ,L = (0.5◦)2和 σ2
φ,F

= (2◦)2 的零均值高斯白噪声. AUV间的相对距离
信息通过彼此之间的水声通信测量, 在水声传播速
度恒定时可以达到较高的测量精度[17]. 假设水声传
播速度为定值 c = 1 500 m/s, 选取主、从AUV间的
相对位置量测噪声为 σ2

r,LF = (0.1m)2 和 σ2
θ,LF =

(3◦)2 的零均值高斯白噪声, 从 AUV之间的相对位
置量测噪声为 σ2

r,FF = (0.65m)2 和 σ2
θ,FF = (5◦)2

的零均值高斯白噪声. 在上述方差表达式中, 下标
“L”和 “F”分别指主 AUV和从 AUV.

图 4 AUV的仿真运动路径

Fig. 4 Simulated trajectories of AUVs

图 5分别给出了 AUV2, AUV3的定位估计误
差和误差的 ± 3σ 方差界. 图中的点划线表示单领
航者导航系统进入稳态后定位误差的 ± 3σ 方差上

界, 是由式 (66) 确定的常值; 图中的虚线是根据扩
展卡尔曼滤波方程计算得到的 AUV定位误差估计

的 ± 3σ 方差包络线, 其包围而成的区域以很大的可
信度反映了定位误差的变化范围. 可以看到, 全航程
中 AUV2, AUV3 在 x, y 方向的定位误差中值约

为 2m∼ 3m, 系统的滤波方差历经约 150 s 后趋于
平稳. 由此可知, 基于单领航者相对位置测量的多
AUV 协同导航系统具有较高的定位精度和快速的
收敛性, 且整体定位误差有界收敛.

(a) AUV2的定位结果

(a) Positioning results of AUV2

(b) AUV3的定位结果

(b) Positioning results of AUV3

图 5 AUV的 EKF定位估计误差和误差的 ± 3σ方差界

Fig. 5 Position estimation errors and their ± 3σ

variance bounds of AUVs by EKF

为进一步验证单领航 AUV协同导航系统的定
位性能, 将其与 AUV2, AUV3 的航位推算定位结
果做对比仿真分析. 在同等仿真条件下, 图 6分别给
出了 AUV2, AUV3在 x, y方向的航位推算定位误

差结果. 可以看到, 在各自的第 1 段航程中 (斜向航
行阶段, 对应于图 6 (a)中AUV2的 0 s∼ 100 s和图
6 (b)中AUV3的 0 s∼ 140 s), 航位推算定位误差随
时间逐步增长, AUV2, AUV3在单一方向的误差峰
值约为 20m和 30m. 在第 2 段航程中 (历经一次转
向后), x方向的定位误差显著增长, y 方向的定位误

差增速趋缓 (这一阶段由于真实路径中的 y 值保持

不变, 因而 y 方向的误差波动较小), 两者均随时间
增长趋于发散, 并最终导致航位推算定位方法失效.
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(a) AUV2的定位结果

(a) Positioning results of AUV2

(b) AUV3的定位结果

(b) Positioning results of AUV3

图 6 AUV的航位推算定位误差

Fig. 6 Positioning errors of AUVs by dead reckoning

出现上述情况的原因是:
1)就其本身而言, 航位推算方法存在漂移误差

累积, 并随时间的增长趋于发散;
2) AUV转向机动时, 用于航位推算的运动学模

型与 AUV的真实动力学模型之间存在失配, 再加上
从 AUV配备的传感器精度较低, 因而导致其转向后
的定位误差快速增长.
需要指出的是, AUV转向过程中的失配问题在

EKF协同导航方法中也是存在的. 然而, 与航位推
算方法不同, 在单领航 AUV协同导航方法中, 由于
可以获得主 AUV的绝对位置信息以及主、从 AUV
之间较为精确的相对位置量测信息, 故 EKF滤波算
法能够有效抑制各从 AUV的定位误差发散, 从而使
系统的整体定位误差有界收敛. 这也进一步验证了
单领航 AUV协同导航方法的有效性.

5 结论和后续工作

本文深入研究了基于单领航者相对位置测量的

多 AUV 协同导航系统的定位性能. 理论分析表明,
上述导航系统可观测, 其稳态情形下定位误差的方
差上界依赖于对 AUV 的速度、航向角和相对位置
的量测精度, 而与系统的初始化滤波方差无关, 并最
终收敛至唯一确定的常值. 仿真结果显示, 基于单领

航者相对位置测量的多 AUV协同导航系统的定位
精度较高, 整体定位误差有界收敛, 具有良好的综合
性能, 从而验证了文中理论分析结果的正确性.
在后续工作中, 将针对以下两方面问题做进一

步深入研究:
1)洋流漂移问题. 洋流表现出多种不确定特征

(如定常已知、定常未知、时变已知和时变未知等),
不同的洋流特性对单领航者协同导航方法性能的影

响是多样的, 至今缺少统一的研究手段. 文中方法
可直接用于分析定常已知的洋流漂移问题, 只需将
AUV的运动学方程 (1)重新写为

[
xi(k + 1)
yi(k + 1)

]
=

[
xi(k)
yi(k)

]
+

[
vi(k) cos φi(k) + ux

vi(k) sin φi(k) + uy

]
∆t

(74)
其中, ux, uy 为常值洋流分量. 对于定常未知的洋
流, 可以首先利用主、从 AUV间的适当机动求取未
知洋流分量 ux, uy 的估计, 之后将问题转化为定常
已知的洋流情形加以解决. 由此可见, 文中的分析方
法推广了 Baccou[9−12] 等的研究工作. 至于时变已
知、时变未知洋流的一般情形, 文中的分析方法将不
再适用, 此时 AUV Ai 的状态向量XXX i(k) = [xi(k),
yi(k), ux(k), uy(k)]T中包含了时变洋流分量 ux(k),
uy(k), 仅依赖于 AUV间的相对位置量测信息是不
足以对其进行求解和加以分析的. 值得注意的是, 最
近 Petrich[24−25] 等提出了基于局部流场分解的方法

来研究时变洋流的漂移问题, 取得了一些有益的研
究结果. 在后续工作中, 拟结合上述新方法, 在最一
般的洋流条件下对单领航者 AUV协同导航系统的
定位性能做进一步研究.

2) AUV的欠驱动问题. 由于靠尾推和鳍舵控制
的欠驱动 AUV不满足 Brockett约束, 不能转化为
无漂系统, 其运动学模型不能表征转弯时的侧滑运
动, 因此经由量测得到的位置与其实际位置是不吻
合的[26−27]. 常规的方法是假设 AUV不进行大的机
动 (如突然转向或加速等), 以使得 AUV 具有较小
的攻角和侧滑角. 从理论上讲, 如能采用 AUV 的
动力学模型精确描述其运动状态, 则上述存在的问
题是可以解决的. 但是, Gadre[17] 和 Kalwa[19] 等均

指出, 这将使得系统的复杂性大为增加, 从而降低了
系统的稳定性; 另一方面, 在 AUV定位估计的解算
更新过程中, EKF滤波器将反复计算带有高阶导数
的雅可比矩阵, 从而会引入新的计算误差且破坏系
统状态更新的实时性, 因此这一做法在实际中并不
可取. 针对上述问题, 我们的想法是将 AUV 的运
动学模型与动力学模型做适当结合, 利用无迹卡尔
曼滤波 (Unscented Kalman filter, UKF)的研究成
果[28−29], 通过增加 Sigma 采样点来逼近非线性环
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节, 设计适合单领航者 AUV协同导航系统的 UKF
导航算法 (避免了 EKF中复杂的雅可比矩阵计算和
线性化假设的局限), 以此为基础进一步深入分析、
研究和提高单领航者 AUV协同导航系统的定位性
能, 这将是后续工作中的又一重点问题.
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