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不变结构半弹道式再入飞行器的建模与多模型方法估计
梁勇奇 1 韩崇昭 2 孙耀杰 3 林燕丹 3 杨永安 4

摘 要 以配平攻角状态再入的不变结构半弹道式再入飞行器 (Semi-ballistic reentry vehicle, SBRV) 不同于传统的弹道式

再入飞行器 (Ballistic reentry vehicle, BRV) 和机动再入飞行器 (Maneuvering reentry vehicle, MaRV), 本文分析了该飞行

器再入特征, 提出了新的模型并分析了该模型与传统再入模型间的关系. 对该再入问题的多模型混合状态估计器引入了 F -均

匀模型集与期望模式补偿 (Expected-mode augmentation, EMA) 集. 根据 SBRV 的圆柱体状模式空间的需求, 文中扩展了

现有的方法以设计 F -均匀模型集, 进而提出一种 EMA 集的实现形式. 前者在分布最小失配意义下使估计器最优; 后者相比

于前者具有更高的估计精度. 仿真结果表明, 相比于传统Monte-Carlo 法生成的模型集, 在模型集势相当的情况下这两种模型

集对不变结构 SBRV 再入的初始阶段有更高的模式估计的精度, 在该飞行器状态变化剧烈时有更高的混合状态估计精度.
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Modeling and Multiple-model Estimation of Invariable-structure

Semi-ballistic Reentry Vehicle
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Abstract A trim flying semi-ballistic reentry vehicle (SBRV), with invariable structure during reentry process, is different

from the conventional ballistic reentry vehicle (BRV) or the maneuvering reentry vehicle (MaRV). Characteristics of the

vehicle are analyzed in this paper, then the SBRV model is proposed and compared to the conventional models used for

reentry vehicles. For the multiple-model hybrid state estimator of the reentry problem, the F -uniform model set and

the expected-mode augmentation (EMA) set are applied. According to SBRV′s cylinder mode space, the present design

method is expanded for the F -uniform model set, then an EMA approach is proposed. The former optimizes the estimator

in the sense of minimum distribution mismatch and the latter has higher accuracy than the former. Simulation results

show that the two model sets have higher accuracy in mode estimation for the initial part of the invariable-structure

SBRV′s reentry process and have higher hybrid state estimation accuracy when the vehicle′s state changes greatly, as

compared with the model set generated by the conventional Monte-Carlo method.

Key words Semi-ballistic reentry vehicle (SBRV), multiple-model approach, model-set design, F -uniform model set,

expected-mode any mentation (EMA) set, Monte-Carlo method
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基于雷达量测对再入目标估计是目标跟踪领

域的重要问题, 最早受关注的是弹道式再入飞行器
(Ballistic reentry vehicle, BRV)[1−3], 该飞行器的
外形和结构是规则和对称的, 在不承受外部施加力
的情况下, 其轨迹由再入点的位置和速度决定, 常
见的如导弹、卫星、再入诱饵和早期的飞船都是

BRV. 但是再入目标的外形或者结构经常是不规
则或是不对称的, 这种不规则或者不对称在再入过
程中会产生升力, 本文把这种在再入过程中依靠自
身结构或者外形不对称产生升力的飞行器称为半

弹道式再入飞行器 (Semi-ballistic reentry vehicle,
SBRV). 航天飞机、宇宙飞船、部分卫星、一些类别
的导弹、碎片和飞行器残骸都属于 SBRV[4−6]. 这
种飞行器在控制、制导方面已受到较多关注[4, 6−8],
其再入方式是配平攻角再入[6], 其再入过程是不变
结构或者可控结构的, 对不变结构再入研究是可
控结构再入研究的基础. 本文从跟踪的角度研究
SBRV,并且只考虑不变结构的再入过程. 针对BRV
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模型所不能解决的机动再入飞行器 (Maneuvering
reentry vehicle, MaRV) 的状态估计, Chang[9] 给

出了MaRV 模型, 该模型假设再入体轨迹受到未知
升力的影响, 因而其轨迹是不确定的. 但是不变结构
SBRV 轨迹由再入点飞行器的位置、速度和结构所
决定, 其轨迹是确定的且不同于MaRV; 同时 SBRV
最显著的特征是再入过程中升力与阻力存在一定的

比值, 该值受限于飞行器的结构, 其范围可以先验获
知. 对于航天飞机, 其比值可以大于 1; 对于旋成体,
其比值小于 0.8, 宇宙飞船的升力与阻力比值不超过
0.5; 而细长体的比值则会小很多. 根据以上分析, 对
于 SBRV 的估计问题需要建立新的模型并研究其估
计方法.

SBRV 的状态中既含有连续成分又含有离散成
分: 连续成分称作基态, 其变化是连续的; 离散成分
是系统模式, 其变化是离散的, 二者统称为混合状
态, 由此 SBRV 在本质上属于混合系统. 混合系统
估计的主流方法是多模型方法[10], 这种多模型方法
的应用需要考虑模型集的设计、滤波器的选择和估

计融合.其中估计融合通常采用软决策[11]; 模型集中
各个模型需要选择合适的滤波器, 可用于再入问题
的非线性滤波器已得到较多的研究[2−3, 9, 12−15]; 模
型集的设计是多模型方法应用中最主要的问题[16],
而当前可用于模型集设计的理论非常有限[11].

多模型方法分为固定结构多模型方法与变结构

多模型方法. 固定结构多模型方法最为经常用到而
且是变结构多模型方法的基础[10, 17]. 本文的设计首
先考虑固定结构多模型方法, 该方法假设了模型集
与模式空间相等的情形[10, 18], 但是实际使用的模型
集通常与模式空间不匹配, 而且模式空间远远大于
模型集[19−20]. 对于通用的模型集设计方法, 在确知
各个参数的有界取值区间条件下, Sheldon 给出了
一种模型集设计方法[21], 该方法只针对线性系统.在
模式概率分布密度先验已知的条件下, Li[19] 提出了
三种模型集设计的准则: 最小分布失配准则、最小距
离准则以及矩匹配准则, 在具体的实现方法上该文
仅给出了一维模式空间中的模型集设计; 在最近关
于模型集设计的工作中, 文献 [22] 在分布最小失配
准则下给出了多维模式空间中的模型集设计方法.
对于再入问题, 过去的研究多依赖单个模型的

估计器[2−3, 9, 12−14], Chang[9] 注意到再入过程中有

机动和非机动两种情形, 因而采用了 BRV 模型与
MaRV 模型切换的方法, Zhang[15] 使用这两种模型

组成模型集. 根据 Li[19] 对模型集设计的描述, 模型
集的设计依赖于模式先验信息, MaRV 模型中参数
的先验信息大都难以获取[9], 因而难以获得足够的
先验信息并实现有效的模型集设计; 另外, 该方法假
定飞行器的机动为未知参数并需要扩维到状态向量

中以实现状态与参数联合估计. 这种状态和参数联
合估计的方法降低了状态估计的精度而且易于发散.
Zhao[13] 根据参数的先验信息设计模型集, 但是只解
决了一维情形 (弹道式再入), 而 SBRV 的轨迹受到
多个参数的影响, 本文在各个参数先验信息已知的
前提下实现 SBRV 的多模型方法估计.
本文根据 SBRV 的特征对这类飞行器建立了

模型; 在模型集设计方面分别考虑了该飞行器需要
什么样的模型集以及如何设计该模型集. 其中针对
SBRV的特征提出圆柱体状模式空间 F -均匀模型集
的设计方法, 在此基础上给出一种势相当而估计精
度更高的模型集. 通过理论分析和仿真, 与 Monte-
Carlo 法生成的模型集进行比较, 文末对该再入估计
问题做了进一步的分析与讨论. 本文关于 SBRV 建
模的初步工作发表在文献 [20], 其中仅考虑爬升力
对飞行器的作用.

1 SBRV建模

对再入目标实时状态估计的基础是再入体的动

力学方程. 因为结构或形状的不对称, SBRV 具有特
殊的再入特征.

1.1 SBRV的气动特征

SBRV 的气动特征不同于 BRV, BRV 具有对
称的外形, 其外形的对称中心为轴线, 其结构关于轴
线对称分布, 同时速度方向与轴线指向一致. SBRV
具有不对称的外形或结构, 二者作用相同的结果是
升力的产生, 升力又对 SBRV 的状态和轨迹产生影
响. 当升力存在时 SBRV 的速度与轴线存在一定的
夹角, 这种再入方式为配平攻角再入. 在稳定状态
下, 该轴线与最小惯性轴的指向一致. SBRV 形状如
图 1 所示, O 是质心, O

′
是压力作用的中心, 轴线

AB 通过O
′
, 当O 与 AB 重合时升力为零; 当O 不

在 AB 上时升力存在; 在给定状态下, O 到 AB 的

距离以及 O 相对于 AB 的方位决定了升力的大小

和方向.

图 1 半弹道式再入飞行器及气动力分析

Fig. 1 SBRV and geometry of aerodynamics

1.2 SBRV动力学分析

SBRV 可简化为质点, 在图 1 中该质点位置与
O 重合. SBRV 承受的气动力 (A) 分解为升力 (L)
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和阻力 (D). L 分解为爬升力 (Fc) 与转弯力 (Ft),
Fc 控制其爬升与俯冲, Ft 控制其左转与右转.

D 与速度 (V ) 的方向相反; Ft 平行于当地水平

面并垂直于 D; Fc 垂直于 D 和 Ft. 由向量 Ft, Fc

和 −D 定义的正交坐标系称为半速度坐标系 (文献
[21] 中称为 VTC 框架). Fcent 垂直于地球旋转轴,
Fcori 垂直于 V . 图 2 表示惯性系下作用在 SBRV 上
的 L, D, 地球引力 (G), Fcent 和 Fcori, 则 SBRV 的
动力学方程为

m
dV

dt
= A + G + Fcent + Fcori =

L + D + G + Fcent + Fcori =

Fc + Ft + D + G + Fcent + Fcori (1)

其中, |Ft| = |L| cos θ, |Fc| = |L| sin θ, θ 是升力与

转弯力的夹角; 当 L 存在时, D 中有诱导阻力生成.

图 2 SBRV 受力分析

Fig. 2 Force analysis of SBRV

式 (1) 中气动力是 SBRV 有别于 BRV 的特征
所在, 而且其描述也不同于 MaRV. BRV 承受的阻
力由阻力系数 αd 描述, 而 MaRV 在垂直方向与
水平方向的受力分别由两个与 αd 相独立的参数描

述[2, 9]. SBRV 的升力分量 (爬升力与转弯力) 由结
构产生, 由升力分解的爬升力和转弯力与阻力相关,
在再入过程中其结构的可调范围有限, 所以它们与
阻力的比值分布在给定区间, 在半速度坐标系下,
SBRV 在各个方向的加速度可以描述为

ad =− 1
2
(1 + ck2)αρ(ẋ2 + ẏ2 + ż2) =

− 1
2
αdρ(ẋ2 + ẏ2 + ż2) (2)

ac =
1
2
kcdαρ(ẋ2 + ẏ2 + ż2) (3)

at =
1
2
ktdαρ(ẋ2 + ẏ2 + ż2) (4)

其中, (ẋ2 + ẏ2 + ż2)1/2 是飞行器速度;升阻比 kcd 为

爬升力与阻力的比值, 转阻比 ktd 为转弯力与阻力的

比值, 它们都与飞行器的结构相关, k2 = k2
cd + k2

td,
k 为升力与阻力的比值, k ≤ R, R 为相应 SBRV 升
力与阻力比值的最大值; c 是与诱导阻力相关的先验

已知参数; αd 是阻力系数, 阻力参数 α = (SCD)/m

等于相应 BRV 的阻力系数, 其值由飞行器质量 m,
参考面积 S 和阻力系数 CD 决定. CD 通常依赖于

速度、飞行器距离地面的高度、飞行器的长直比和空

气的粘性系数等[4]. ρ 是空气密度[3]: ρ = c1e(−c2h),
其中, h 是从目标到地球表面的高度, c1 和 c2 是分

段定常的参数[2].
相比于 BRV, 固定结构的 SBRV 的再入时间

长、轨迹长, 在高空段离心力的作用明显大于阻力和
升力, 其大小与重力相当, 所以在 SBRV 模型中考
虑了离心力与哥氏力的影响, 离心加速度为

acent = −ωe × (ωe × p) (5)

其中, ωe 是地球自转角速度向量, p 是地心到目标位

置的向量. 哥氏加速度为

acori = −2ωe × v (6)

其中, v 是目标的速度向量. 选择球形地球模型, 则
重力加速度 ag 为

ag = − µ

‖p‖2
up (7)

其中, up = p/‖p‖ 表示从地心到目标的单位向量, µ

是地球万有引力常数.

1.3 离散化的 SBRV模型

SBRV 状态模型在东北天 (ENU) 坐标系中描
述. 为了获得 SBRV 的模型, 需要将方程 (2)∼ (4)
从半速度坐标系转换到 ENU 坐标系, 根据式 (1) 可
知

m
dV

dt
= TENU

VTC




ad

at

ac


 + ag + acent + acori (8)

其中

TENU
VTC =



ẋ√
ẋ2+ẏ2+ż2

− ẏ√
ẋ2+ẏ2

− ẋ√
ẋ2+ẏ2+ż2

ż√
ẋ2+ẏ2

ẏ√
ẋ2+ẏ2+ż2

ẋ√
ẋ2+ẏ2

− ẏ√
ẋ2+ẏ2+ż2

ż√
ẋ2+ẏ2

ż√
ẋ2+ẏ2+ż2

0
√

ẋ2+ẏ2√
ẋ2+ẏ2+ż2




是加速度向量从半速度坐标系 (VTC 框架) 到 ENU
坐标系的转换矩阵. 从式 (8) 得到离散化的 SBRV
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模型

X(k+1) = FXk + Gf(Xk) + wk (9)

其中

X(k+1) = [x(k+1) ẋ(k+1) y(k+1) ẏ(k+1) z(k+1) ż(k+1)]T

F =




F1 F2 F2

F2 F1 F2

F2 F2 F1


,

F1 =

[
1 T

0 1

]
, F2 =

[
0 0
0 0

]
,

G =




T 2

2
0 0

T 0 0

0
T 2

2
0

0 T 0

0 0
T 2

2
0 0 T




wk = [wx wvx wy wvy wz wvz]T

f(Xk) 的计算式见本页下方, 其中, a = ae + zr, ae

是地球半径, zr 是 ENU 坐标系原点的海拔高度, φ

是其纬度, ω 是地球自转角速率, wk 是动态模型的

过程噪声. 由式 (9) 的分析可见, 不变结构 SBRV
的混合状态由基态X(k) 及参数集 {αd, kcd, ktd} 组
成.

1.4 SBRV 与MaRV 及 BRV 的模型比较及其
模式特征

SBRV 模型与 MaRV 模型的差别体现在加速
度项, 通过如下变换可以由 SBRV 模型得到MaRV

模型:

ad =− 1
2
αdρv2

at =
1
2
ktdαρv2 =

1
2
αtρv2

ac =
1
2
kcdαρv2 =

1
2
αcρv2

其中, αt 和 αc 为MaRV 模型的爬升力系数和转弯
力系数, 文献 [9] 指出这两个参数的先验信息难以
获得, 而且需要将参数扩维到状态向量中以实现状
态与参数的联合估计, 但是这两个参数所对应的方
差项依赖于 αt 和 αc 的取值, 而且需要通过Monte-
Carlo 仿真实验取其值[9], 所以 MaRV 模型也依赖
于参数的先验信息. 由进一步分析可见, SBRV 模型
所取参数与 MaRV 模型推导所依赖参数[9] 的意义

也一致:

ad =− 1
2
αdρv2 = −1

2
(1 + ck2)αρv2

at =
1
2
ktdαρv2 =

1
2
k sin (θ1)αρv2

ac =
1
2
kcdαρv2 =

1
2
k sin (θ2)αρv2

如果 c = 1, k = λ, sin (θ1) = δt, sin (θ2) = δc, 则

ad =− 1
2
(1 + λ2)αρv2

at =
1
2
λδtρv2 =

1
2
αtρv2

ac =
1
2
λδcρv2 =

1
2
αcρv2

其中, θ1 ∈ [0, 2π], θ2 ∈ [0, 2π], θ1 是升力与爬升力

向上方向之间的夹角, 如图 2 所示, θ2 是升力与转

f(Xk) =


−1
2
αdρ

√
ẋ2

k + ẏ2
k + ż2

kẋk − 1
2
αktdρ(ẋ2

k + ẏ2
k + ż2

k)
ẏk√

ẋ2
k + ẏ2

k

− 1
2
αkcdρ

√
ẋ2

k + ẏ2
k + ż2

k

ẋkżk√
ẋ2

k + ẏ2
k

−1
2
αdρ

√
ẋ2

k + ẏ2
k + ż2

kẏk +
1
2
αktdρ(ẋ2

k + ẏ2
k + ż2

k)
ẋk√

ẋ2
k + ẏ2

k

− 1
2
αkcdρ

√
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弯力向右方向之间的夹角, 它们与 δt, δc 的物理意义

一致, 如果 sin (θ2) > 0 则飞行器爬升, 如果 sin (θ2)
< 0 则飞行器俯冲,如果 sin (θ1) > 0 则飞行器右转,
如果 sin (θ1) < 0 则飞行器左转. 所以由上述分析可
知, 从 SBRV 模型可以演变得到MaRV 模型, 但由
于模型中参数没有具体的物理意义, 所以从 MaRV
模型无法演变得到 SBRV 模型.
如果 kcd = 0 并且 ktd = 0, 则 SBRV 模型变为

BRV 模型. 在初始状态给定的情况下, BRV 的再
入轨迹即可确定, 而不变结构 SBRV 的轨迹受到结
构变化引起的升力与诱导阻力的影响, 为了简单起
见 BRV 阻力系数的值经常假设为定常[3, 13], 在这一
假设下, 由式 (2) 可知 SBRV 的轨迹仍受到 kcd, ktd

与 αd 的影响, 基于潜在的真实模型, 这些参数的值
构成了 SBRV 的模式, 可能模式的集合构成该飞行
器的模式空间. 所以 SBRV 轨迹的不确定性由 kcd,
ktd 和 αd 张成的空间决定, 该参数空间就是 SBRV
的模式空间.

定理 1. 在升阻比 k 与阻力系数 αd 相互独立

的假设下, 不变结构 SBRV 的模式空间为一圆柱体.
证明. 根据第 1.2 节的分析, 升阻比的取值区

间为: k ∈ [0, R], 因而 k 的上界和下界分别为: k+

= R, k− = 0. 根据第 1.4 节的分析可知, 爬阻比
kcd 与转阻比 ktd 的表达式为: kcd = kcos(θ1), ktd =
ksin(θ1), θ1 为升力与 VTC 框架中爬升力向上方向
的夹角, θ1 ∈ [−π/2, π/2], θ2 为升力与 VTC 框架
中转弯力向右方向的夹角, θ2 ∈ [−π/2, π/2]. 由此
可知, k+

cd = k+
td = k+, k−cd = k−td = k−. 因为 k2

cd +
k2

td ≤ R2 为一半径为 R 的圆面, 在 αd 与 k 相互独

立的假设下, SBRV 的模式空间为圆柱体, 其半径为
R, 其高度代表了 αd 的变化范围. ¤

SBRV 的模式空间反映出这种类型飞行器模式
的取值空间, 对具体的飞行器, 其模式空间的精确程
度取决于先验信息的多少, 而且模式空间的大小也
反映出该飞行器的机动能力.
图 3∼ 5 中是一些不变结构 SBRV 的轨迹与

BRV 的轨迹, 其相关的参数是: x0 = 232 000 m, y0

= 0m, z0 = 88 000 m, γ0 = 190◦, v0 = 2290 m/s,
α = 9.8

40 000
m2/kg, kcd ∈ [−0.5, 0.5], ktd ∈ [−0.5,

0.5]. 所有的轨迹都依据式 (8) 获得, 不考虑过程噪
声. 图 3 是 SBRV 轨迹和 BRV 轨迹以及它们在各
个坐标平面上的投影曲线, 图 4 是这些轨迹的速度
曲线, 同一条轨迹在图 3∼ 5 中以相同的名称表示,
图 5 是它们的模式. 每一条轨迹对应模式空间中的
一个点, 而 BRV 的模式是 SBRV 模式空间中一个
固定的点.
对于 SBRV来说,有时需要降低最大过载; 有时

需要长的再入轨迹; 有时需要短的再入轨迹. 根据图

3∼ 5 可以看出, 对于再入过程中结构固定的 SBRV
来说, 在初始状态给定的前提下, 通过选择不同的再
入结构可以 “设计” 最大过载并 “设计” 落点; 而对
于同样初始条件下的 BRV 来说, 最大过载以及落点
都是不可改变的.

2 多模型估计器及模型集的设计

由第 1.4 节的分析可知, 不变结构 SBRV 的模
式空间为一圆柱体, 多模型方法的模型集应散布在
该圆柱体内. 基于多模型方法最优基态估计器为[23]

X̂S = arg inf
X̂M

(‖X − X̂M‖) (10)

其中, S 为模式空间, M 为模型集, X 为真实基态,
X̂S 为最优基态估计器, X̂M 为多模型估计器的输

出:

X̂M =
∑

mi∈M

X̂(mi)p(s = mi|s ∈ M, Zk) (11)

其中, X̂(mi) 是模型 mi 的估计结果, Zk 是从初

始到 k 时刻量测的集合, p(s = mi|s ∈ M, Zk) 表
示给定量测下模型 mi 的后验概率, 该值可以通过
Bayesian 公式得到[10, 18].

类似地, 最优的模式估计器为[24]

‖s− ŝM∗‖ = min
{M}

‖s− ŝM‖ (12)

其中, {M} 是所有可能模型集所组成的集合, M∗

是 {M} 中使 ‖s − ŝM‖ 最小的模型集, sM 为基于

模型集得到的估计值:

ŝM = E[s|s ∈ M, Zk] =∑
mi∈M

mip(s = mi|s ∈ M, Zk) (13)

由式 (11) 和 (13) 组成了多模型方法的混合状态估
计器, 该估计器的最优性取决于模型集的最优性, 同
样, 混合估计器的精度也检验了模型集的优劣. 对
于两个模型集来说, 模型集 A 优于模型集 B 需满

足[23]

‖X − X̂A‖ < ‖X − X̂B‖ (14)

‖s− ŝA‖ < ‖s− ŝB‖ (15)

由式 (14) 和 (15) 可知, 模型集的最优性决定了估计
器的最优性. 在 S = M 的前提下, 当时间 k → ∞
时,多模型估计器收敛于真实的模型[18],所以式 (10)
和 (12) 可同时达到最优[10]. 但是 SBRV 的模式空
间 S 远大于模型集M , 对于这种情形 Baram[20] 指

出: 当 k →∞ 时, 多模型估计器将收敛到距离真实
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(a) 三维再入轨迹

(a) Three-dimensional trajectories

(b) 轨迹在 x− z 平面投影

(b) Trajectories′ projections in x− z plane

(c) 轨迹在 y − z 平面投影

(c) Trajectories′ projections in y − z plane

(d) 轨迹在 x− y 平面投影

(d) Trajectories′ projections in x− y plane

图 3 三维再入轨迹及其在各个坐标平面上的投影

Fig. 3 Three-dimensional trajectories and their projections in planes of coordinate system

图 4 各轨迹所对应的速度曲线

Fig. 4 Velocity curves of individual trajectories

图 5 模式空间中各轨迹所对应的模式

Fig. 5 Modes of individual trajectories in mode space
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模式最近的模型, 所以需要将 M 散布在 S 中, 对
于任何一条轨迹来说, 如果没有关于具体模式的先
验信息, 则应使模式均匀地散布在模式空间中. 而
SBRV 模式的分布特征决定了模型集如何散布, 随
之而来的问题是如何使模型在概率意义下均匀散布

在模式空间?
Li[20] 将模式描述为一个随机变量, 则模型集的

设计为: 设计一离散的随机变量以近似模式的分布.
在不严格要求模型均匀散布的前提下, 一种较为简
单的模型集设计方法为 Monte-Carlo 法, 该方法从
概率空间中均匀地抽样产生N 个模型, ∀mi ∈ S 是

均匀地散布在 S 的概率空间中的模型, 这些模型将
该概率空间划分为 N 个子空间 {S1, · · · , SN}, 每个
子空间的中心都与一个模型相对应. 这种模型集的
缺点是模型的散布不够均匀, 因此当真实模式在较
小的子空间时, 估计器的精度高; 反之, 估计器的精
度会降低. 所以需要增加模型集的势以减小子空间
的尺寸, 进而提高其精度, 但是模型集势的增加易于
导致估计器的计算量过大. 在模型集势较小的情况
下, 若要估计器的精度不至于太差, 则需要使模型均
匀地散布在模式空间.

2.1 FFF -均匀模型集

文献 [22] 通过在模式空间的概率空间中均匀散
布一组模型使得模式与模型分布的失配最小, 这种
模型集称作 F -均匀模型集, 其均匀度由下式衡量:

D∗
F (m, s) = d(Fm(Θ)− Fs(ΘΘΘ)) =

supΘΘΘ∈S|Fm(ΘΘΘ)− Fs(ΘΘΘ)| (16)

其中, S 为多个分布已知而且相互独立的参数张成

的模式空间, ΘΘΘ 为该模式空间中的点, Fs(ΘΘΘ) 为该点
模式的概率, Fm(ΘΘΘ) 为该点模型的概率, 模型在模
式空间散布得越均匀, 则 D∗

F (m, s) 的值越小. 依据
文献 [16] 设计模型集的混合状态估计器为最小分布
失配意义下的最优估计.

将 F -均匀模型集用于 SBRV 模型集设计的难
点在于: 文献 [22] 要求参数相互独立, 因而模式空
间要求是多维的超立方体. 而 SBRV 模式中的参数
ΘΘΘ = {kcd, ktd, αd} 张成的模式空间为圆柱体 −k2

cd

+ k2
td ≤ R2, 它们不满足参数独立的要求. 因而本文

主要解决的问题是: 如何在 SBRV 的圆柱体模式空
间中设计 F -均匀模型集?

SBRV 的模式关于模式空间的轴中心对称分布,
因而极径 k 与极角 θ 相互独立, 我们使用柱坐标系
描述模式空间, 则 SBRV 的模式空间是由相互独立
的参数 ΘΘΘ = {k, θ, αd} 张成的三维圆柱体, 该模式
空间即是 (直角坐标系下) 参数 ΘΘΘ = {kcd, ktd, αd}
张成的圆柱体.

根据柱坐标系参数ΘΘΘ = {k, θ, αd} 的概率分布
F (k), F (θ)和 F (αd),可得到 F -均匀模型集的设计:

步骤 1. 分别将参数的累积分布函数 (cdf)
F (k), F (θ) 和 F (αd) 均匀地离散化为 Nk, Nθ 和

Nαd
份, 以得到各个函数的离散水平. 若各离散水

平在模型集中只出现一次, 则 ∀ θi ∈ ΘΘΘ, 各离散水平
所对应的 cdf 为

{
1

2Nθi

, · · · ,
2j − 1
2Nθi

, · · · ,
2Nθi

− 1
2Nθi

}

j = 1, · · · , Nθi
(17)

参数的各离散化水平可以通过如下公式获得:

θij = arg
θi∈ΘΘΘ

∣∣∣∣Fs(θij) =
2j − 1
2N

∣∣∣∣ , j ∈ {1, · · · , Nθi
}

(18)
步骤 2. 基于步骤 1 获得的各参数离散水平的

cdf 设计模型集: 如果所包含模型和参数的数量大,
使用数论方法[23] 构造该模型集; 如果所包含模型和
参数的数量小 (N ≤ 30, ΘΘΘ 包含的参数数量小于 7),
则使用根据 Hicknell 准则生成的点集[25] 构造该模

型集;
步骤 3. 将步骤 2 生成的模型集中各个参数 cdf

的值 F (θij) 替换为步骤 1 得到的对应离散水平的
值 θij = argθi∈ΘΘΘ |Fs(θij) = 2j−1

2N
|, j ∈ {1, · · · , Nθi

},
即得到在概率空间均匀散布的模型集;
步骤 4. 通过公式

ktd = k cos(θ) (19)

kcd = k sin(θ) (20)

将步骤 3 生成的模型集从ΘΘΘ = {k, θ, αd} 所描述的
极坐标系转化为直角坐标系ΘΘΘ = {kcd, ktd, αd} 中的
模型.
需要说明的是, 在 k, θ 及 αd 相互独立的假设

下, SBRV 的概率空间为三维单位立方体, 该立方
体每一维代表一个参数的 cdf, 而 SBRV 的模式空
间为圆柱体. 所以 F -均匀模型集在概率空间散布均
匀, 而其在模式空间的散布并不均匀, 这种差异是
由各个参数的 cdf 决定的. 这种模型集可以有效地
确保估计器与真实模式的失配程度最小, 为了进一
步减小 F -均匀模型集与真实模式的失配程度, 我们
引入期望模式补偿 (Expected-mode augmentation,
EMA) 集.

2.2 EMA集

多模型方法模式估计的精度在统计意义上距离

真实模式最近[16], 基于该模式估计值构造的模型代
表了模式空间中估计模式附近的模式, 进而将该模
型增加到一给定模型集中可以进一步提高估计器的
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精度. 该方法在文献 [26] 中提出并称为 EMA 法, 给
定模型集称作源模型集, 扩充后的模型集称作 EMA
集.

本文采用了文献 [26] 的思路, 为了确保源模
型集对整个模式空间任意模式再入 SBRV 的估计精
度,将 F -均匀模型集作为源模型集用于EMA法,则
源模型集确保了估计器的稳定性, 而新构造的模型
集确保了估计器的精度. 因为不变结构 SBRV 的再
入过程模式固定, 所以根据模式估计的结果在 F -均
匀模型集中构造一个模型即可:

Mk = M ′ ∪mk−1 (21)

其中, M ′ 是源模型集, mk−1 是基于 k− 1 时刻估计
模式构造的模型, Mk 是 k 时刻的 EMA 集. 图 6 所
示为本文根据 SBRV 特征构造的 EMA 集, 因而混
合状态的基态估计式 (11) 和模式估计式 (13) 表示
为

X̂ = µM ′X̂M ′ + µmk−1X̂mk−1 (22)

ŝ = µM ′M ′ + µmk−1mk−1 (23)

其中, X̂M ′ 是其估计结果, X̂mk−1 是该模型的估计

结果, µM ′ 和 µmk−1 分别表示相应的系数. mk−1

即可以由 M ′ 估计也可以由 Mk−1 估计, 一般说来
Mk−1 具有更高的精度, 因为该集合使用了更多的模
型以估计mk−1, ŝ(k|k) 用于构造下一时刻自适应的
模型.

图 6 EMA 集用于基态估计和模式估计

Fig. 6 EMA set used for base state estimation and

mode estimation

3 仿真实验

通过数值仿真检验上文所述模型集的有效性.
设某种固定结构再入 SBRV 的初始状态为高斯随
机向量, 其均值为: X0 = [232 000 2 290 cos(190◦)
0 0 8 800 2 290 sin(190◦)]′. 协方差为: P0 =
diag{[1 0002 202 1 0002 202 1 0002 202]}. 阻
力参数为 α = 9.8

40 000
m2/kg,参数 c取值为 1,升阻比

与转阻比从相应的区间中抽取: kcd ∈ [−0.3 0.3],

ktd ∈ [−0.3 0.3].
飞行器状态描述所用东北天坐标系的原点与雷

达位置重合, 雷达到地心的距离为地球的半径, 雷达
提供的量测为径向距离 r, 方位角 b 和俯仰角 e.

Z =
[

r b e
]T

(24)

观测误差的标准差为: σr = 100 m, σb = 0.05 rad,
σe = 0.05 rad. 雷达采样的间隔为 T = 1 s. 每次
Monte-Carlo 仿真随机地抽取初值和各个参数的值,
再入状态的随机性和参数的随机性导致了每次仿真

再入过程的时间长度不一致, 在本文的仿真中, 再入
体触地面时一次仿真过程才结束, 所以再入过程时
间长度的变化区间是 107 s∼ 158 s.
多模型方法首先需要考虑模型集的设计. 通过

历史数据的分析可知模式关于轴线中心对称分布,
则 f(θ) = 1/2π, F (θ) = θ/2π; 而模式沿 αd 方向近

似服从均匀分布; 同时真实模式有一半概率在 0 ≤ k

≤ 1/3R 的圆内, 有三分之一的概率在圆环 1/3R ≤
k ≤ 2/3R 内, 六分之一的概率在圆环 2/3R ≤ k ≤
R 内, 统计结果显示在上述每一段模式的分布都是
近似均匀的, 这里 R 取值为 0.3. 则模式关于 k 的边

缘分布的 pdf 和 cdf 分别为

f(k) =





9k

R2
, 若 0 ≤ k ≤ 1

3
R

2k

R2
, 若

1
3
R ≤ k ≤ 2

3
R

3k

5R2
, 若

2
3
R ≤ k ≤ R

(25)

F (k) =





9k2

2R2
, 若 0 ≤ k ≤ 1

3
R

k2

R2
+

7
18

, 若
1
3
R ≤ k ≤ 2

3
R

3k2

10R2
+

7
10

, 若
2
3
R ≤ k ≤ R

(26)

仿真中比较三组模型集: F -均匀模型集、基于
F -均匀模型集的 EMA 集以及通过Monte-Carlo 法
生成的模型集. 第 1 组和第 3 组各自取的势为 18,
24 和 30, EMA 集的势比相应 F -均匀模型集多 1,
比如 24 个模型的 EMA 集实际是 24 个来自 F -均
匀模型集的模型加上一个估计的模型.

F -均匀模型集中取得Nk = Nθ = Nαd
= N ,并

使每个参数的各个离散水平在模型集中只出现一次,
根据第 2.1 节所述步骤设计 F -均匀模型集. 比如设
计包含 24 个模型的 F -均匀模型集, 其具体设计过
程如下: 首先是参数的离散化. 如图 7 为式 (26) 所
示的 cdf 曲线, 曲线上的离散点为根据式 (17) 将该
cdf 离散化得到的 24 个点, 纵坐标为各离散水平 cdf
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图 7 k 的 cdf 曲线及其离散化

Fig. 7 cdf curve of k and its discretization

表 1 模型集M∗(24, 243)

Table 1 Model-set M∗(24, 243)

模型 参数 1 参数 2 参数 3

1 1 15 13

2 2 6 19

3 3 22 4

4 4 4 8

5 5 19 23

6 6 12 16

7 7 9 2

8 8 24 11

9 9 2 21

10 10 13 5

11 11 17 18

12 12 7 6

13 13 21 15

14 14 1 12

15 15 10 24

16 16 18 1

17 17 16 9

18 18 5 17

19 19 11 10

20 20 23 20

21 21 3 3

22 22 14 22

23 23 20 7

24 24 8 14

的值, 横坐标为各离散水平在模式空间的值, 以同样

方法可以获得各个参数所有的离散水平值.
在参数离散化的基础上设计在三维概率空间均

匀散布的模型集, 表 1 为概率空间中均匀散布的包
含 24 个模型的模型集M∗(24, 243), 该表中的每一
列表示一个参数所有离散水平 cdf 值的集合, 每一
行表示模型集中每个模型所包含参数的数量, 表中
的元素都是整数, 它们表示相应参数各离散 cdf 水
平的序号, 本仿真所用概率空间的均匀点集都来自
于文献 [27].
将概率空间的均匀模型集换为柱坐标系下的 F -

均匀模型集,表 1的三列依次由 αd, k 和 θ 的离散水

平取代, 比如以图 7 中 k 离散点的横坐标值取代表

1 中第 2 列的相应序号. 进而根据式 (19) 和式 (20)
将这些模型转换为直角坐标系 kcd, ktd 和 αd 下的

F -均匀模型集, 这种模型集在仿真中标注为 uni 集.
图 8 为表 1 模型集在模式空间的散布及其在二

维模式子空间的投影, 由图 8 可见, 该模型集在模式
空间及其二维子空间的投影并不均匀, 但是其散布
特征符合式 (26) 的描述.
在上述方法生成的 F -均匀模型集的基础上, 根

据第 2.2 节所述方法生成相应的 EMA 集. 同时每
次仿真时根据Monte-Carlo 法在概率空间中抽取数
量为 18, 24, 30的模型集, 所得到的模型集在该次仿
真过程中保持不变, 该模型集在仿真中标注为 MC
集.
考虑到再入飞行器动态模型的非线性和量测模

型的非线性, 本文将 Unscented filter (UF)[28] 用于
模型集中单个模型的滤波, UF 对再入问题的有效性
已得到检验[3, 13−14, 23]. UF 在一步提前预测和依据
量测进行滤波更新时使用 unscented 变化, 其含义
是采用一组满足特定条件 (比如满足给定期望和方
差) 的点 (Sigma points), 使用这组点理论上能捕捉
到任何非线性函数后验均值和方差的二阶项.
所有结果基于 100 次独立的 Monte-Carlo 仿

真得到. 仿真结果对比了平均归一化估计方差

(Averaged normalized estimation error squared,
ANEES)、位置均方根 (Root mean squared, RMS)
误差、速度 RMS 误差和模式 s = [α, kcd, ktd]′ 的估
计误差.

ANEES =
1

Nn

N∑
i=1

(Xi−X̂i)TP−1
i (Xi−X̂i) (27)

其中, Xi − X̂i 和 Pi 分别是第 i 次Monte-Carlo 仿
真的状态估计的误差向量和相应的协方差, n 是状

态向量的维数, N 是Monte-Carlo 仿真的次数. 该
指标的值越接近于 1 意味着状态估计误差与协方差
相匹配的程度越高. 根据模式 (13) 中任一参数估计
的 RMS 误差可以计算如下:
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(a) 模型集在三维模式空间中的散布

(a) Model set distributed in the three-dimensional mode space

(b) 模型集在 αd − ktd 维模式空间中的散布

(b) Model set distributed in the αd − ktd projected subspace

(c) 模型集在 kcd − ktd 维模式空间中的散布

(c) Model set distributed in the kcd − ktd projected subspace

(d) 模型集在 αd − kcd 维模式空间中的散布

(d) Model set distributed in the αd − kcd projected subspace

图 8 M∗(24, 243) 在模式空间的散布及其两维子空间投影

Fig. 8 M∗(24, 243) in the mode space and its projections in the 2-dimensional subspace

‖θ − θ̂‖2
=

1
N

N∑
j=1

(θj − θ̂j)T(θj − θ̂j) (28)

其中, N 是 Monte-Carlo 仿真的次数, 则模式估计
值为 ŝ = [αd ktd kcd]′. 位置 RMS 误差和速度
RMS 误差只需把式 (24) 中 θj 改为相应的位置向量

或者速度向量即可.
从图 9 可以看出, 三种类型模型集所含势的增

加会导致相应类别的模型集可信度的提高, 在模型
集的势相等的情况下, F -均匀模型集的可信度高于
Monte-Carlo 模型集, EMA 集的可信度低于相应的
F -均匀模型集.

从图 10 和图 11 可以看出, 在再入的初始阶段

(70 s 之前), 基于不同模型集的多模型估计器位置
RMS误差的估计和速度RMS误差的估计没有明显
的差异; 然而到 70 s 之后二者的误差曲线变化剧烈,
不同类别模型集的基态估计误差的差别主要体现在

这一阶段, 在模型集势相等的前提下, F -均匀模型集
的估计误差低于 Monte-Carlo 模型集, 在模型集势
增加为 1 的情况下, EMA 集的估计误差低于相应的
F -均匀模型集; 而且各种模型集基态估计的误差都
随着各自模型集势的增加而降低.
图 12∼ 14 反映出各种模型集模式估计的差异,

从图中可以看出, 在再入的初始阶段 (70 s 之前),
Monte-Carlo 模型集模式估计的精度受模型集势的
影响较明显, 而 F -均匀模型集和 EMA 集模式估计
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图 9 ANEES

Fig. 9 ANEES

图 10 位置 RMSE 误差估计

Fig. 10 RMSE of position

图 11 速度 RMSE 误差估计

Fig. 11 RMSE of velocity

图 12 αd RMSE 误差估计

Fig. 12 RMSE of αd

图 13 kcd RMSE 误差估计

Fig. 13 RMSE of kcd

图 14 ktd RMSE 误差估计

Fig. 14 RMSE of ktd
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误差受模型集势的影响较小. 在模型集势相等的前
提下, F -均匀模型集的估计误差整体上低于Monte-
Carlo 模型集, 在模型集的势增加为 1 的情况下,
EMA集模式估计的误差与相应 F -均匀模型集相当.
在 70 s 之后再入体状态变化开始变得剧烈, 此时状
态估计反映出不同类别模型集的性能之间的差异,
在模型集势相等的前提下, F -均匀模型集模式估计
的误差整体上低于 Monte-Carlo 模型集, 在模型集
势增加为 1 的情况下, EMA 集的模式估计误差整体
上低于相应 F -均匀模型集; 而三种模型集模式估计
的误差都随着势的增加而降低.
所有仿真结果在初始和末尾阶段差异小, 而在

中间阶段变化剧烈, 这是因为初始阶段虽然再入体
的速度高, 但是空气稀薄、气动力作用小, 因而飞行
器在再入的初始阶段状态变化不是很明显, 虽然基
态估计的差异小, 但是模式的估计结果因为模型类
别和数量的差异已经有所差别; 随着空气密度的增
加气动力的作用逐渐变得剧烈, 从而引起飞行器状
态的剧烈变化, 模型集性能的区别主要体现在这一
阶段; 经过中间阶段气动力的作用, 再入体的速度已
经大大地降低了, 速度的降低又导致了末尾阶段气
动力的减小, 所以在所有图形的末尾阶段, 各个曲线
的差异逐步减小.

所有模型集的可信度和估计误差随着模型集势

的增加而提高; 依据式 (14) 和 (15), 从上述三种模
型集的基态和模式估计结果可知, 在模型集的势相
当的前提下, F -均匀模型集好于Monte-Carlo 模型
集, EMA 集好于 F -均匀模型集; 同时这些仿真结
果反映出估计器的稳定性随着模型集势的增加有所

改善. 文献 [17] 指出模型集势的增加有可能导致估
计器的性能下降, 在仿真实验的过程中, 大数量的模
型 (如 180 个模型) 亦未引起估计器的性能下降, 多
模型方法模型集的势依赖于估计器的精度需求以及

处理器的计算能力, 模型集势过大不但会增加系统
成本, 相反地, 减小模型集的势又会降低估计器的精
度, 所以在实际应用中应该对估计器精度的需求以
及计算成本加以权衡.

4 结论

本文基于动力学分析给出了 SBRV 的估计模
型, 并分析了该飞行器的运动特征与模式特征以及
SBRV 模型与其他再入模型的关系. 给出了对该飞
行器固定结构再入的多模型混合状态估计器, 通过
对估计器的最优性分析引入了 F -均匀模型集以及
EMA 集. 在模型集的势相等的前提下, F -均匀模型
集相比于Monte-Carlo 方法生成的模型集具有更高
的精度; 在模型集的势增加为 1 的情况下, 本文所给
出的 EMA 集在 F -均匀模型集的基础上进一步提高

了 SBRV 多模型估计器的精度. 仿真结果验证了理
论分析, 基于这两种类别模型集的多模型估计器在
混合状态的基态和模式估计可信度和精度上体现出

了较好的一致性, 而且估计器的稳定性随着模型集
势的增加有所提高. 对实际应用来说, 多模型混合状
态估计的精度主要决定于模型集的设计, 模型集的
设计既需要有效地利用目标模式的先验信息, 也需
要选择模型集的类别及大小, 模型集的类别依赖于
所选的设计准则, 而模型集的大小取决于实际系统
处理器的计算能力.
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