
第 37 卷 第 5 期 自 动 化 学 报 Vol. 37, No. 5

2011 年 5 月 ACTA AUTOMATICA SINICA May, 2011

基于多面体终端域的Hammerstein-Wiener非线性预测控制

李 妍 1 毛志忠 1 王 琰 2 袁 平 1 贾明兴 1

摘 要 许多实际系统都可以表示成一种中间为线性动态子系统、输入输出端为非线性静态子系统的 Hammerstein-Wiener

型非线性模型. 针对输入和输出受约束的 Hammerstein-Wiener 型非线性系统, 提出一种基于多面体终端域的预测控制综合

算法. 离线设计时, 通过构造一系列多面体不变集, 扩大了终端域; 在多面体不变集内, 设计非线性控制律, 减少了常规线性控

制律设计的保守性. 在线计算时, 通过求解有限个线性矩阵不等式 (Linear matrix inequalities, LMIs) 优化问题, 不仅可以满

足实时性要求, 而且能够改善控制性能. 仿真结果表明了采用多面体不变集的优越性.
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Predictive Control of Hammerstein-Wiener Nonlinearity Based on

Polytopic Terminal Region
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Abstract Many actual systems are often represented as the Hammerstein-Wiener nonlinear models, where a linear

dynamic subsystem is surrounded by two static nonlinear subsystems at its input and output. For Hammerstein-Wiener

nonlinear systems with the input and output constraints, a predictive control synthesis algorithm based on polytopic

terminal region is proposed. At the offline stage, by constructing a series of the polytopic invariant sets, the terminal

region is enlarged; in the polytopic invariant set, the nonlinear controller is designed, then the conservation of conventional

linear control law design is reduced. At the online stage, by solving a finite number of linear matrix inequality optimization

problems, not only the real-time demand can be satisfied, but also the control performance can be improved. Simulation

results show the advantages of adopting polyhedron invariant set.
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许多工业过程都能表示成中间为线性动态环

节、输入输出端为非线性静态环节的 Hammerstein-
Wiener 非线性模型. 对于此类带约束和强非线性的
实际系统, 传统线性预测控制很难达到满意的控制
效果, 所以人们提出了非线性预测控制 (Nonlinear
model predictive control, NMPC)[1]. 其大体上分
为两步法 NMPC 和整体法 NMPC 两类.
在两步法中[2−7],一般先对线性子系统设计中间

量模型预测控制 (Model predictive control, MPC),
然后求解非线性代数方程并反算出实际控制量. 但
非线性方程的求解不可避免地引入计算误差[3−4],且
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约束系统的输入往往与所要求的输入存在较大偏差,
从而反解出的实际控制量可能违反系统的约束, 影
响闭环系统的稳定性和最优性; 另外, 在两步法优化
过程中, 忽略对实际输入的加权, 可能导致系统输入
的变化过大, 影响系统的平稳运行.

在整体法中[8−9], 一般将非线性函数和线性子
系统一起纳入目标函数, 直接优化求解控制量. 其
中, 线性部分采用状态空间描述, 非线性部分转化为
多面体描述. 尽管整体法能统一处理各种实际约束,
但由于系统需要满足稳定性约束, 所以通常具有较
大的在线计算量. 如果能将一部分在线计算转化为
相应的离线计算, 在线计算量将大幅度降低. 基于
上述思想, 许多学者提出离线设计、在线综合的预
测控制算法[10−17]. 文献 [10] 提出一种高效的鲁棒
预测控制方法. 通过离线设计固定的状态反馈控制
矩阵, 在线优化自由补偿量, 有效地减少了在线计算
量. 但在整个优化过程中, 终端域是固定不变的. 文
献 [11−14] 设计了鲁棒约束预测控制器的综合方法,
有效地降低了在线计算负担; 又由于其终端约束集
自初始时刻起即为时变的, 所以此类方法还能获得
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较大的初始可行域和更优的控制性能. 文献 [15−17]
首先离线确定一系列椭圆不变集及与其相对应的线

性状态反馈控制律; 然后在线选择当前状态所处的
最小椭圆集对应的控制律. 与采用单个不变集相比,
文献 [15−17] 采用了不变集序列, 通过增加离线计
算的渐近稳定不变集个数, 可以选择比采用单个不
变集更优的控制器, 最终得到比采用单个不变集更
好的在线控制性能. 但是, 以上方法设计的鲁棒预测
控制器都是建立在椭圆集的基础上. 在处理实际约
束时, 采用椭圆集有较大的保守性; 和椭圆集相比,
多面体集不仅更符合实际约束的限制, 而且设计灵
活, 可以获得更大的渐近稳定不变集[18−22].
综上, 针对具有约束的 Hammerstein-Wiener

型非线性系统, 本文提出一种基于多面体终端域的
预测控制综合算法. 由于传统的椭球集[8−17] 在处理

约束时具有保守性, 所以本文通过采用多面体集, 有
效地扩大了稳定终端域; 另外, 由于常规线性状态反
馈控制律[8−17] 具有保守性, 所以本文在多面体集内,
设计非线性控制律, 减少常规线性控制律设计的保
守性. 在线综合时, 通过求解有限个线性矩阵不等式
(Linear matrix inequalities, LMIs) 优化问题, 在满
足实时性的条件下, 能获得较好的控制效果.
符号说明: ‖xxx‖2

W = xxxTWxxx; 若 H 和 R 为对称

矩阵, 则

[
H ∗
T R

]
=

[
H TT

T R

]
.

1 系统描述

Hammerstein-Wiener 非线性模型如图 1 所示.

图 1 Hammerstein-Wiener 型非线性模型

Fig. 1 Hammerstein-Wiener nonlinear models

图 1 中, 执行机构非线性 f(uuu) 可以表示为

vvv(k) = f(uuu(k)) (1)

其中, uuu ∈ Rm 为输入信号, vvv ∈ Rm 为执行机构输

出信号. 输入非线性函数 f(uuu) 是连续单调可逆的.
中间线性时不变环节 (Linear time invariant,

LTI) 为
{

xxx(k + 1) = Axxx(k) + Bvvv(k)
www(k) = Cxxx(k)

(2)

其中, xxx = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn 为状态向量, www ∈ Rp

为中间 LTI 环节的输出信号.

输出过程非线性 h(www) 可以表示为

yyy(k) = h(www(k)) (3)

其中, yyy ∈ Rp 为输出信号, 输出非线性函数 h(www) 是
连续单调可逆的.
非线性系统的输入输出约束为

θθθuuu ≤ uuu(k + i) ≤ θ̄θθuuu, ∀ i ≥ 0 (4)

θθθyyy ≤ yyy(k + i) ≤ θ̄θθyyy, ∀ i ≥ 0 (5)

其中, θθθuuu = [θu1
, · · · , θum

]T, θ̄θθuuu = [θ̄u1 , · · · , θ̄um
]T,

θθθyyy = [θy1
, · · · , θyp

]T, θ̄θθyyy = [θ̄y1 , · · · , θ̄yp
]T.

因为输入非线性 f(uuu) 连续单调可逆, 所以输入
信号 uuu 在式 (4) 内变化时, 由式 (1), 可得信号 vvv 的

变化范围:

θθθvvv ≤ vvv(k + i) = f(uuu(k + i)) ≤ θ̄θθvvv, ∀ i ≥ 0 (6)

其中, θθθvvv = [θv1
, · · · , θvm

]T, θ̄θθvvv = [θ̄v1 , · · · , θ̄vm
]T.

同理, 由于输出非线性 h(www) 连续单调可逆, 所
以输出信号 yyy 在式 (5) 内变化时, 由式 (3), 可得信
号www 的变化范围为

θθθwww ≤ www(k + i) = h−1(yyy(k + i)) ≤ θ̄θθwww, ∀ i ≥ 0 (7)

其中, θθθwww = [θw1
, · · · , θwp

]T, θ̄θθwww = [θ̄w1 , · · · , θ̄wp
]T.

对于有约束的 Hammerstein-Wiener 型非线性
系统, 构造如下多面体描述包含原非线性系统.
由式 (1), 输入非线性逆函数可以写为

uuu(k) = f−1(vvv(k))=g(vvv(k)) (8)

在平衡点邻域内, 输入非线性逆函数 (8) 的多
面体描述为[9, 23]

uuu(k) = G(vvv) · vvv(k) (9)

其中, G(vvv) =




∂u1

∂v1

∂u1

∂v2

· · · ∂u1

∂vm
∂u2

∂v1

∂u2

∂v2

· · · ∂u2

∂vm
...

...
. . .

...
∂um

∂v1

∂um

∂v2

· · · ∂um

∂vm




为输入非线性逆偏微分矩阵, G(vvv) ∈ ΩG = Co{G1,
· · · , G2m2}. G(vvv) 的第 r1 行、第 r2 列的最大值或

最小值为 Gr1,r2
max = max{∂ur1

∂vr2
} ≥ ∂ur1

∂vr2
≥ min{∂ur1

∂vr2
}

= Gr1,r2
min , ∀ r1, r2 = 1, 2, · · · ,m. 由每个偏微分元素

的最大值或最小值构成的输入非线性逆偏微分矩阵

总数为 2m2
, 即多面体描述 (9) 的顶点数为 2m2

, 存

在 2m2
个非负系数 ct1 , 满足 G(vvv) =

∑2m2

t1=1 ct1Gt1 ,∑2m2

t1=1 ct1 = 1.
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同理, 输出非线性函数 (3) 的多面体描述为

yyy(k) = H(www) ·www(k) (10)

其中, H(www) =




∂y1

∂w1

∂y1

∂w2

· · · ∂y1

∂wp

∂y2

∂w1

∂y2

∂w2

· · · ∂y2

∂wp
...

...
. . .

...
∂yp

∂w1

∂yp

∂w2

· · · ∂yp

∂wp




为输出非线性偏微分矩阵, H(www) ∈ ΩH = Co{H1,
· · · , H2p2}. H(www)的第 s1 行、第 s2 列的最大值或最

小值为 Hs1,s2
max = max{ ∂ys1

∂ws2
} ≥ ∂ys1

∂ws2
≥ min{ ∂ys1

∂ws2
}

= Hs1,s2
min , ∀ s1, s2 = 1, 2, · · · , p. 由每个偏微分元

素的最大值或最小值构成的输出非线性偏微分矩阵

总数为 2p2
, 即多面体描述 (10) 的顶点数为 2p2

, 存

在 2p2
个非负系数 dt2 , 满足 H(www) =

∑2p2

t2=1 dt2Ht2 ,∑2p2

t2=1 dt2 = 1.
综上, Hammerstein-Wiener 型非线性系统的

多面体描述为式 (2), (9) 和 (10), 其输入输出约束
为式 (6) 和 (7).

2 模型预测控制综合方法

为了减少在线计算量和改善控制性能, 下面提
出一种基于多面体终端域的预测控制综合方法. 离
线设计时, 通过构造一系列多面体不变集, 扩大稳定
终端域的范围; 在线综合时, 通过求解有限个变时域
LMI 优化问题, 获得较好的控制性能.
假设系统平衡点为 (uuueq, vvveq,xxxeq,wwweq, yyyeq) = (0,

0, 0, 0, 0), 即 f(0) = 0, h(0) = 0. 若平衡点不在原
点, 可将系统进行状态转移, 使转换后系统的原点相
应于被要求的平衡点. 于是, 带输入输出约束的二次
型优化问题为[9]

min
uuu(k+i|k ),G(vvv)∈ΩG,H(www)∈ΩH ,i≥0

J(k) =

∞∑
i=0

[
‖yyy(k + i |k )‖2

Ryyy
+ ‖uuu(k + i |k )‖2

Ruuu

]

s.t. (6), (7) (11)

其中, Ryyy ∈ Rp×p 为正定误差加权阵, Ruuu ∈ Rm×m

为正定控制加权阵, 初始时刻 xxx(k |k ) = xxx(k).
构造任意顶点数的多面体集

Ψ = {xxx ∈ Rn : ‖V · xxx‖∞ ≤ 1} (12)

其中, V 为多面体集 Ψ 的系数矩阵.

引理 1. 给定 γ > 0, 如果状态 xxx0 ∈ Ψ, 满足
可行约束 (6) 和 (7) 和稳定性约束 (13),

L̇(xxx(k + i|k)) = ‖V · xxx(k + 1 + i|k)‖2

∞−
‖V · xxx(k + i|k)‖2

∞ ≤ −1
γ
‖yyy(k + i|k)‖2

Ryyy
−

1
γ
‖uuu(k + i|k)‖2

Ruuu
, ∀ i ≥ N

(13)
那么, 最小化原始问题 (11) 等价于最小化其上界:

min
uuu(k+i|k ),G(vvv)∈ΩG,H(www)∈ΩH ,0≤i≤N−1

J̄(k) =

N−1∑
i=0

[
‖yyy(k + i |k )‖2

Ryyy
+ ‖uuu(k + i |k )‖2

Ruuu

]
+

γ ‖V · xxx(k + N |k)‖2

∞
s.t. (6), (7) (14)

其中, γ > 0 为性能指标的上界.
证明. 选取 Lyapunov 函数为

L(xxx(k + i|k)) = ‖V · xxx(k + i|k)‖2

∞ , i ≥ N (15)

其中, ‖V · xxx(k + i|k)‖2

∞ 表示 V 与 xxx(k + i|k) 相乘
所得列向量先取无穷范数, 然后再平方.
对于状态 xxx0 ∈ Ψ, 由于 Lyapunov 函数 (15) 正

定, 其导数 (13) 负定, 所以在多面体集 Ψ 内, 系统
满足 Lyapunov 稳定性.
将式 (13) 从 i = N 到 i = ∞ 求和, 得

∞∑
i=N

‖yyy(k + i |k )‖2

Ryyy
+ ‖uuu(k + i |k )‖2

Ruuu
≤

γ ‖V · xxx(k + N |k)‖2

∞

(16)

由式 (16), 得原始优化问题 (11) 上界的优化问
题 (14). ¤
2.1 离线计算多面体不变集序列

在处理线性不等式约束 (6) 和 (7) 时, 因为通常
使用的椭圆集[8−17] 有较大保守性, 所以这里采用更
符合实际约束的多面体集, 扩大稳定终端域的范围;
在多面体不变集内, 由于通常采用的线性状态反馈
控制律[8−17] 也有较大保守性, 所以这里采用非线性
控制律, 减少常规线性控制律设计的保守性.
在多面体不变集Ψ内,通过对每个顶点 {λλλl, l =

1, 2, · · · , nl} 所对应的控制量 {κκκl, l = 1, 2, · · · , nl}
进行线性插值, 得到非线性控制律

kkk
nl

(xxx) = ‖V · xxx‖∞
nl∑

l=1

flκκκl (17)

其中, 参数 {fl,∀ l = 1, 2, · · · , nl} 满足如下约束[24]
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



xxx = ‖V · xxx‖∞
nl∑

l=1

flλλλl

nl∑
l=1

fl = 1, fl ≥ 0
(18)

如果多面体描述系统 (2), (9) 和 (10) 每个顶点
都满足 Lyapunov 稳定性条件, 那么系统 Lyapunov
稳定. 于是, Lyapunov 稳定性条件 (13) 转化为

‖V · (Axxx(k + i|k) + Bvvv(k + i|k))‖2

∞−
‖V · xxx(k + i|k)‖2

∞ ≤
− 1

γ
‖HjCxxx(k + i|k)‖2

Ryyy
−

1
γ
‖Gjvvv(k + i|k)‖2

Ruuu

∀ j = 1, 2, · · · , 2m2+p2
, i ≥ N (19)

其中, 输入多面体描述顶点数为 2m2
, 输出多面体

描述顶点数为 2p2
, 即多面体描述系统顶点数为

2m2+p2
.
将式 (17) 和 (18) 代入式 (19), 得 Lyapunov稳

定性条件为

‖V · (Aλλλl + Bκκκl)‖2

∞ − 1 ≤
− 1

γ
‖HjCλλλl‖2

Ryyy
− 1

γ
‖Gjκκκl‖2

Ruuu

∀ j = 1, 2, · · · , 2m2+p2
, l = 1, 2, · · · , nl

(20)

设多面体集 Ψ0 的顶点为 {λλλ(0)
l , (λλλ(0)

h )h6=l}. 如
果直接求解满足约束 (6), (7) 和 (20) 的 “最大” 多
面体集 Ψ1 的顶点, 非常困难; 但如果固定 Ψ1 其他

顶点 {(λλλ(0)
h )h6=l}, 仅仅求解其中某个顶点 λλλ

(−1)
l , 则

要简单得多. 此时, 求解 “最大” 多面体集 Ψ1 等价

于最大化 vol(Ψ1 −Ψ0)[22]:

vol(Ψ1 −Ψ0) =
(Σgdet(Xl,g)−X−1

l,g λ
(−1)
l )

n!
(21)

其中, Xl,g 为第 g 个空间矩阵, 对应于 Ψ0 中包含顶

点 λλλ
(0)
l 的第 g 个边界平面; 1 = [1, · · · , 1]T.
Xl,g 和顶点 λλλ

(−1)
l 不相关, 故最大化 vol(Ψ1 −

Ψ0) 等价于最小化 bT
l λλλ

(−1)
l , ∀ bl =

∑
g=1 X−T

l,g 1.
定理 1. 给定性能上界 γ(0) 和渐稳多面体集Ψ0.

其中, 多面体集 Ψ0 = {xxx ∈ Rn :
∥∥V (0) · xxx

∥∥
∞ ≤ 1}

满足可行约束 (6), (7) 和稳定约束 (20). 由式 (22)
∼ (25), 更新多面体集 Ψ0 的第 l 个顶点 λλλ

(0)
l , 可得

多面体集 Ψ1 的第 l 个顶点 λλλ
(−1)
l . 其中, 多面体集

Ψ1 是性能上界为 γ(0) 的所有多面体集中 “最大” 的
一个.

min
λλλ

(−1)
l ,κκκ

(−1)
l

bT
l λλλ

(−1)
l (22)

s.t.
∥∥∥V (0) · (Aλλλ

(−1)
l + Bκκκ

(−1)
l )

∥∥∥
2

∞
+

1
γ(0)

×
∥∥∥HjCλλλ

(−1)
l

∥∥∥
2

Ryyy

+
1

γ(0)

∥∥∥Gjκκκ
(−1)
l

∥∥∥
2

Ruuu

≤ 1

∀ j = 1, 2, · · · , 2m2+p2
(23)

θθθvvv ≤ κκκ
(−1)
l ≤ θ̄θθvvv (24)

θθθLLL ≤ Cλλλ
(−1)
l ≤ θ̄θθLLL (25)

证明. 由 Lyapunov 稳定性条件 (20), 得
∥∥∥V (−1) · (Aλλλ

(−1)
l + Bκκκ

(−1)
l )

∥∥∥
2

∞
+

1
γ(0)

×
∥∥∥HjCλλλ

(−1)
l

∥∥∥
2

Ryyy

+
1

γ(0)

∥∥∥Gjκκκ
(−1)
l

∥∥∥
2

Ruuu

≤ 1

∀ j = 1, 2, · · · , 2m2+p2
(26)

对于多面体集 Ψ0 = {xxx ∈ Rn :
∥∥V (0) · xxx

∥∥
∞ ≤

1} 和 Ψ1 = {xxx ∈ Rn :
∥∥V (−1) · xxx

∥∥
∞ ≤ 1}, 由于状

态满足 xxx ∈ Ψ0, 且 Ψ0 ⊂ Ψ1, 故
∥∥∥V (−1) · (Aλλλ

(−1)
l + Bκκκ

(−1)
l )

∥∥∥
2

∞
≤

∥∥∥V (0) · (Aλλλ
(−1)
l + Bκκκ

(−1)
l )

∥∥∥
2

∞
(27)

由式 (26) 和 (27), 得最终 Lyapunov 稳定性条
件 (23).
另外, 与多面体集 Ψ1 的顶点 λλλ

(−1)
l 对应的控制

量 κκκ
(−1)
l 满足约束 (24); 顶点 λλλ

(−1)
l 满足约束 (25).

¤
定理 1 给出了 “最大” 多面体集 Ψ1 的单个顶

点 λλλ
(−1)
l 更新方法, 逐个更新多面体集Ψ1 所有顶点,

得上界为 γ(0) 的 “最大” 多面体集 Ψ1. 如算法 1 所
示.
算法 1. 求解最大多面体集 Ψ1.
步骤 1. 给定初始性能上界 γ(0) 和渐近稳定的

初始多面体集 Ψ0 = {xxx ∈ Rn :
∥∥V (0) · xxx∥∥

∞ ≤ 1}.
其中, 初始多面体集 Ψ0 满足可行性约束 (6), (7) 和
稳定性约束 (20), 令 l = 1.
步骤 2. 求解 LMI 优化问题 (22)∼ (25), 得到

性能上界为 γ(0) 的 “最大” 多面体不变集 Ψ1 的顶

点 λλλ
(−1)
l , 以及其对应的控制变量 κκκ

(−1)
l .

步骤 3. 若 l = nl, 则停止; 否则令 l = l + 1, 返
回步骤 2.
注 1. 算法 1 可以求解上界为 γ(0) 的最大多面

体不变集 Ψ1, 但其计算较为复杂. 若在固定多面体
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形状的前提下, 多面体不变集 Ψ1 的计算简单得多.
假设多面体集 Ψ0 的顶点为 λλλ

(0)
l , 则与多面体集 Ψ0

形状相同的多面体集 Ψ1 的顶点 λλλ
(−1)
l 可以表示为

ρλλλ
(0)
l . 于是, 计算多面体集 Ψ1 可以简化为求解如下

优化问题:

max
ρ, κκκ

(−1)
l

|ρ| , ∀ l = 1, 2, · · · , nl

s.t. (23) ∼ (25) (28)

算法 2. 离线构造多面体不变集序列, ΨjΨ =
{xxx ∈ Rn|

∥∥V (−jΨ) · xxx
∥∥
∞ ≤ 1}, jΨ = 1, 2, · · · ,M.

步骤 1. 给定渐近稳定的初始多面体集 Ψ0 =
{xxx ∈ Rn|

∥∥V (0)xxx
∥∥
∞ ≤ 1}. 其中, 多面体集 Ψ0 满足

可行性约束 (6), (7) 和稳定性约束 (20). 并给定一
系列递增的终端性能上界 0 < γ(0) < γ(−1) < · · · <
γ−(M−1), 令 jΨ = 1.
步骤 2. 将算法 1 中 {(λλλ(−1)

l ,κκκ
(−1)
l )nl

l=1} 替换
为 {(λλλ(−jΨ)

l ,κκκ
(−jΨ)
l )nl

l=1}, 初始多面体集 Ψ0 替换为

ΨjΨ−1 = {xxx ∈ Rn|
∥∥V −(jΨ−1) · xxx

∥∥
∞ ≤ 1}, 初始性

能上界 γ(0) 替换为 γ−(jΨ−1). 然后, 用算法 1 求
{(λλλ(−jΨ)

l , κκκ
(−jΨ)
l )nl

l=1}, 从而计算多面体集 ΨjΨ 的系

数 V (−jΨ).
步骤 3. 若 jΨ = M + 1, 则停止; 否则令 jΨ =

jΨ + 1, 返回步骤 2.

2.2 在线求解Min-max优化问题

对于多面体描述系统 (2), (9) 和 (10), 输入输
出信号的预测值为



uuu(k |k )
...

uuu(k + N − 1 |k )


 =




G(vvv(k |k )) 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 G(vvv(k + N − 1 |k ))



×




vvv(k |k )
...

vvv(k + N − 1 |k )




(29)



www(k |k )
...

www(k + N − 1 |k )


 =




C

CA
...

CAN−1




xxx(k)+




0 · · · · · · · · · 0

CB
. . .

...

CAB
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

CAN−2B · · · CAB CB 0




×




vvv(k |k )
...

vvv(k + N − 1 |k )




(30)


yyy(k |k )
...

yyy(k + N − 1 |k )


 =




H(www(k |k )) 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 H(www(k + N − 1 |k ))



×




www(k |k )
...

www(k + N − 1 |k )




(31)
即

ũuu = G̃(ṽvv)ṽvv (32)

w̃ww = C̃Axxx(k) + C̃Bṽvv (33)

ỹyy = H̃(w̃ww)w̃ww (34)

其中, xxx(k) 为初始状态; G̃(ṽvv), C̃A, C̃B 和 H̃(w̃ww)
分别对应式 (29)∼ (31) 中的矩阵, 且 G̃(ṽvv) ∈
Ω̃G̃ = Co{G̃1, · · · , G̃2m2N}, H̃(w̃ww) ∈ Ω̃H̃ =
Co{H̃1, · · · , H̃2p2N}. 于是, 整个多面体描述系统
(32)∼ (34) 的顶点数为 2m2N · 2p2N .
上述多面体描述系统 (32)∼ (34), 包含在如下

的线性微分包含中:




ũuu = G̃f ṽvv

w̃ww = C̃Axxx(k) + C̃Bṽvv

ỹyy = H̃fw̃ww

(35)

∀ f = 1, 2, · · · , 2(m2+p2)N

由式 (14) 和 (15), 得时域 N 内二次性能指标

上界为
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η1 ≥
∥∥∥C̃Axxx (k) + C̃Bṽvv

∥∥∥
2

H̃T
f R̃yyyH̃f

+

‖ṽvv‖2

G̃T
f R̃uuuG̃f

, ∀ f = 1, 2, · · · , 2(m2+p2)N

(36)
由 Schur 补引理[25], 得到式 (36) 的 LMI 形

式[26]:



R̃−1
uuu ∗ ∗
0 R̃−1

yyy ∗
[G̃f ṽvv]T [H̃f (C̃Axxx(k) + C̃Bṽvv)]T η1


 ≥ 0

∀ f = 1, 2, · · · , 2(m2+p2)N

(37)
由式 (2), 可以求得状态的预测值:




xxx(k + 1 |k )
...

xxx(k + N |k )


 =




A

A2

...
AN




xxx(k)+




B 0 · · · 0

AB
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
AN−1B · · · AB B







vvv(k |k )
...

vvv(k + N − 1 |k )




(38)
即

[
x̃xx

xxx(k + N |k )

]
=

[
Ã

ÃN

]
xxx(k) +

[
B̃

B̃N

]
ṽvv

(39)
其中, x̃xx = [xxx(k + 1|k)T, · · · ,xxx(k + N − 1|k)T]T; Ã,
B̃, ÃN 和 B̃N 分别对应式 (38) 中的矩阵.

由式 (14) 和 (39), 得时域 N 外二次性能指标

上界为
[

η2 ∗∥∥∥√γ · V · (ÃNxxx(k) + B̃Nṽvv)
∥∥∥
∞

1

]
≥ 0 (40)

由式 (12) 和 (39), 终端状态满足如下不等式
∥∥∥V · (ÃNxxx(k) + B̃Nṽvv)

∥∥∥
∞
≤ 1 (41)

在时域 N 内, 输入约束 (6) 可以表示为

θ̃θθṽvv ≤ ṽvv ≤ ¯̃
θθθṽvv (42)

其中, ṽvv = vvv(k + i |k ),∀ i = 1, 2, · · · , N − 1; θ̃θθṽvv 是

由 θθθvvv 组成的相应维数列向量; ¯̃
θθθṽvv 是由 θ̄θθvvv 组成的相

应维数列向量.

将式 (33) 代入式 (7), 得到时域 N 内的输出约

束:

θ̃θθw̃ww ≤ C̃Axxx(k) + C̃Bṽvv ≤ ¯̃
θθθw̃ww (43)

其中, w̃ww = www(k + i |k ),∀ i = 1, 2, · · · , N − 1; θ̃θθw̃ww 是

由 θθθwww 组成的相应维数列向量; ¯̃
θθθw̃ww 是由 θ̄θθwww 组成的相

应维数列向量.
算法 3. 在线计算自由控制量 ṽvv = [vvv(k|k)T,

· · · , vvv(k + N − 1|k)T]T.
步骤 1. 由算法 2 离线构造多面体不变集序列

ΨjΨ = {xxx ∈ Rn|
∥∥V (−jΨ) · xxx

∥∥
∞ ≤ 1}, ∀ jΨ = 1, 2,

· · · , M ; 对于初始状态 xxx(k), 由式 (39), 得到终端状
态表达式 xxx(k + N |k) = ÃNxxx(k) + B̃Nṽvv.
步骤 2. 若 N > 1, 则采用时域逐渐递减的方

法, 由式 (44) 在线求解有限个 LMI 优化问题, 得到
控制量 ṽvv, 并应用第一个控制量 vvv(k|k); 若时域递减
为 N = 1, 则改为采用时域固定的方法, 然后由式
(44) 在线计算控制量 vvv(k|k), 并应用 vvv(k|k). 即:

若 N > 1, 则求解如下M −mk + 1 个 LMI 优
化问题

min
jΨk

,ṽvv,η1,η2

η1 + η2

s.t. (37), (42), (43), (45), (46) (44)




η2 ∗∥∥∥∥
√

γ−(jΨk
−1)V (−jΨk

) · (ÃNxxx(k) + B̃N ṽvv)

∥∥∥∥
∞

1


 ≥ 0

(45)

∥∥∥V (−jΨk
) · (ÃNxxx(k) + B̃Nṽvv)

∥∥∥
∞
≤ 1 (46)

上面优化问题中, 终端状态满足约束 xxx(k +
N |k) ∈ ΨjΨk

, ∀ jΨk
= mk,mk + 1, · · · ,M , 1 ≤

mk ≤ M . 最终选择包含终端状态 xxx(k + N |k) 的
所有多面体集

{
ΨjΨk

}M

jΨk
=mk

中 “最小” 的渐近稳

定多面体集 Ψmk
作为终端集 (即在包含终端状态

xxx(k + N |k) 的所有多面体集
{
ΨjΨk

}M

jΨk
=mk

中, 选

择下标最小的那个多面体集 Ψmk
作为终端集).

应用 vvv(k|k), 令 N = N − 1;
否则, 若 N = 1, 求解式 (44), 应用 vvv(k|k).
步骤 3. 令 k = k + 1, 重复步骤 2, 状态将稳定

到平衡点.
由于 LMI 优化问题 (44) 的最大求解次数仅与

离线计算的渐近稳定多面体集个数相关, 因此可以
根据实时性要求, 配置离线计算的多面体集个数, 使
得在满足实时性的同时, 优化问题 (44) 能获得较好
的在线性能.
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3 稳定性分析

定理 2. 如果预测控制综合算法 (算法 3) 在初
始时刻存在可行解, 则在其后的任意时刻都存在可
行解, 保证闭环系统渐近稳定.

证明. 在初始状态, 求解时域为 N 的优化问题

(44), 得到 k 时刻的可行解 ṽvv∗(k) = [vvv∗(k|k)T, · · · ,
vvv∗(k +N −1|k)T]T 和 η∗1 , 终端状态满足约束 xxx(k +
N |k) ∈ ΨjΨ = {xxx ∈ Rn|

∥∥V (−jΨ) · xxx
∥∥
∞ ≤ 1}.

在 k + 1 时刻, 控制时域递减为 N − 1, 可行
解可以表示为 ṽvv(k+1) = [vvv∗(k + 1|k)T, · · · , vvv∗(k +
N − 1|k)T]T, η1 = η∗1 − ‖Cxxx∗(k)‖2

H(www)TRyyyH(www) −
‖vvv∗(k|k)‖2

G(vvv)TRuuuG(vvv).
若控制时域递减为 N = 1, 则改为采用固定时

域的预测控制, 保证始终有一个自由控制变量. 假设
k 时刻的控制时域已经减小到 N = 1, 可行解为 η∗1
和 vvv∗(k|k), 则与其相对应的性能指标为

J̄∗(k) = ‖Cxxx∗(k)‖2

H(www)TRyyyH(www) +

‖vvv∗(k|k)‖2

G(vvv)TRuuuG(vvv) +

γ−(jΨ−1)
∥∥V (−jΨ) · xxx∗(k + 1 |k )

∥∥2

∞ (47)

在 k + 1 时刻, 固定时域MPC 的状态可行解可
以表示为

xxx(k + 1|k + 1) = xxx∗(k + 1|k) =

Axxx∗(k) + Bvvv∗(k|k) (48)

在 k + 1 时刻, 固定时域MPC 的控制律可行解
可以表示为

vvv(k + 1|k + 1) = kkk(−jΨ)

nl
(xxx∗(k + 1|k)) =

∥∥V (−jΨ) · xxx∗(k + 1|k)
∥∥
∞

nl∑
l=1

f
(−jΨ)
l κκκ

(−jΨ)
l

(49)

其中, 参数 {f (−jΨ)
l , l = 1, 2, · · · , nl} 满足如下约束





xxx∗(k + 1|k) =
∥∥V (−jΨ) · xxx∗(k + 1|k)

∥∥
∞

nl∑
l=1

f
(−jΨ)
l λλλ

(−jΨ)
l

nl∑
l=1

f
(−jΨ)
l = 1, f

(−jΨ)
l ≥ 0

(50)
由式 (48) 和 (49), 得 k + 1 时刻, 时域 N 内性

能上界可行解为

η1 = ‖Cxxx∗(k + 1|k)‖2

H(www)TRyyyH(www) +
∥∥∥kkk(−jΨ)

nl
(xxx∗(k + 1|k))

∥∥∥
2

G(vvv)TRuuuG(vvv)
(51)

在控制律 (49) 作用下, 终端状态满足约束 xxx(k
+ 2|k + 1) ∈ ΨjΨ = {xxx ∈ Rn|

∥∥V (−jΨ) · xxx
∥∥
∞ ≤ 1}.

由式 (14) 和 (15), 得

J̄(k + 1) = ‖Cxxx∗(k + 1|k)‖2

H(www)TRyyyH(www) +

∥∥∥kkk(−jΨ)

nl
(xxx∗(k + 1|k))

∥∥∥
2

G(vvv)TRuuuG(vvv)
+

γ−(jΨ−1)
∥∥V (−jΨ) · (xxx(k + 2|k + 1))

∥∥2

∞

(52)

由式 (13), 得

γ−(jΨ−1)
∥∥V (−jΨ) · (xxx∗(k + 2|k))

∥∥2

∞ ≤
γ−(jΨ−1)

∥∥V (−jΨ) · (xxx∗(k + 1|k))
∥∥2

∞−
‖Cxxx∗(k + 1|k)‖2

H(www)TRyyyH(www)−∥∥∥kkk(−jΨ)

nl
(xxx∗(k + 1|k))

∥∥∥
2

G(vvv)TRuuuG(vvv)
(53)

由式 (47), (52) 和 (53), 得

J̄(k + 1)− J̄∗(k) ≤ −‖Cxxx∗(k)‖2

H(www)TRyyyH(www) −
‖vvv∗(k|k)‖2

G(vvv)TRuuuG(vvv) < 0 (54)

另外, 通过求解优化问题 (44), 可得 k + 1 时刻
的全局最优性能指标 J̄∗(k +1). 其满足不等式约束:

J̄∗(k + 1) ≤ J̄(k + 1) (55)

由式 (54) 和 (55), 得

J̄∗(k + 1) < J̄∗(k) (56)

因为 Lyapunov 函数递减, 所以预测控制综合
算法可使闭环系统渐近稳定. ¤

4 仿真

电弧炉电极调节系统是一个 Hammerstein-
Wiener 型非线性系统, 如图 2 所示. 整个电弧炉
电极调节系统由液压和电弧两部分组成[27]. 其中,
液压由死区非线性环节和三阶线性环节串联; 电弧
主回路为电弧弧长映射到电弧电流的静态非线性环

节.

图 2 电弧炉电极调节系统

Fig. 2 Electric arc furnace electrode regulator system

图 2 中, 死区非线性为

v =





mr(u− br), u ≥ br

0, bl < u < br

ml(u− bl), u ≤ bl

(57)
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其中, v 为伺服阀开度; u ∈ Rm = R1 为控制器输

出; mr 和ml 为死区斜率; br 和 bl 为死区断点.
死区参数为ml = mr = 1, br = 2, bl = −2.
由式 (57), 死区逆函数为

u =





v + mrbr(1− e−103v2
)

mr

, v > 0

0, v = 0
v + mlbl(1− e−103v2

)
ml

, v < 0

(58)

图 2 中, 液压线性环节可以表示为[28−29]

qL = kqv − kcpL (59)

qL = ap

dLarc

dt
+

ve

βe

dpL

dt
+ cetpL (60)

appL = m0

d2Larc

dt
(61)

其中, qL 为负载流量, kq 为流量增益, kc 为流量 –
压力系数, pL 为负载压力, ap 为电极升降柱塞缸的

有效面积, Larc 为活塞位移, ve 为液压缸的等效容

积, βe 为液压体积弹性模量, cet 为等效泄漏系数,
m0 为阀控缸的负载质量.
液压线性环节参数为 ap = 0.0157m2,

m0 = 3036.4 kg, βe = 2.36 × 108 Pa, ve =
0.05666m3, kc = 1.68 × 10−9 m3/Pa/s, c et = 2.4
× 10−12 m3/Pa/s, kq = 3.009× 10−3 m2/s.

由式 (59)∼ (61), 液压线性环节的离散方程为
{

xxx(k + 1) = Axxx(k) + Bvvv(k)
Larc(k) = Cxxx(k)

(62)

其中, xxx = [x1, x2, x3]T = [L̇arc, pL, Larc]T; 系数矩阵

为 A =



−3.46× 10−2 1.96× 10−7 0
−2.48× 106 −3.00× 10−1 0
5.91× 10−2 1.58× 10−8 1


, B

=




1.98× 10−1

4.74× 105

7.81× 10−3


, C = [ 0 0 1 ]; 采样周期为

Ts = 0.1 s.
在忽略电极烧蚀和电弧弧长扰动的情况下, 电

弧弧长与活塞位移是相同的; 当电弧炉变压器的二
次侧电压一定时, 电弧电流有效值与电弧弧长近似
成反比. 于是, 图 2 中电弧非线性可以表示为[30]

Iarc = k1L
k2
arc (63)

其中, Iarc ∈ Rp = R1 为电弧电流有效值, Larc 为

电弧弧长.

电弧非线性参数为 k1 = 2.3, k2 = −1.
综上, 图 2 中的电弧炉电极调节系统可以表示

为式 (57), (62) 和 (63).
实际系统的平衡点为 ueq = 0, veq = 0, L̇eq

arc

= 0 mm/s, peq
L = 0 kPa, Leq

arc = 150 mm, Ieq
arc =

15.3 kA. 这里采用状态转移, 使转化后系统的平
衡点为原点. 在电弧炉冶炼过程中, 电弧弧长存
在扰动, 电弧弧长的变化范围为 50mm∼ 250mm.
假设初始状态为 L̇arc = 0mm/s, pL = 0Pa, Larc

= 100mm. 优化目标中权值为 Ru = 5 × 10−4,
Ry = 1 × 10−2, 初始控制时域为 N = 3. 控制输
入约束为 u ∈ [−10, 10] (V), 电弧电流输出约束为
Iarc ∈ [9.2, 46] (kA). 死区逆非线性的多面体描述为
u = G(v) · v, G(v) ∈ Co{1, 54.63}; 电弧非线性
的多面体描述为 Iarc = H(Larc) · Larc, H(Larc) ∈
Co{−920,−36.8}.

采用预测控制综合算法控制电弧炉电极调节系

统. 首先, 由算法 2 离线构造一系列多面体不变域
ΨjΨ = {xxx ∈ Rn|

∥∥V (−jΨ) · xxx
∥∥
∞ ≤ 1}, ∀ jΨ = 1, 2,

· · · , M , 选择多面体不变集个数为M = 2; 然后, 由
算法 3 在线求解有限个变时域 LMI 优化问题.
比较多面体终端域和传统椭球终端域[15] 的大

小, 如图 3 所示.

(a) 终端域在 L̇arcopL 面上的投影

(a) The projections of terminal regions on

the plane L̇arcopL

(b) 终端域在 L̇arcoLarc 面上的投影

(b) The projections of terminal regions on

the plane L̇arcoLarc
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(c) 终端域在 pLoLarc 面上的投影

(c) The projections of terminal regions on

the plane pLoLarc

图 3 两种方法的终端域比较

Fig. 3 Comparison of terminal regions with two methods

由图 3 可知, 随着性能上界的增加 γ(0) ≤ γ(−1),
终端域是扩大的; 而且, 在性能上界相同时, 多面体
终端域要比传统椭球终端域[15] 大得多. 其主要原因
如下: 1) 在处理线性不等式形式的系统约束时, 采
用椭球不变集有较大保守性, 采用多面体不变集可
以减少这种保守性, 从而扩大终端域; 2) 在多面体
不变集内, 设计非线性控制律, 而不是通常采用的线
性状态反馈控制律, 减少控制律设计的保守性, 稳定
终端域的范围变大.

比较多面体终端域方法和传统椭球终端域方

法[15], 计算所得的电弧电流响应曲线, 如图 4 所示.

图 4 两种方法的电弧电流响应曲线比较

Fig. 4 Comparison of arc current response curves with

two methods

由图 4 可知, 本文方法有效地改善了非线性系
统的控制性能. 不仅加快了响应速度, 而且提高了系
统的控制精度.

5 结论

本文针对含有约束的 Hammerstein-Wiener 型
非线性系统, 利用离线设计在线综合的思想, 提出一
种基于多面体终端域的预测控制综合方法. 由于构
造了一系列的多面体不变集, 而不是传统的椭球不
变集, 所以扩大了稳定终端域的范围; 另外, 在多面
体不变集内, 因为设计了非线性控制律, 代替了通常

的线性反馈控制律, 所以减少了常规线性控制律设
计的保守性. 最终在满足实时性的同时, 提高了系统
的控制性能.
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