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多转向驱动拖挂式移动机器人镇定控制

苑 晶 1 黄亚楼 2 孙凤池 2

摘 要 研究一类特殊的移动机器人系统—多转向驱动拖挂式移动机器人 (Multi-steering tractor-trailer mobile robot,

MSTTMR) 的镇定控制问题. 首先, 通过状态坐标变换和控制输入变换将具有任意节车体的多转向驱动系统的运动学模型转

化为多输入幂式形式; 然后, 基于幂式形式设计一种 ρ 指数级收敛的镇定控制器, 并证明其稳定性. 针对两车体系统的镇定控

制仿真表明该方法的有效性.

关键词 多转向驱动拖挂式移动机器人, 非完整约束, 镇定控制, 幂式系统

DOI 10.3724/SP.J.1004.2011.00471

Stabilization of Multi-steering Tractor-trailer Mobile Robot

YUAN Jing1 HUANG Ya-Lou2 SUN Feng-Chi2

Abstract The problem of the set point stabilization for multi-steering tractor-trailer mobile robot (MSTTMR) which

is a kind of special mechanical system is addressed. By the states and inputs transformation, the kinematics of the

system with n steering trailers is converted into the multi-input power form. Based on the power form, a controller giving

ρ-exponential convergence is designed to stabilize the original system and the stability of the controller is proved. A set

of simulations for two-body MSTTMR is presented to show the validity of the proposed approach.
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拖挂式移动机器人用于自动化工厂、机场、车

站、航运码头、核环境等场合, 执行物料传送、行李
搬运、货物运输等任务. 这类机器人一般由一节牵引
车挂接若干节拖车组成, 根据拖车是否具有转向驱
动功能可以划分为单转向驱动型和多转向驱动型两

类, 前者是指牵引车具有转向驱动, 而拖车无任何驱
动, 只能被动跟随牵引车运动; 而后者是指部分或全
部拖车也具有转向驱动, 称它们分别为完全多转向
驱动系统和非完全多转向驱动系统. 单转向系统具
有简单的机械结构, 但系统运动的机动性较差; 而多
转向系统由于拖车上装备了转向控制装置, 使得系
统具有更加灵活的运动方式, 因此更适用于复杂环
境下的作业. 有关单转向驱动型拖挂式移动机器人
的运动控制的研究已取得了一些研究成果. Murray
等通过状态坐标变换和控制输入变换将单转向驱动

系统转化为链式形式, 然后使用正弦输入进行开环
镇定控制[1]. 文献 [2] 中将单转向驱动系统的运动学
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模型转化为链式形式和 Goursat 标准形, 然后通过
正弦输入、分段常值输入和多项式输入对最后一节

拖车进行运动规划和镇定控制. Samson 在链式形式
的基础之上, 将单转向驱动拖挂式移动机器人系统
转化为斜对称链式形式, 然后采用 Lyapunov 方法
设计了点镇定控制器[3]. 文献 [4] 中基于李雅普诺
夫方法为两种不同连接形式的单转向驱动系统设计

了具有一致运动方向的路径跟踪控制器, 不仅能够
控制系统前进跟踪期望路径, 而且可以用于倒车跟
踪控制. Bolzern 等将单转向驱动系统的运动学模型
进行精确反馈线性化, 并实现了线性化后的前进路
径跟踪控制[5]. 针对多转向驱动拖挂式移动机器人
系统, Tilbury 等通过引入虚拟拖车的方法扩展原系
统, 然后采用状态坐标变换和控制输入变换将扩展
后的系统的运动学方程转化为多链式系统, 分别使
用多项式函数、正弦函数和分段常值函数作控制输

入进行点镇定控制[6], 并将这种方法应用于自治救
火车的控制[7]. 然而, 上述方法属于一种完全开环式
的镇定控制, 且收敛速度较慢, 因此控制效果并不理
想. 文献 [8] 提出了一种基于不连续反馈思想的镇定
控制方法, 通过计算一组具有 “平均衰减” 特性的引
导函数 (Guiding functions) 代替 Lyapunov 函数,
用于构造控制器, 并实现了自治救火车的镇定控制,
但是该方法存在控制器切换过于频繁的缺点. 目前,
有关多转向驱动拖挂式移动机器人镇定控制的研究

尚不完善, 缺少有效的控制方法. 本文针对完全多转
向驱动拖挂式移动机器人的点镇定控制问题进行研
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究, 首先引入状态坐标变换和控制输入变换, 将系统
的运动学模型转化为幂式形式, 然后设计一种 ρ 指

数级收敛的镇定控制器, 控制系统的多维状态快速
收敛到设定点.

1 运动学模型

假设完全多转向驱动系统由一节牵引车拖挂 m

节拖车组成, 系统在二维水平面上运动, 如图 1 所
示, 车体是刚体且关于其纵轴对称. 建立平面直角坐
标系 XOY , 设 (xi, yi, θi) (i = 0, 1, · · · ,m) 为每节
车体的位形描述, 其中 (xi, yi) 为车体轮轴中心点坐
标; θi 为车体纵轴方向与 X 轴之间的夹角; ϕi (i =
1, · · · , m) 为相邻车体之间的连杆与 X 轴之间的夹

角; li 为连杆长度. 设 u0, u1 分别为牵引车的线速

度和角速度; vi−1, ui (i = 2, · · · ,m + 1) 分别为拖
车的线速度和角速度, 则 u0, u1 和 ui (i = 2, · · · ,
m + 1) 共同构成系统的m + 2 个控制输入.

图 1 多转向驱动拖挂式移动机器人

Fig. 1 MSTTMR pulling m steering trailers

系统位形由牵引车的位置坐标、m+1个车体姿
态角以及连杆姿态角给定, 因此系统的状态空间为
R2 × (S1)2m+1 = [x0, y0, θ0, · · · , θm, ϕ1, · · · , ϕm]T,
而系统的控制输入只有 m + 2 个, 因此该系统是一
种典型的欠驱动系统.
在任一时刻, 每节车体都满足纯滚动和无侧向

移动的条件, 即车体速度与姿态角 θi 之间存在如下

非完整性约束:

−ẋi · sin θi + ẏi · cos θi = 0, i = 0, 1, · · · ,m (1)

相邻车体之间满足如下连接关系:

[
xi+1

yi+1

]
=

[
xi

yi

]
− li+1

[
cos ϕi+1

sinϕi+1

]
(2)

系统的运动学为
[

ẋ0

ẏ0

]
= u0 ·

[
cos θ0

sin θ0

]
(3)

θ̇i = ui+1, i = 0, 1, · · · ,m (4)

ϕ̇i+1 =
sin (ϕi+1− θi+1) · vi+1 + sin (θi− ϕi+1) · vi

li+1

(5)

vi+1 = cos (θi − ϕi+1) · sec (θi+1 − ϕi+1) · vi (6)

v0 = u0, i = 0, 1, · · · ,m− 1

系统状态空间的定义域为: D = {ddd|ddd = [x0, y0,
θ0, θ1, · · · , θm, ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm]T ∈ R2 × (S1)2m+1

∩ (x0, y0) ∈ R2 ∩ |θi−ϕi+1| < π/2∩ |θi+1 − ϕi+1|
< π/2, i = 0, 1, · · · ,m− 1}.
2 多转向驱动系统的幂式形式

目前只有文献 [6] 将多转向驱动系统转化为多
输入链式系统的研究报道, 而并无相关研究将其变
换成幂式系统.
对于完全多转向驱动拖挂式移动机器人, 将系

统运动学式 (3)∼ (6) 进行变换, 得到如下标准形式
(7) (见下页上方).

即有:

ẋxx = G(xxx) · uuu =
m+1∑
i=0

ui · gi(xxx) (8)

由此可知, 完全多转向驱动系统的运动学模型可以
转化为如式 (8) 所示的无漂仿射非线性控制系统.
对于这类系统, Brockett 已经证明不存在光滑、时
不变反馈控制律将其渐近镇定到平衡点[9], 为此, 有
关的镇定问题都围绕着不连续反馈控制[8, 10−11] 或

时变反馈控制[1−3, 12−15] 进行. 然而, 上述方法较难
直接应用于系统 (8), 因为这些方法往往对向量场 gi

(i = 0, 1, · · · ,m+1) 及其李代数运算有过于严格的
假设[12−13], 或者只适用于两输入系统的镇定[1−3, 14].
因此, 本文将对式 (8) 表示的多输入无漂系统进行
变换, 得到一种标准的控制结构—幂式系统 (Power
form). 幂式系统是一种具有潜在线性属性的特殊的
非线性控制系统, 由 Teel 等[16] 提出, 用于解决两输
入非完整系统的镇定问题, 下面本文将研究完全多
转向驱动系统的幂式形式. 一般的多输入幂式系统
具有如下形式:
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


ẋ0

ẏ0

θ̇0

ϕ̇1

ϕ̇2

...
ϕ̇m

θ̇1

θ̇2

...
θ̇m




=




cos θ0 0 0 · · · 0
sin θ0 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0
sin(θ0 − θ1)

l1 cos(θ1 − ϕ1)
0 0 · · · 0

sin(θ1 − θ2) cos(θ0 − ϕ1)
l2 cos(θ2 − ϕ2) cos(θ1 − ϕ1)

0 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...
sin(θm−1 − θm)
lm cos(θm − ϕm)

m−1∏
k=1

cos(θk−1 − ϕk)
cos(θk − ϕk)

0 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1




·
[

u0 u1 · · · um+1

]T

(7)

ż0
0 = w0, ż1

0 = w1, · · · , żn
0 = wn

ż1
1 = z0

0w1, · · · , zn
1 = z0

0wn

...
...

ż1
n1

=
(z0

0)
n1w1

n1!
, · · · , żn

n1
=

(z0
0)

n1wn

n1!
...

żn
nn

=
(z0

0)
nnwn

nn!

(9)
在两输入幂式系统中, 每个状态的微分与之前

的状态及控制输入有关, 而在多输入幂式系统 (9)
中, 给定一列, 其中每个状态的微分不仅取决于控制
输入 wi , 而且均与 z0

0 有关, 也就是说多输入幂式系
统中每一列之间都是相关的, 它们通过 z0

0 耦合在一

起, 因此进行控制器设计时需要予以考虑.
定义 1 (nnn +1 输入, nnnnnn +1 层幂式系统). 对于

式 (9) 所表示的 n + 1 输入幂式系统, 给定 i (i = 0,
1, · · · , nn), 定义 zj

i (j = 0, 1, · · · , n) 所在的行为第
i 层 (Level), 则式 (9) 称为 n + 1 输入, nn + 1 层幂
式系统.

关于式 (2)∼ (6) 所描述的多转向驱动系统的幂
式形式, 本文给出如下结论.
定理 1. 对于完全多转向驱动拖挂式移动机器

人, 存在同胚变换 ỹyy = α(xxx) 和 ũuu = β(xxx) · uuu , 将系
统 (2)∼ (6) 转化为m + 2 输入的两层幂式系统.

证明. 构造如下的系统状态坐标变换和控制输

入变换:




y0
0 = xm

yi
0 =

sin (θi−1 − θi)
li cos (θi − ϕi)

· sec θm×
m−1∏

k=i−1

cos (θk+1 − ϕk+1)
cos (θk − ϕk+1)

ym+1
0 = tan θm

yi
1 = −ϕi + xm · sin (θi−1 − θi)

li cos (θi − ϕi)
sec θm ×

m−1∏
k=i−1

cos (θk+1 − ϕk+1)
cos (θk − ϕk+1)

ym+1
1 = −ym + xm · tan θm

(10)

由式 (10) 知, 在 D 内 ỹyy = α(xxx) 光滑, 其逆变换存
在且光滑, 又

ũuu = [ũ0 ũ1 · · · ũm+1]
T =

[
ẏ0
0 ẏ1

0 · · · ẏm+1
0

]T
= β̃ (xxx,uuu) (11)

由式 (7) 和 (10) 可知, 式 (11) 中的 β̃ (xxx,uuu) 可
表示为线性关系, 则式 (11) 可写成如下形式:

ũuu = β(xxx) · uuu (12)

此时, 原系统的控制输入 uuu 可通过求解线性代数方

程 (12) 得到. 上述局部变换 β (xxx) 在 D̄ = {d̄dd|d̄dd ∈
D, θm 6= π/2} 中存在.

因此系统 (2)∼ (6) 经式 (10) 和 (12) 变换后成
为m + 2 输入的两层幂式系统:
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ẏ0
0 = ũ0, ẏ1

0 = ũ1, · · · , ẏm+1
0 = ũm+1

ẏ1
1 = y0

0ũ1, · · · , ẏm+1
1 = y0

0ũm+1

(13)

¤
由于存在状态坐标变换与控制输入变换, 将链

式形式变换为对应的幂式形式, 因此定理 1 中给出
的幂式系统与文献 [6] 中的多转向驱动系统的链式
形式存在等价关系.

由定理 1, 完全多转向驱动系统被转化为标准的
多输入幂式形式, 从而简化了系统的控制结构, 则原
系统的镇定问题转化为具有m + 2 个控制输入的两
层幂式系统的镇定问题.

3 多转向驱动系统的镇定控制

当 n = 1 时, 式 (9) 成为两输入幂式系统, 针对
该类系统的镇定问题存在时变反馈镇定[17−19] 和不

连续反馈镇定[20−21] 两类方法. 然而, 这些控制器都
是针对两输入系统设计的, 因此只能适用于单体车
型机器人系统和单转向驱动拖挂式机器人系统, 而
不适用于多转向驱动系统, 为此, 本文针对两层多输
入幂式系统 (13) 的镇定控制进行研究, 设计 ρ 指数

级收敛的镇定控制器.

3.1 预备知识

首先, 针对无漂仿射非线性控制系统的 ρ 指数

级稳定, 给出如下的预备知识[22].
定义 2 (膨胀 (Dilation)). 对于给定向量 xxx =

(x1, x2, · · · , xn)T, 相对于 xxx 的膨胀∆rrr
λ : Rn → Rn

定义为: ∆rrr
λxxx = (λr1x1, λ

r2x2, · · · , λrnxn)T, 其中, rrr

= (r1, r2, · · · , rn) 且 r1 = 1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn, λ >

0 为常数, ∆rrr
λ 通常简写为 ∆λ.

定义 3 (齐次函数 (Homogeneous func-
tion)). 若连续函数 f : R × Rn → Rn 满足:
f(t, ∆λxxx) = λlf(t,xxx), 则称 f 为相对于 ∆λ 的具有

齐次阶 l ≥ 0 的齐次函数.
定义 4 (齐次向量场 (Homogeneous vector

field)). 若连续向量场X(t,xxx) ∈ R×Rn 的第 i 个

分量 X i 为相对于 ∆λ 的具有齐次阶 ri −m (m ≤
rn) 的齐次函数, 即: X i(t, ∆λxxx) = λri−mX i(t,xxx),
则称 X(t,xxx) 为相对于 ∆λ 的具有齐次阶m 的齐次

向量场.
定义 5 (齐次范数 (Homogeneous norm)).

若连续函数 ρ(xxx) : Rn → R 满足: ρ(xxx) 正定, 且
ρ(∆λxxx) = λρ(xxx), λ > 0, 则定义 ρ(xxx) 为相对于 ∆λ

的齐次范数.
定义 6 (ρρρ 指数级稳定 (Exponential stabil-

ity)). 对于系统 ẋxx = f(t,xxx), 若在其原点的某一邻

域 Sx 内存在两个严格大于 0 的常数 c1 和 c2, 使得:

ρ(xxx(t)) ≤ c1ρ(xxx(0))e−c2t, ∀ t ≥ 0, ∀xxx(0) ∈ Sx

则称系统 ẋxx = f(t,xxx) 的平衡点 xxx = 0 相对于齐次
范数 ρ 是局部指数级稳定的, 即系统在 Sx 内是 ρ 指

数级稳定的.
关于非线性系统的指数级稳定和一致渐近稳定

的关系, 文献 [23] 中给出了如下结论.
引理 1. 对于系统 ẋxx = f(t,xxx), 若向量场 f(t,xxx)

的齐次阶为 0, 则系统的一致渐近稳定等价于 ρ 指

数级稳定.

3.2 控制器设计

对于系统 (13), 控制目标是使系统状态收敛到
0,这等价于 [xm, ym, θ0, θ1, · · · , θm, ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm]T

收敛到 0, 即系统所有车体排列成一条直线, 且最后
一节拖车位于坐标原点. 当然我们也可以控制 [x0,
y0, θ0, θ1, · · · , θm, ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm]T 收敛到 0, 即牵
引车位于坐标原点, 而后者相对于前者只需对系统
状态进行平移变换即可.

下面针对两层多输入幂式系统 (13) 的镇定控制
问题设计具有 ρ 指数级收敛速度的反馈镇定控制器.
首先,令yyy = [y0

0, y
1
0, · · · , ym+1

0 ; y1
1, · · · , ym+1

1 ]T,
同时令 1 = r1 = r2 = · · · = rm+2 < rm+3 = · · · =
r2m+3 = 2, 则相对于 yyy 的膨胀为

∆λyyy = (λy0
0, λy1

0, · · · , λym+1
0 ;λ2y1

1, · · · , λ2ym+1
1 )

定义齐次范数为

ρ(yyy) = [(y0
0)

c + · · ·+ (ym+1
0 )c +

(y1
1)

c
2 + · · ·+ (ym+1

1 )
c
2 ]

1
c

上式中 c = 4N , N 为自然数. 则 ρ(yyy) 对时间的导
数为

dρ(yyy)
dt

=
1

ρc−1(yyy)
{(y0

0)
c−1 · ũ0 + [(y1

0)
c−1+

1
2
(y1

1)
c
2−1 × (y0

0)]× ũ1 + [(y2
0)

c−1 +
1
2
(y2

1)
c
2−1 ×

(y0
0)]× ũ2 + · · ·+ [(ym+1

0 )c−1 +
1
2
(ym+1

1 )
c
2−1 ×

(y0
0)]× ũm+1} =

q0ũ0 + q1ũ1 + · · ·+ qm+1ũm+1

显然, qi (i = 0, 1, · · · ,m + 1) 的齐次阶为 0. 令

zzz(yyy) =
[

y1
1

ρ(yyy)
,

y2
1

ρ(yyy)
, · · · ,

ym+1
1

ρ(yyy)

]T

其中, zi = yi
1

ρ(yyy)
(i = 1, 2, · · · ,m + 1) 的齐次阶为 1.

则:
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dzi(yyy)
dt

=
y0
0

ρ(yyy)
ũi− yi

1

ρ2(yyy)
(q0ũ0+ · · ·+ qm+1ũm+1)=

(
− yi

1

ρ2(yyy)
q0

)
ũ0 + · · ·+

(
y0
0

ρ(yyy)
− yi

1

ρ2(yyy)
qi

)
ũi +

· · ·+
(
− yi

1

ρ2(yyy)
qm+1

)
ũm+1 =

p0,iũ0 + p1,iũ1 + · · ·+ pm+1,iũm+1

可直接计算得到 pj,i (j = 0, 1, · · · ,m + 1; i =
1, 2, · · · ,m + 1) 的齐次阶为 0. 则:

żzz =




p0,1

p0,2

...
p0,m+1




ũ0 + · · ·+




pm+1,1

pm+1,2

...
pm+1,m+1




ũm+1 =

ppp0ũ0 + · · ·+ pppm+1ũm+1

再令 ȳyy = [ȳ0
0, y

1
0, · · · , ym+1

0 ; y1
1, y

2
1, · · · , ym+1

1 ]T,
其中, ȳ0

0 = y0
0 − zzzT(yyy) · hhh(t), hhh(t) 为时变周

期向量: hhh(t) = k · [sin t, sin(2t), · · · , sin[(m +
1)t]]T, k 为调节参数. 令 g(t) = ḣhh(t) = k ·
[cos t, 2 cos(2t), · · · , (m + 1) cos[(m + 1)t]]T. 显然,
yyy = 0 ⇔ ȳyy = 0.

至此, 给出如下的时变反馈镇定控制器, 用于镇
定系统 (13).
定理 2. 对于式 (13) 所表示的 m + 2 输入、

两层幂式系统, 若控制输入 ũuu 取为

ũ0(t, yyy) =
−k0(ȳ0

0) + zzzTg(t) +
m+1∑
j=1

pppT
j h(t)ũj(t, yyy)

1− pppT
0 h(t)

ũi(t, yyy) = −
ki

[
(yi

0)
c−1 +

1
2
(yi

1)
c
2−1(y0

0)
]

ρc−2(ȳyy)
,

i = 1, · · · ,m

ki > 0 (i = 0, 1, · · · ,m + 1) (14)

则闭环系统将 ρ 指数级收敛到原点.
证明. 定义如下齐次范数:

ρ(ȳyy) =
[
(ȳ0

0)
c + (y1

0)
c + · · · (ym+1

0 )c +

(y1
1)

c
2 + · · ·+ (ym+1

1 )
c
2 ]

1
c

上式中, c = 4N , N 为自然数. 则 ρ(ȳyy) 的时间导数

为

dρ(ȳyy)
dt

=
1

ρc−1(ȳyy)
· {(ȳ0

0)
c−1 · (1− pppT

0 h(t)) · ũ0 +

[(y1
0)

c−1 +
1
2
(y1

1)
c
2−1 · (y0

0)− (ȳ0
0)

c−1 · pppT
1 h(t)]×

ũ1 + · · ·+ [(ym+1
0 )c−1 +

1
2
· (ym+1

1 )
c
2−1 · (y0

0)−
(ȳ0

0)
c−1 · pppT

m+1h(t)] · ũm+1 − (ȳ0
0)

c−1 · zzzT · g(t)}

令 V (t, yyy) =
1
2
ρ2(ȳyy) , 则:

V̇ = ρ(ȳyy) · ρ̇(ȳyy) =
1

ρc−2(ȳyy)
· {(ȳ0

0)
c−1 · (1− pppT

0 h(t)) · ũ0 +

[(y1
0)

c−1 +
1
2
(y1

1)
c
2−1 · (y0

0)− (ȳ0
0)

c−1 · pppT
1 h(t)]×

ũ1 + · · ·+ [(ym+1
0 )c−1 +

1
2
· (ym+1

1 )
c
2−1 · (y0

0)−
(ȳ0

0)
c−1 · pppT

m+1h(t)] · ũm+1 − (ȳ0
0)

c−1 · zzzT · g(t)}

将式 (14) 代入上式得到:

V̇ = −

{
m+1∑
j=1

kj

[
(yj

0)c−1 +
1
2
(yj

1)
c
2−1(y0

0)
]2

}

ρ2(c−2)(ȳyy)
−

k0

ρc−2(ȳyy)
· (ȳ0

0)
c ≤ 0

其不变集M = {∃ t ≥ 0, (yj
0)c−1+ 1

2
(yj

1)c/2−1(y0
0) =

0, j = 1, 2, · · · , m+1; y0
0 = zzzT(yyy)·h(t) },下面证明

若 yyy ∈ M , 则 yyy = 0. ∀yyy ∈ M , ũi = 0 (i = 1, 2, · · · ,
m+1),则 y1

0, y
1
1; y

2
0, y2

1; · · · ; ym+1
0 , ym+1

1 为常数. 若
zzz 6= 0, 则 y0

0 = zzzT(yyy)· hhh(t) = k ·∑m+1

i=1 zi · sin(it)
为时变的, 又 yj

0, y
j
1 (j = 1, 2, · · · ,m + 1) 为常数,

且 (yj
0)c−1 + 1

2
(yj

1)c/2−1(y0
0) = 0, 所以 yj

0 = yj
1 = 0

(j = 1, 2, · · · ,m), 得到 zzz = 0, 矛盾. 因此 zzz = 0,
即 yj

1 = 0 (j = 1, 2, · · · , m+1), 则 y0
0 = 0. 又因为

当 yyy ∈ M 时,
(
yj
0

)c−1
= − 1

2
(yj

1)c/2−1(y0
0) = 0, 所以

yj
0 = 0 (j = 1, 2, · · · ,m + 1). 至此可得, 若 yyy ∈ M ,
则 yyy = 0, 即不变集M 中只有零解.

因为 V (t, yyy) =
1
2
ρ2(ȳyy), 则:
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[2V (t, yyy)]
c
2 = (ȳ0

0)
c + (y1

0)
c + · · ·+ (ym+1

0 )c +

(y1
1)

c
2 +

(
y2
1

) c
2 + · · ·+ (ym+1

1 )
c
2 =

ρc(yyy)− (y0
0)

c +
[
y0
0 − zzzT(yyy) · h(t)

] ≤
ρc(yyy) +

[
y0
0 − zzzT(yyy) · h(t)

]c ≤
ρc(yyy) +

[∣∣y0
0

∣∣ +
∣∣zzzT(yyy) · h(t)

∣∣]c ≤

ρc(yyy) +

[
∣∣y0

0

∣∣ + k · |y
1
1|+ |y2

1|+
∣∣ym+1

1

∣∣
ρ(yyy)

]c

≤

ρc(yyy) +
[∣∣y0

0

∣∣ + k · (m + 1) · ρ2(yyy)
ρ(yyy)

]c

所以, V (t, yyy) ≤ V1(yyy) = 1/2 [1 + kc(m + 1)c]2/ c ×
ρ2(yyy), 因此 V (t, yyy) 是正定递减的, 又 V (t, yyy) 是径
向无界的, 根据不变性原理可知, 闭环系统 (13)
是一致渐近稳定的. 又因为 ũi(t, yyy) (i = 1, 2,
· · · , m + 1) 的齐次阶为 1, 由定义 4 可得闭环
系统 ẏyy = [ẏ0

0, ẏ
1
0 · · · ẏm+1

0 ; ẏ1
1, ẏ

2
1 · · · ẏm+1

1 ]T 中向量
场 [ũ0, ũ1 · · · ũm+1; y0

0ũ1, y
0
0ũ2 · · · y0

0ũm+1]T 相对于
膨胀 ∆λyyy 的齐次阶为 0, 根据引理 1 知, 闭环系
统 (13) ρ 指数级收敛到原点. ¤
对于原系统 (2)∼ (6), 直接通过求解式 (12) 和

(14) 即可得到其控制输入. 由定理 1 和定理 2 可
知, 本文实现了对系统 (2)∼ (6) 的 ρ 指数级闭环镇

定. 相比于文献 [4] 中的开环镇定, 上述控制器是闭
环的, 且具有 ρ 指数级收敛速度, 因此可以得到更好
的控制效果.
控制器中的参数 k, c (或 N) 对控制器的稳定

性没有影响, k 只体现了在镇定过程中系统动态行

为随时间 “类周期” 变化的剧烈程度, 但不会影响运
动趋势, 而 c 的取值只需满足范数的定义, 一般情况
下 k 和 N 都取 1 即可.
本文设计的控制器虽然只具有局部稳定性, 但

导致控制器失效的初始位形仅存在于运动学模型无

定义和 θm = π/2 的情况, 考虑到现实应用中拖车节
数不会太多, 因此控制器在绝大多数情况下是有效
的. 若在实际应用中出现不满足要求的初始位姿, 则
可先简单地执行某一控制输入以避开奇异, 然后再
执行本文的控制输入.

4 仿真

本节针对两车体多转向驱动系统的镇定控制进

行仿真. 首先, 通过式 (10) 和 (11) 将两车体系统的
运动学模型转化为如下三输入、两层幂式形式:

ẏ0
0 = ũ0, ẏ1

0 = ũ1, ẏ2
0 = ũ2

ẏ1
1 = y0

0ũ1, ẏ2
1 = y0

0ũ2

其中




y0
0

y1
0

y2
0

y1
1

y2
1




=




x1

sin(θ0−θ1)

l1 cos(θ0−ϕ1)
· sec θ1

tan θ1

−ϕ1 + x1 · sin(θ0−θ1)

l1 cos(θ0−ϕ1)
· sec θ1

−y1 + x1 tan θ1







ũ0

ũ1

ũ2


 =




cos(θ0−ϕ1)

cos(θ1−ϕ1)
· cos θ1

− sin2(θ0−θ1) sin(θ0−ϕ1)

l21 cos θ1 cos2(θ0−ϕ1) cos(θ1−ϕ1)

0


u0 +




0
cos(θ1−ϕ1)

l1 cos θ1 cos2(θ0−ϕ1)

0


u1+




0
− cos θ0

l1 cos2 θ1 cos(θ0−ϕ1)

sec2 θ1


u2

然后, 由上式可解出原系统的控制输入:



u0

u1

u2


 =




cos(θ1−ϕ1)

cos θ1·cos(θ0−ϕ1)
sin2(θ0−θ1)·sin(θ0−ϕ1)

l1·cos θ1·cos(θ0−ϕ1)·cos(θ1−ϕ1)

0


 ũ0 +




0
l1 cos θ1 cos2(θ0−ϕ1)

cos(θ1−ϕ1)

0


 ũ1+




0
cos θ0 cos θ1 cos2(θ0−ϕ1)

cos(θ1−ϕ1)

cos2 θ1


 ũ2

(15)

首先, 进行一般的镇定控制仿真, 假设系统连
接参数为 l0 = l1 = 0.5m, 初始位形为 [x1, y1, θ0,
θ1, ϕ1]T = [−10, 2, π/6, π/6, π/6]T, 执行式 (14) 和
(15) 的控制律, 其中控制器参数取为 k0 = k1 = k2

= 2, 得到图 2 所示的仿真结果.
从上述仿真结果中可以看出, 系统两车体先向

前运动, 当接近目标点后, 连续地交替执行倒车和前
进运动, 直至收敛到目标点.

其次, 进行平行停车 (Parallel parking) 控制
的仿真, 平行停车控制是一类典型的点镇定控制问
题, 即将系统镇定到与机器人原始状态平行的某一
状态. 假设系统的初始位形为 [x1, y1, θ0, θ1, ϕ1]T =
[0, 1, 0, 0, 0]T , 显然位于初始状态的系统车体排列
成一条直线, 且与目标状态平行, 执行式 (14) 和
(15) 的控制律, 得到图 3 所示的仿真结果.

从上述仿真结果中可以看出, 系统两车体均交
替执行倒车和前进运动, 直至收敛到目标点, 并且运
动过程中系统不会违反非完整性约束, 因此得到了
理想的控制效果.

在上述仿真实验中 k 和 N 都取为 1, 实验表明
k 值只对控制输入的大小略有影响, 而对镇定过程
中系统的运动趋势影响不大, 而 N 值对控制输入以

及系统运动行为的影响都不明显.
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(a) 笛卡尔坐标系下的系统运动轨迹

(a) Motion trajectory in Cartesian coordinate system

(b) 系统状态的变化曲线

(b) Curves of system states

(c) 系统的控制输入

(c) Control inputs of the system

图 2 一般的镇定控制仿真结果

Fig. 2 Simulation result of the general stabilization

(a) 笛卡尔坐标系下的系统运动轨迹

(a) Motion trajectory in Cartesian coordinate system

(b) 系统状态的变化曲线

(b) Curves of system states

(c) 系统的控制输入

(c) Control inputs of the system

图 3 平行停车控制的仿真结果

Fig. 3 Simulation result of parallel parking
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为证明多转向驱动系统的运动比单转向驱动

系统具有更强的机动性, 给出单转向驱动系统镇
定控制的仿真实验, 使用式 (14) 中的 ũ0(t, yyy) 和
ũ1(t, yyy) 对两车体单转向驱动系统对应的幂式形
式进行一般镇定控制和平行停车控制. 与多转向
驱动系统控制仿真相同, 将系统初始位形分别设
为 [x1, y1, θ0, θ1, ϕ1]T = [−10, 2, π/6, π/6, π/6]T 和
[x1, y1, θ0, θ1, ϕ1]T = [0, 1, 0, 0, 0]T , 得到图 4 和图
5 的仿真结果, 其中系统运行 70 秒后停止. 对比图
2 (a) 和图 3 (a) 可知, 由于多转向驱动系统的拖车
具有转向控制功能, 通过拖车与牵引车的协调运动,
使得系统状态以更快的收敛速度趋于 0, 从而证明了
多转向驱动系统较单转向驱动系统具有更强的灵活

性与机动性, 更加适合于实际应用.

图 4 单转向驱动系统的一般镇定控制仿真结果

Fig. 4 Simulation result of the general stabilization for

single-steering system

图 5 单转向驱动系统的平行停车控制仿真结果

Fig. 5 Simulation result of parallel parking for

single-steering system

5 结论

本文系统地研究了完全多转向驱动拖挂式移动

机器人的镇定控制问题, 建立了该类系统的运动学
递推模型, 并通过状态坐标变换和控制输入变换将
其转化为多输入、两层幂式系统, 基于此提出了具有
ρ 指数级收敛特性的镇定控制方法, 从而有效地解
决了这类复杂系统的镇定问题. 与原有的基于多链
式系统的开环控制相比, 本文的控制器是基于系统
的时变状态反馈设计的, 并且具有指数级收敛性, 因
此可以达到更好的控制效果和更快的收敛速度.
另外, 本文中的幂式系统变换和镇定控制方法

同样适用于非完全多转向驱动系统 (对应于多输入、
多层幂式形式), 因此具有较大的推广价值.
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