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PI控制下开环不稳定对象可行

稳定裕度范围的研究

孙明玮 1 焦纲领 2 杨瑞光 1 陈增强 1

摘 要 针对一阶不稳定加延迟对象, 基于传统稳定裕度定义的 PI 控

制整定方法缺乏对幅值裕度下边界的考虑, 使得结果与实际有一定偏差.

通过对延迟环节的逼近, 得到更精细的可达稳定裕度区域. 利用多项式方

程数值求解算法, 同时获得了另一种以幅值裕度下边界为基准的控制参

数整定方法. 所得结果显示, 按照严格稳定裕度定义所得到的可达区域

明显减小. 数值实例验证了本文方法的有效性.
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Abstract For an unstable-first-order-plus-dead-time plant,

the PI tuning formulae based on the conventional stability mar-

gin specifications can obtain the feasible stability margin region,

however, only the increasing gain margin has been considered.

The decreasing gain margin is obtained by Pade approximation

of the delay in the framework of the previous tuning rules. The

numerical polynomial solving approach is employed to seek the

feasible stability margin region. At the same time, a novel tun-

ing rule based on the decreasing gain margin is proposed. The

results demonstrate that the feasible region is a small portion of

the original one. Finally, some numerical examples are presented

to validate the results.

Key words Stability margin, PI control, PM method, tuning

rule

时至今日, PID 控制依然在实际工程中占据绝对主导地

位, 这主要是由于它的简单、成熟、可靠和有效. 工程中普

遍应用的低阶的固定阶次控制器, 重新引起研究人员的重点

关注, 得到了一些深入的定量研究结果[1], 而 PID 控制器则

是其中的典型代表. 最近几年, 各种新的 PID 控制参数整定

方法依然不断涌现[2−4]. 稳定裕度, 包括幅值裕度和相位裕

度, 在工程中往往被作为重要考核指标, 并与鲁棒性相对应,

具有丰富的工程指导经验. 尽管一些自适应的思想被引入

PID 控制的参数整定中[5], 但是传统的依据于鲁棒性分析的

固定参数控制器还是被普遍使用. 从经典控制理论中可知,

相位裕度还与系统阻尼相关, 直接牵涉到动态响应, 文献 [6]
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指出相位裕度指标相对更为重要, 这也与工程实践中的一些

经验相吻合. 针对指定的幅值裕度和相位裕度, 进行 PID 控

制参数的整定, 在近 20 年来比较热门[7]. 最经典的方法是

在 Nyquist 曲线上通过继电反馈等方式进行图形化数值整

定[8−9]. 实际工程中存在一些开环不稳定对象, 因此针对不

稳定对象的 PID 控制参数整定十分有价值[10−13]. 涉及稳定

裕度指标的文献 [11] 直接将 PID 控制形成的零点对消被控

对象的极点多项式, 这使得回路传递函数简化为积分延迟环

节, 从而可以将幅值裕度和相位裕度配置到特定关系的组合,

这种方法只能实现小概率事件的稳定裕度. 许多实际不稳定

对象都可以用一阶不稳定加延迟环节 (Unstable-first-order-

plus-dead-time, UFOPDT) 表示, 参数整定也多是围绕这一

模型进行的[10, 12−13]. 一个整定方法如果既能以直观的方式

宏观地给出可达性能区域, 从而为控制系统的配置提供参考,

又能以简洁的解析方式给出控制参数的整定公式, 则更容易

被工程技术人员所接受. 文献 [14−15] 中利用的 Tester 虽然

以图形化的方式给出控制参数的可行区域, 但是难以直接给

出可达性能的极限边界. 文献 [10] 通过对反正切函数的近似,

可以得到数值解析解, 不仅形式简单, 而且能够得到可行的

性能区域范围, 具有十分重要的参考价值. 但是正如文献 [13]

指出的, 开环不稳定对象存在幅值向上和向下摄动两个边界,

文献 [10] 只研究了上边界, 而在很多情形下, 下边界对于控

制性能的约束更为明显. 文献 [13] 采用了迭代的方式来同时

考虑幅值裕度上、下边界, 但是算法又略显复杂, 丧失了文献

[10] 中方法直观简洁的优点.

本文通过对延迟环节的近似, 得到对应文献 [10] 中整定

方法的幅值裕度下边界, 并通过一系列多项式方程数值求根

算法, 得到真正可行的稳定裕度区域, 并针对幅值裕度是在

上边界还是下边界实现, 分别给出了不同的整定方法, 具有

应用参考价值. 最后的数值实例验证了本文方法的有效性.

1 UFOPDT基于稳定裕度的 PI控制参数整定

假设被控对象为

Gp(s) =
kp

τs− 1
e−sL (1)

控制器选用传统的 PI 控制:

Gc(s) = kc

(
1 +

1

sTi

)
(2)

假设 Ar 和 φm 分别是期望的幅值裕度上边界和相位裕度,

并利用如下的近似公式[10]:

arctan(x) =





x, 0 ≤ x ≤ 1
π

2
− 1

x
, x > 1

(3)

数值解实例显示涉及到稳定裕度计算的几个反正切函数都可

以用式 (3) 中的第 2 式代替[10], 得到:

kc =
ωpτ

Arkp
(4)

Ti =

(
π

2
ωp − ω2

pL− 1

τ

)−1

(5)

ωp = Ar

φm +
π

2
(Ar − 1)

(A2
r − 1)L

(6)
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进一步, 通过约束控制器参数的极性[10], 也就是保证

Ti > 0 (7)

得到不同的延迟时间与惯性时间比 r = L/τ 可以实现的稳

定裕度区域. 对于确定的 Ar > 1, 可行的 φm 区间为

φm ≤ A2
r − 1

Ar

(
π

4
+

1

2

√
π2

4
− 4r

)
− π

2
(Ar − 1) (8)

显然随着这个比例的增大, 可行区域的范围不断减小. 这种

近似只能针对幅值裕度上边界, 没有考虑下边界, 而对于不

稳定对象, 两个边界都需要兼顾.

2 幅值裕度下边界分析

为了得到幅值裕度下边界, 对于延迟环节进行 Pade 一

阶近似:

e−Ls ≈ 1

Ls + 1
(9)

保证低频部分尽量逼近. 后面的数值实例将说明这种近似的

可行性.

按照 Pade 近似, 对象 (1) 转换为

Gp(s) ≈ kpA

(τs− 1)(Ls + 1)
(10)

其中, kp 是对象增益的标称值, 而 A 是增益摄动系数.

经过简单推导, 可以得到闭环特征多项式稳定的充要条

件为

(τ − L)(−1 + kckpA) > Lτ
kc

Ti
kpA (11)

由式 (5) 和式 (7), 易知

Ti >
τL

τ − L
(12)

因此可以解出

A >
τ − L

kckp

(
τ − L− τL

Ti

) = Al < 1 (13)

其中, Al 就是幅值裕度下边界.

3 可行稳定裕度区域的研究

由于不稳定对象存在幅值裕度上、下两个边界 Ar > 1

和 Al < 1, 考虑到对称性, 幅值裕度取为

Am = min

(
1

Al
, Ar

)
> 1 (14)

利用第 2 节得到的 PI 控制情况下的幅值裕度下边界,

下面分两种情况对所得到的结果进行分析.

3.1 幅值裕度上边界临界

在这种情况下, Am = Ar 取为上边界, 根据式 (13), 结

合整定式 (4)∼ (6), 有

f(ωL) = ω3
L − π

2
ω2

L + ωL + A2
rr(r − 1) ≥ 0 (15)

其中

ωL = Ar

φm +
π

2
(Ar − 1)

A2
r − 1

(16)

容易看出 f(ωL) 严格递增, 有且只有一个正实根. 固定 Ar,

对于 f(ωL) = 0, 利用数值方法求实根 xf , 并解出对应 φm

的最小值:

φm ≥ (Ar − 1)

(
Ar + 1

Ar
xf − π

2

)
(17)

综合式 (8) 与式 (17), 就可以得到对应于 Ar 的可行相位裕

度区间. 当 Ar 扫过一定范围时, 这些区间包络就构成可行稳

定裕度区域.

3.2 幅值裕度下边界临界

在这种情况下, Am = 1/Al 取为下边界, 需要满足

Al >
1

Ar
(18)

考虑到幅值裕度的定义, 在这种情况下, 一个设计状态点

(Am, φm) 可行当且仅当: Am = 1/Al, Ar > 1/Al. 换句话

说, 就是当 φm 固定时, 存在 Ar > Am, 使得

ωLτ2
(
1− π

2
ωL + ω2

L

)

ArL(τ − L)
= Am (19)

如果记

g(Ar) =
ωLτ2

(
1− π

2
ωL + ω2

L

)

ArL(τ − L)
(20)

则对于固定的 φm, 满足式 (19) 的 Am 范围就是函数

y = g(x) 位于直线 y = x 下面部分的值域, 取其与式 (8)

可行解 (固定 φm, 而把 Am 作为变量) 的交集. 该值域范围

可以采取数值方法进行求解: 首先得到方程的所有实根, 确

定满足在直线 y = x 下方部分的区间; 随后在每个区间对

g(x) 求导, 得到所有的极值点, 加上边界点; 对所有上述点求

取函数值 g(x), 挑选出最大值和最小值, 就可以得到相应的

值域.

下面给出具体的方程求解形式. 根据式 (16), 关系 x =

g(x) 可以转化为方程

7∑
i=0

aix
i = 0 (21)

而

g(x) =

5∑
i=0

bix
i

r(1− r)(x2 − 1)3
(22)

和

g′(x) =

10∑
i=0

cix
i

r(1− r)(x2 − 1)6
(23)

这里的 ai, bi, ci 分别是 r 和 φm 的函数, 参见附录.

对于下边界小于上边界的可行点 (Am, φm), 下面给出另

一种控制参数整定方法. 由前面的分析可知, 只需要解方程

(19), 得到满足 Ar > Am 的解即可. 由可行区域的生成算法

可知, 这样的 Ar 存在. 方程 (19) 可以转换为

6∑
i=0

dix
i = 0 (24)

其中, di 是 Am, r 和 φm 的函数, 参见附录. 解出相应的 Ar

后, 直接套用整定式 (4)∼ (6) 即可.
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4 数值验证

按照本文的算法, 分别研究了 r = 0.1, 0.3, 0.5 几种情形

的可行稳定裕度范围. 图 1 给出了相关结果, 不考虑幅值裕

度下边界的可行区域为钟形曲线下方部分, 而考虑后为箭头

所示的窄条区域, 仅仅为原来区域的很小一部分, 有明显的

压缩. 随着 r 的减小, 可行稳定裕度区域不断扩大. 另外, 结

果表明, 在上边界和下边界实现指定的幅值裕度的可行区域

完全相同, 但控制参数不同.

图 1 可行稳定裕度区域

Fig. 1 Feasible GPM region

为了验证本文所采用的 Pade 近似方法和基于幅值裕

度上、下边界的两种整定方法的有效性, 以及所得到边界

的准确性, 下面给出几个具体数值实例. 其中, 除了例 1 的

r = 0.3, 以验证 Pade 近似的有效性外 (从图 1 可见, 当 r 超

过 0.3 时, PI 控制的可行稳定裕度范围已经无法保证工程经

验上的基本性能),其他的例子 r都统一取为 0.1. 所有例子的

kp 都固定为 1. 控制参数整定结果如表 1 所示 (其中, A∗m 的
符号表示幅值裕度上或下边界临界), 其中, Am 和 φm 是设

定的幅值和相位裕度, kc 和 Ti 是整定出来的控制参数, A∗m
和 φ∗m 是实际的幅值和相位裕度, ωg (rad/s) 和 Al 是原系统

幅值裕度下边界所对应的穿越频率和裕度, 而 ω∗g (rad/s) 和

A∗l 则是近似系统幅值裕度下边界所对应的穿越频率和裕度.

由表 1 的最后 4 列数据可见, 采用 Pade 近似可以很精确地

获取幅值裕度下边界的相关信息. 例 1 在文献 [10] 的可行区

域内, 但不在图 1 的考虑幅值裕度下边界的可行区域内, 结

果也说明了这点. 对于同样的稳定裕度组合, 例 2 和例 3 分

别在上、下边界实现幅值裕度, 得到不同的参数整定结果. 例

4 与例 1 类似, 说明了考虑幅值裕度下边界的重要性, 避免对

于性能指标可达性的错误判断.

5 结论

本文针对文献 [10] 中没有考虑幅值裕度下边界的不足,

通过对延迟环节的 Pade 近似, 得到了比较准确的下边界数

值解析解, 并通过多项式数值求解算法, 得到了可行的稳定

裕度区域范围, 所得区域比原区域有明显压缩, 也更准确地

反应了实际情况, 避免了对于可达性能的错误估计. 研究发

现, 通过幅值裕度上边界和下边界可实现的稳定裕度区域是

完全重合的, 但所整定出来的控制参数有明显差异, 同时也

给出了以下边界整定控制参数的数值解法. 对于含有一个不

稳定模态的二阶不稳定加延迟对象, 可以直接采用对消稳定

模态的方法, 在本文的基础上设计 PID 控制器, 与文献 [10]

及类似文献完全相同, 不再赘述. 图形化显示不稳定对象在

PI 控制下的可达性能对于工程研究具有十分重要的参考价

值, 避免了指定性能指标的盲目性. 这个结果不仅可以为一

些重要设备的选择, 比如, 执行机构特性的确定提供依据, 而

且在确认 PI 控制方法确实无法达到设计目标时, 也会主动

考虑其他先进控制算法.

附录

a7 = r(1− r) (A1)

a6 = 0 (A2)

a5 =
−3a7 − π

2
(A3)

a4 =

(
π2

4 + 1

) (
π

2− φm

)
(A4)

a3 = 3a7 + π − 3
π3

8
− πφ2

m + π2φm (A5)

a2 =

(
π

2
− φm

) (
(
π

2
− φm)

2
+

π2

2
− 2

)
(A6)

a1 = −a7 − π

2
− π

(
π

2
− φm

)2

2
(A7)

a0 =
π

2
− φm (A8)

b5 = −a5 − 3a7 (A9)

b4 = −a4 (A10)

b3 = −a3 + 3a7 (A11)

b2 = −a2 (A12)

b1 = −a1 − a7 (A13)

b0 = −a0 (A14)

c10 = −b5 (A15)

表 1 PI 控制参数整定结果

Table 1 Results of PI tuning rules

例 Am φm kc Ti A∗m φ∗m ωg Al ω∗g A∗l

1 2 15◦ 2.0362 2.3720 −1.7140 16.9◦ 0.865 0.5834 0.857 0.5991

2 3 45◦ 4.9087 2.2419 3.0061 45.4◦ 0.722 0.2138 0.722 0.2143

3 3 45◦ 3.1709 2.0612 −3.0095 45.3◦ 0.755 0.3323 0.755 0.3334

4 5 45◦ 2.9452 2.2426 −2.8054 45.3◦ 0.722 0.3565 0.722 0.3573
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c9 = −2b4 (A16)

c8 = −3b5 − 3b3 (A17)

c7 = −4b2 (A18)

c6 = 9b5 + 3b3 − 5b1 (A19)

c5 = 6b4 + 6b2 − 6b0 (A20)

c4 = −5b5 + 3b3 + 9b1 (A21)

c3 = −4b4 + 12b0 (A22)

c2 = −3b3 − 3b1 (A23)

c1 = −2b2 − 6b0 (A24)

c0 = −b1 (A25)

d6 = a7Am (A26)

d5 = −π

2
(A27)

d4 = a4 − 3d6 (A28)

d3 = a3 − 3a7 (A29)

d2 = a2 + 3d6 (A30)

d1 = a1 + a7 (A31)

d0 = a0 − d6 (A32)
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