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基于HHH∞∞∞范数优化的干扰观测器的鲁棒设计

尹正男 1 苏剑波 1 刘艳涛 1

摘 要 研究干扰观测器的鲁棒优化设计方法, 应用 H∞ 范数定义干扰观测器的优化性能评价函数, 把低通滤波器的设计问

题转换为 H∞ 闭环回路成形问题. 通过适当处理相对阶次条件等约束, 把带有约束的回路成形问题转换成无约束的 H∞ 标准
问题, 然后利用 H∞ 标准问题的求解算法设计滤波器. 此外, 探讨了性能与频率加权函数的关系, 并在此基础上提出了加权函

数的选取方法. 实验结果证明该方法设计简单, 且具有最优性和系统性.
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Design of Disturbance Observer with Robust Performance

Based on HHH∞∞∞ Norm Optimization

YIN Zheng-Nan1 SU Jian-Bo1 LIU Yan-Tao1

Abstract This paper proposes a robust design method of disturbance observer (DOB), employs the H∞ norm to define

the optimization performance evaluation function of the DOB, and transforms the low-pass filter design into an H∞ closed

loop shaping problem. By appropriate processing the constraints such as relative order condition etc., the loop shaping

problem with constraints can be transformed into an H∞ standard problem without constraints, and then the algorithms

for standard problems can be applied to the design of the filter. Furthermore, the relationship between performance and

frequency weighted functions is investigated, based on which the selection method of weighted functions is presented. The

experimental results validate the optimality and systematicness of the proposed method, which is easy to implement.

Key words High-performance robust motion control, disturbance observer (DOB), H∞ standard control problem,

low-pass filter, two degrees of freedom control system

基于干扰观测器 (Disturbance observer, DOB)
的鲁棒控制[1−3] 是实现受控对象 (如: 机器人关节)
高性能、高精度运动控制的有效方法. 目前, 闭环
运动控制系统已发展到由内环和外环控制器组成的

2 自由度结构形式. 内环控制的主要目的是抑制来
自于外界的干扰, 增强系统对被控对象参数摄动的
鲁棒性; 外环控制的目的是实现期望的目标轨迹跟
踪性能. 作为鲁棒内环控制器, 目前最常采用结构简
单、鲁棒性好的干扰观测器[4−8]. 干扰观测器由受控
对象标称模型的逆模型和低通滤波器构成. 由于对
干扰和噪声的抑制性能及对模型摄动的鲁棒性均取

决于低通滤波器, 因此, 低通滤波器设计是干扰观测
器设计的关键.

文献 [1] 提出在设计干扰观测器时, 把干扰看作
一个变化速度可忽略的状态, 构造 Gopinath 状态
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观测器, 通过调整观测器的极点改善对干扰的抑制
性能. 文献 [2] 以最简单的一阶惯性环节作为低通
滤波器, 通过检测噪声的频率特性来调整惯性环节
的时间常数, 此方法因结构简单得到广泛应用[9−14].
后来人们发现, 低通滤波器的阶次越高, 抑制干扰
和噪声的性能就越强[15], 因此, 人们普遍采用阶次
较高的滤波器. 文献 [3−4, 15] 注意到该点, 引入了
Butterworth 滤波器和二项系数滤波器. 文献 [5] 试
图把一些补充参数添加到高阶 (3 阶及 4 阶) 二项系
数滤波器中以改善系统的鲁棒稳定性. 此后出现的
干扰观测器多为二项系数型[16−17] 和 Butterworth
型[3], 或者是通过试错法 (Trial and error) 获取相
对较优的滤波器. 也有学者在滤波器结构固定的情
况下, 按照设计要求调整相应系数的大小, 获取较优
的滤波器[18].

Butterworth 型和二项系数型滤波器都以通频
带上的频率特性尽量平滑为目的; 而干扰观测器中
的低通滤波器则应满足鲁棒稳定性等控制系统固有

的约束, 同时, 尽量消除外界干扰和模型误差对系统
的影响. 因此, 使用前述两种滤波器设计干扰观测器
中的滤波器具有局限性, 应当建立滤波器性能评价
准则, 并创新设计方法.
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有学者试图以 H∞ 范数为评价函数设计干扰观
测器的低通滤波器. 例如, 文献 [15] 把干扰观测器
系统的灵敏度函数和补灵敏度函数的 H∞ 范数定义
为评价函数, 但因为灵敏度函数和补灵敏度函数之
和恒等于 1 而无法同时最小化, 所以不能用于低通
滤波器的优化设计.

还有学者提出在 H∞ 控制理论的框架内设计
干扰观测器的方法. 文献 [19−20] 引入扩展 H∞
控制方法 (Extended H∞ control method) 设计具
有积分型干扰抑制性能的 H∞ 控制器. 文献 [21]
通过 H∞ 范数的线性矩阵不等式 (Linear matrix
inequality, LMI) 最优化设计具有单位 DC 增益的
Q-滤波器. 前者虽然保证基于积分作用的干扰抑制
性能和鲁棒稳定性, 但由于干扰观测器和外环反馈
控制器的设计在同一个设计框架内进行, 因此无法
实现干扰观测器系统的本原功能, 即 2 自由度性能.
后者把干扰观测器和外环反馈控制器分开设计, 虽
然能保持 2 自由度性能, 但此 Q-滤波器设计包含由
外环控制器和受控对象组成的灵敏度函数, 因此滤
波器的具体设计 (如: 阶次和零极点配置) 仍受外环
控制器影响. 在设计干扰观测器中的 Q-滤波器时,
设计指标中不仅应包括低频和高频带上的频率特

性, 还应包括阶次及相对阶次条件和内模阶次条件
等[15]. 上面提到的基于 H∞ 控制理论的 Q-滤波器
设计方法虽然能保证一定的频率特性和鲁棒性, 但
无法满足阶次及相对阶次条件, 更不能保证内模阶
次条件, 而这些条件恰恰是设计干扰观测器时的重
要指标.

由以上的 Q-滤波器设计方法可得到结论: 1) 需
要建立低通滤波器的优化评价函数, 此评价函数既
要反映包括相对阶次条件和内模阶次条件在内的具

体设计指标和频率特性, 又能直接应用于设计过程;
2) 需要开发系统性的干扰观测器设计方法. 从上
述分析与观点出发, 本文研究反映具体对象条件和
控制目标的评价函数及其优化求解方法, 采用 H∞
闭环回路成形方法, 设计干扰观测器中的低通滤波
器. 本文结构安排如下: 首先, 用干扰观测器系统
的灵敏度函数与补灵敏度函数的加权 H∞ 范数定义
Q-滤波器评价函数 (评价函数以阶次及相对阶次条
件包含为约束, 并以内模阶次和频率特性为设计指
标). 其次, 利用反馈回路的性质把带约束 Q-滤波器
设计问题变成无约束 H∞ 标准控制设计问题, 以求
解. 再次, 考察反映内模阶次条件的加权函数的选择
方法, 并通过设计实例验证所提设计方法的有效性,
文末给出结论. 文中带 “∼” 标的传递函数为用于理
论分析引入的传递函数; 带 “∗” 标的标识表示最优

化过程得到的最优解或由最优解组成的传递函数.

1 干扰观测器设计的性能评价函数

图 1 显示了干扰观测器及其等效系统的结构,
其中, d、d̂、η 分别表示干扰信号、干扰估计信号和

检测噪声, Pn(s)和 Q(s) 分别是受控对象 P (s) 的
标称模型和低通滤波器. 图 1 中的虚线框架内结构
是干扰观测器, 由逆模型和低通滤波器 (Q-滤波器)
两部分组成.

(a) DOB 系统

(a) System of DOB

(b) DOB 等效系统

(b) Equivalent system of DOB

图 1 干扰观测器系统的框图

Fig. 1 Block diagram of DOB system

干扰观测器的任务是消除外部干扰 d和模型失

配对系统的影响. 低通滤波器 Q(s)不仅使逆模型在
物理上可实现, 还能抑制检测噪声并保证系统对模
型失配的鲁棒稳定性. 下面讨论 Q-滤波器设计时应
考虑的几个重要设计指标.

1.1 频率特性

图 1 的系统输入输出模型为

y =
PnP

Pn + (P − Pn)Q
u−

PQ

Pn + (P − Pn)Q
η − PnP (1−Q)

Pn + (P − Pn)Q
d̃ =

Gyr(s)u−Gyη(s)η −Gyd(s)d̃ (1)
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式中, d̃是包含外部干扰 d和模型失配所引起的

内部干扰的整个等效干扰. 当受控对象和模型一致
时 (这种情况下 d̃ = d), 式 (1) 可写为

y = Pn(s)u−Q(s)η − Pn(s)(1−Q(s))d̃ (2)

由上式可知, 干扰经过 QC(s) = 1 − Q(s) (灵敏度
函数) 作用于系统, 而检测噪声经过 Q(s) (补灵敏
度函数) 作用于系统. 如果 QC(s)和 Q(s)分别对干
扰 d和噪声 η具有截止性能, 式 (2) 等号右端的第 2
项和第 3 项为零, 整个系统就固定于不受到干扰和
检测噪声作用的标称模型 Pn(s). QC(s)还反映干
扰观测器系统的灵敏度特性, 如果令其在系统动作
频段尽量小, 即使实际对象和标称模型之间存在高
频误差, 也能有效保证干扰抑制性能和对模型变动
的鲁棒性. 因此, 无论模型是否存在误差, 只要灵敏
度函数 QC(s)和补灵敏度函数 Q(s)设计得足够小,
就能保证干扰观测器的最优化性能, 所以, 干扰观测
器设计的关键是低通滤波器的设计. 由于 QC(s)和
Q(s)的和恒等于 1, 这两个传递函数不可能同时任
意小, 设计时需要进行折衷. 实际情况下干扰 d 的

频谱位于低频带, 噪声 η 处于高频带, 因此设计时应
该考虑此特性, 使QC(s)和Q(s)分别在低频带和高
频带上足够小. 同 H∞ 控制的混合灵敏度问题一样,
可以用频率加权函数解决此频率折衷问题. 经上述
分析, 我们定义 Q-滤波器的频率设计指标为

max
Q(s)∈RH∞

‖W1(s)QC(s)‖∞ < 1 (3)

‖W2(s)Q(s)‖∞ < 1 (4)

式中, W1(s) 和 W2(s) 分别是反映干扰频谱特性的
低通加权函数和反映检测噪声频谱特性的高通加权

函数. 式 (3) 和式 (4) 意味着, 在把检测器噪声的影
响压到一定水平下的条件下, 把干扰的影响在按照
W1(s)给定的频段内尽量减小.

1.2 鲁棒稳定性

由式 (2) 可知, Q(s) 在模型匹配 (P (s) =
Pn(s)) 时必须具有稳定性 (标称稳定性条件). 另
一方面, 系统运行时被控对象的变动会引起干扰观
测器反馈系统的稳定性劣化. 因此, 设计 Q-滤波器
时, 必须考虑系统对实际对象和标称模型间匹配误
差的鲁棒稳定性. 设对象可用如下乘型不确定摄动
描述:

P (s) = Pn(s)[I + ∆(s)] (5)

其中, ∆(s) ∈ RH∞ 为摄动传递函数. 本文关注含
准稳定环节 (如: 积分环节) 在内的稳定对象和存在
相同不稳定极点的被控对象及其标称模型, 二者是
一般伺服系统 (如: 机器人关节系统) 惯有的控制对
象. 由图 1 (b) 可知, 与摄动 ∆形成反馈环的确定部
分的传递函数为Q(s). 根据小增益定理 (Small gain
theorem), 整个闭环系统鲁棒稳定的充分条件满足
下式:

σ̄(∆(jω)Q(jω)) < 1, 0 ≤ ω ≤ ∞

假定幅频上限为 WT (s), 即 σ̄(∆(jω)) < |WT (jω)|,
0 ≤ ω ≤ ∞, 用 H∞ 范数表示为

‖WT (s)Q(s)‖∞ < 1 (6)

式 (6) 与式 (4) 都是对 Q-滤波器本身的加权范数限
制约束. 这说明噪声抑制问题和鲁棒稳定问题都落
到 Q(s)的范数限制问题. 虽然检测噪声和模型不确
定性都在高频上, 但其具体频率特性不同, W2(s)与
WT (s)的频率带宽不同. 因此在 Q-滤波器的设计时
应考虑这一点设定加权函数WQ(s).

1.3 阶次及相对阶次条件

干扰观测器系统必须包含被控对象的标称逆模

型 P−1
n (s), 且该模型具有非真性而无法独立实现.

但由图 1 (b) 可知, 只要 Q(s)P−1
n (s) 可实现, 整个

系统就能够实现. 这表明 Q(s)的相对阶次必须等于
或大于 Pn(s)的相对阶次. 因此, Q(s)的相对阶次
是滤波器设计的重要指标 (下面用 k 表示相对阶次

指标), 但这一设计指标对开发系统性的设计算法造
成极大的难度, 截至目前除了援引典型的滤波器设
计方法 (如: Butterworth 或二项系数等) 设计 Q-滤
波器之外, 尚无考虑相对阶次条件的系统性设计方
法. 同时, Q-滤波器的阶次也是主要设计指标之一,
应该加入到评价函数中 (下面用 n表示阶次指标).

1.4 内模阶次条件

假设干扰 d(t) = pqt
q + pq−1t

q−1 + · · · + p0

能够被抑制, 由内模原理[22] 知道干扰前段的控制器

Kpre(s)必须包括其传递函数模型,即含有 q+1个积
分环节 1/sq+1. 因此,为了使Kpre(s) = [1−Q(s)]−1

含有 q + 1个积分环节, Q(s)必须具有相应的传递
函数结构. 这样, q反映了 Q-滤波器的主要性能, 它
表示能够抑制的干扰阶次, 应把 q 作为设计指标加

入到设计过程中. 现有基于 H∞ 控制理论的干扰观
测器设计方法忽视该指标, 只考虑对常值干扰的抑
制性能.
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1.5 干扰观测器的性能评价函数

根据上述 Q-滤波器的设计指标, 定义干扰观测
器系统的性能评价函数为

max γ, min
Q∈Ωk

Q∈RH∞

∥∥∥∥∥

[
γWC(1−Q)

WQQ

]∥∥∥∥∥
∞

< 1 (7)

其中

Ωk =
{

F (s)|F (s) =
N(s)
D(s)

,

deg(D(s))− deg(N(s)) ≥ k
}

(8)

是满足相对阶次条件的有理传递函数的集合, k 是

给定的低通滤波器相对阶次设计条件. WC(s) 是反
映干扰频率特性的频率加权函数, 与式 (3) 的W1(s)
相同. WQ(s) 是检测噪声及模型摄动频率特性的频
率加权函数, 通过考虑W2(s) 和WT (s) 的频率特性
选择, 具体选取方法在第 4 节详细说明. Q-滤波器
的阶次条件和内模阶次设计条件反映在此加权函数,
其具体选取方法也在第 4 节详细说明. 式 (7) 通过
γ-最优化, 达到式 (3) 和式 (4) 所提出的频率设计目
的, 以保证给定的鲁棒稳定性和噪声抑制性能的同
时, 得到最优干扰抑制性能. 式 (7) 表明干扰观测器
Q-滤波器的设计与对象模型本身无关, 模型失配的
信息已反映到加权函数WQ(s)中.

2 基于HHH∞∞∞范数优化的低通滤波器设计问题
的求解

评价函数 (7) 本质上代表混合灵敏度最优化问
题, 但因为干扰观测器中低通滤波器固有的设计指
标而包含比较复杂的范数条件和阶次及相对阶次等

约束, 所以无法利用H∞标准问题的求解方法, 应寻
求式 (7) 的系统性的求解算法.

2.1 变换为HHH∞∞∞ 标准控制问题

定义如下的虚拟回路传递函数 L̃(s)

L̃(s) =
Q(s)

1−Q(s)
(9)

则干扰观测器系统的灵敏度函数 Q(s) 和补灵敏度
函数 QC(s)为

Q(s) =
L̃(s)

1 + L̃(s)

QC(s) = 1−QC(s) =
1

1 + L̃(s)
(10)

由上式看出, L̃(s)在虚拟定义的回路中可看为开环
系统传递函数 (L̃(s)本质上相当于图 1 (b)所示系统
在模型完全匹配时的开环传递函数); L̃(s) ∈ Ωk 当

且仅当其闭环回路稳定传递函数 Q(s) ∈ Ωk; L̃(s)
的相对阶次反映了 Q(s) 的相对阶次.
考虑式 (9) 和 (10), 式 (7) 的 H∞ 函数优化问

题可写为

max γ, min
L̃∈Ωk

L̃∈Π

∥∥∥∥∥

[
γWC(1 + L̃)−1

WQL̃(1 + L̃)−1

]∥∥∥∥∥
∞

< 1 (11)

其中, Π 定义为使此闭环系统稳定的所有开环传递
函数的集合. 这样, 将式 (7) 求解最优闭环传递函数
的问题转化为式 (11) 求解最优开环传递函数的问
题, 两式的解满足式 (10). 但约束 L̃(s) ∈ Ωk 仍存于

优化问题中, 式 (11) 还无法直接求解. 因此, 把开环
回路传递函数 L̃(s) 分解为虚拟受控对象和虚拟控
制器两个因子, 即

L̃(s) = P̃ (s)K̃(s) (12)

其中, P̃ (s)为虚拟受控对象, K̃(s)为虚拟控制器.
假设 1. 设 P̃ (s)满足如下假定: 1) 所有极点位

于复左半平面上; 2) 除了无限零点以外, 无任何别
的零点; 3) P̃ (s) ∈ Ωk, P̃ (s) ∈ RH∞.
注意: 虚拟受控对象 P̃ (s) 与实际受控对象

P (s) 无关, 只反映标称模型 Pn(s) 的相对阶次信
息, 用于实现开环回路的相对阶次指标; L̃(s)的分
解与实际被控对象没有关系. 现在的目的是求解满
足式 (11)的最优化开环传递函数 L̃(s), 而且对 L̃(s)
的约束只是 L̃(s) ∈ Ωk ∩Π.
考察如下最优化问题:

max γ, min
K̃∈Π

∥∥∥∥∥

[
γWC(1 + P̃ K̃)−1

WQP̃ K̃(1 + P̃ K̃)−1

]∥∥∥∥∥
∞

< 1

(13)

定理 1. 若 H∞ 范数优化问题 (13) 中的受控对
象 P̃ (s)满足假设 1 所示的条件, 则由此最优化问题
的最优补偿器解 K̃∗ 和 P̃ (s) 构成的最优开环系统
L̃∗ 与此受控对象 P̃ (s)的具体选择无关且唯一.
证明. 设受控对象 P̃ (s)满足假设 1, 且和最优

控制器 K̃∗(s)使式 (13) 的范数最小. P̃ (s)有 k 个

稳定极点 p∗i (i = 1, · · · , k). 由回路成形理论知, 式
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(13) 的最优化解 K̃∗(s)一定含有由这个零点组成的
因子.

K̃∗(s) = K̃0(s)
k∏

i=1

(s + p∗i )

式中, K̃0(s) 是最优开环传递函数, 因为成立
L̃∗(s) = P̃ (s)K̃∗(s) = K̃0(s). 再考虑满足假设 1
的其他 P̃1(s), 它的 k 个极点为 p̃i (i = 1, · · · , k)且
p̃ 6= p∗ (全部或部分不同). 在式 (13) 的范数最小条
件下, 补偿器

K̃1(s) = K̃0(s)
k∏

i=1

(s + pi)

是最优化问题 (13)对 P̃1(s)的解,因 K̃1(s)和 P̃1(s)
中不存在不稳定零点极点对消, 故闭环系统内部稳
定. K̃∗(s) 和 K̃1(s) 的结果证明, 开环传递函数
K̃0(s) 唯一, 式 (13) 范数不变. ¤
由此定理可知, 在给定的对象阶次及相对阶次

条件下只要对象满足假设 1, 由式 (13) 的解 K̃∗(s)
和 P̃ (s)来组成的开环系统 L̃∗(s)与受控对象 P̃ (s)
的具体形式无关, 具有唯一性.
引理 1. 对满足假设 1 的任意受控对象 P̃ (s),

以下两个 H∞ 范数最优化问题 (11) 和 (13) 的解在
式 (12) 的关系下完全等价:

min
L̃∈Ωk

L̃∈Π

∥∥∥∥∥

[
γWC(1 + L̃)−1

WQL̃(1 + L̃)−1

]∥∥∥∥∥
∞

=

min
K̃∈Π

∥∥∥∥∥

[
γWC(1 + P̃ K̃)−1

WQP̃ K̃(1 + P̃ K̃)−1

]∥∥∥∥∥
∞

< 1 (14)

且

L̃∗(s) = P̃ (s)K̃∗(s) (15)

其中, L̃∗(s)和 K̃∗(s)分别是式 (11) 和式 (13) 的最
优解.

同定理 1 的证明类似, 引理 1 容易得证. 这里
不再赘述.

定理 1 和引理 1 提供了用普通的H∞ 标准控制
问题的框架设计干扰观测器 Q-滤波器的重要的依
据. 式 (12) 是一般 H∞ 混合灵敏度问题, 且能采用
H∞ 标准问题的求解方法求其优化解. K̃∗(s)的阶
次不超过标准问题的广义受控对象的阶次, 即加权
函数的阶次和虚拟受控对象 P̃ (s)的和, 而且最优开
环传递函数 L̃∗(s)的阶次等于 K̃∗(s), 因为 P̃ (s)的

所有极点被 K̃∗(s)的零点对消. 因 K̃∗(s)的真性且
L̃∗(s) 满足相对阶次条件 L̃∗(s) ∈ Ωk, 因此, Q∗(s)
满足相对阶次条件 Q∗(s) ∈ Ωk.

2.2 最优QQQ-滤波器的求解流程

依据上述内容, 可建立干扰观测器低通滤波器
设计的一般步骤.
步骤 1. 给定加权函数和相对阶次条件 k (注意:

Q∗(s)的整体阶次取决于加权函数的阶次和在 P̃ (s)
中反映的相对阶次);
步骤 2. 任意选取满足假设 1 的虚拟受控对象

P̃ (s) (相对阶次条件 k在此反映);
步骤 3. 按照 H∞ 标准问题的求解框架, 求式

(13) 的最优解 K̃∗(s);
步骤 4. 按式 (15) 求最优开环传递函数 L̃∗(s),

然后再按式 (10) 求最优 Q-滤波器 Q∗(s).
值得注意的是Q∗(s)的阶次等于 K̃∗(s)的阶次,

而且 K̃∗(s)的阶次取决于加权函数的阶次和相对阶
次, 所以通过加权函数和虚拟受控对象的适当选择,
能达到期望的 Q∗(s)的整体阶次 n. 选取步骤 1 的
加权函数时, 除应考虑阶次条件之外, 还应反映内模
阶次条件, 这一内容在下节讨论. 至于标准问题的求
解方法, 包括基于代数 Riccati 方程的状态空间求解
法[23] 在内, 有数种系统性的方法, 这里不予详述.

2.3 QQQ-滤波器的伺服条件

无论内模阶次指标 q ≥ 0 多大, 干扰观测器系
统对常数干扰就具有消除性能. 假如没有给出内模
阶次指标, 系统可能不会满足常数干扰消除性能即
伺服性能, 而这是伺服系统最基础的性能要求. 在步
骤 3 的标准问题求解过程中, 通过自由参数的调整,
能实现此要求.
由图 1 (b) 可知, 为使系统具有伺服性能须

Q(0) = 1, 即 K̃∗(s) 须有一个以上的积分器, 但
H∞ 标准问题的中心解一般没有积分器, 可以通过
标准问题的参数化解集中的参数调整得到带有积分

器的特殊解. 下面就这一结果进行讨论.
定理 2. 假定 σ̄(WC(0)) < ∞ (这意味着没有提

出内模阶次设计指标). 在标准问题的框架内求解满
足H∞范数优化性能指标式 (7) 的低通滤波器Q(s)
时, 满足伺服条件 Q(0) = 1的解存在于解集中的必
要条件是WQ(s)满足 σ̄(WQ(0)) < 1.

证明. 设 Q(s) 由标准问题的解 K̃∗(s) 和式
(10)、式 (12) 构成, 则为使
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∥∥∥∥∥

[
γWC(1 + P̃ K̃)−1

WQP̃ K̃(1 + P̃ K̃)−1

] ∥∥∥∥∥
∞

< 1

成立, 须有下式成立:

σ̄

([
γWC(0)(1 + P̃ (0)K̃(0))−1

WQ(0)P̃ (0)K̃(0)(1 + P̃ (0)K̃(0))−1

])
=

σ̄

([
γWC(0)(1−Q(0))

WQ(0)Q(0)

])
< 1

该式表明, 在 σ̄(WC(0)) < ∞的情况下, 使 Q(0) =
1成立, 须有

σ̄

([
0

WQ(0)

])
= σ̄(WQ(0)) < 1 (16)

由此定理得证. ¤
定理 2 说明 Q-滤波器要满足静态条件, WQ(s)

的 DC 增益必须小于 1. 当频率加权函数满足此条
件时, 式 (13) 的最优化解 K̃∗(s) 一定具有积分器
才能保证 Q(0) = 1, 而标准问题的中心解无法保证
此性能, 需要通过解参数化形式的自由参数的调整
解决该问题. 标准问题的一般解有如下的参数化形
式[10]:

K̃(s) = LFT (K̂(s), U(s)) = K̂11(s)+

K̂12(s)U(s)(I − K̂22(s)U(s))−1K̂21(s)
(17)

式中, K̂(s) =

[
K̂11(s) K̂12(s)

K̂21(s) K̂22(s)

]
和 U(s)分别是

标准问题的一般解和自由参数, LFT (·) 为线性分
数变换算子, 其框图如图 2 所示. 图中 G(s)是标准
问题的广义受控对象, 由WC(s)、WQ(s)和 P̃ (s)组
成. U(s) ∈ RH∞, ‖U(s)‖∞ < 1的自由参数 U(s)
表示满足范数限制条件 (式 (13))的整个稳定化控制
器解集合 (式 (17)).

图 2 K̃(s) 用 U(s) 的参数化表现

Fig. 2 The parameterization of K̃(s) with U(s)

定理 3. 在满足 σ̄(WC(0)) < ∞, σ̄(WQ(0)) <

1的条件下, 使 Q(s)满足 Q(0) = 1的 K̃(s)一定存
在于式 (17) 解集合中的充要条件为

K̂−1
22 (0) < 1

而且, 满足静态要求的自由参数必须满足

U(0) = K̂−1
22 (0) < 1 (18)

定理 3 由式 (17) 和自由参数的条件可以证明.
自由参数的阶次直接影响 Q-滤波器的阶次, 为了防
止阶次增加, 把 U(0)选为 U(s), 即

U(s) = U(0) = K̂−1
22 (0) (19)

总之, Q-滤波器的求解流程的步骤 3 中, 依据式
(17) 和 (19) 求解 K̃∗(s) 就能保证伺服性能. 以上
导出的结果是在没有给出内模阶次指标的情况下使

DOB 系统具有伺服性能的措施. 当给出内模阶次设
计指标时, 只要实现此设计指标就自动满足伺服性
能, 下节讨论反映内模阶次选取加权函数的方法.

3 内模阶次指标与加权函数的选取

DOB 系统能够完全消除何种外部干扰是评价
它性能的重要性能指标之一. 例如, 在形为 d(t) =
pqt

q + pq−1t
q−1 + · · ·+ p0 的外部干扰作用下, 能够

彻底抑制该干扰时, q 就成为一个量化指标[15]. 从
内模原理的角度来看, 为使 DOB 系统消除该干扰,
图 1 (b) 中 Kpre(s)必须含有 q + 1阶积分器. 这对
Q-滤波器造成一定的影响, 设计 Q-滤波器时应予考
虑. 下面讨论利用加权函数WC(s)实现此设计指标
的措施. 以下约定最小实现的 Q-滤波器的形式为
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Q(s) =
N(s)
M(s)

=

m∑
j=0

bjs
j

n∑
i=0

aisi

,

an 6= 0, bm 6= 0, m < n, n−m = k

定理 4. 假设受控对象在虚轴上有界, DOB 系
统能满足内模阶次 q当且仅当Q-滤波器中的系数满
足 bl = al (l = 0, 1, · · · , q, 0 ≤ q ≤ m).

证明. 图 1 (b) 的等效控制器Kpre(s)记为

Kpre(s) =
1

1−Q(s)
=

M(s)
M(s)−N(s)

=
M(s)
D(s)

,

D= sq+1

(
n∑

i=m+1

ais
i−q−1+

m∑
j=q+1

(aj − bj)sj−q−1

)
+

q∑
l=0

(al − bl)sl, M =
n∑

i=0

ais
i (20)

因此, 当
bl = al, l = 0, 1, · · · , q (21)

时, Kpre(s) 至多含有 q 阶积分器. 此外, 由
于 Q(s) ∈ RH∞, 因而一定成立 ai > 0 (i =
0, 1, · · · , n) (即 ai 6= 0), 故Kpre(s)的积分器阶次不
小于 q + 1.由此得出 Kpre(s)的积分器阶次一定为
q + 1. 根据内模原理, 系统具有 q阶内模阶次. 反过
来, 当系统具有 q 阶内模阶次时, 式 (21) 一定成立,
定理得证. ¤
引理 2. Q-滤波器能达到的内模阶次 q 的最大

值是m.
引理 2 的内容从定理 4 的证明过程很容易得出.

此引理显示构造 Q-滤波器的重要信息, 即: Q-滤波
器能达到的最高内模阶次为分子多项式的阶次. 这
说明滤波器的阶次越高, 能达到的内模阶次就越高.

定理 5. H∞ 范数最优化问题 (7) 的解 Q∗(s)
满足给定的内模阶次指标 q 的充分条件是加权函数

WC(s)含有 q + 1个值为零的极点.
证明. 称 Q∗(s) 为式 (7) 的解, 必须满足

WC(s)Q∗
C(s) ∈ RH∞. 因此, 如果WC(s)包含 q+1

个值为零的极点, Q∗
C(s) = 1 − Q∗(s) 必须具有

q + 1个零零点, 以完全对消WC(s)的相应极点, 保
证WC(s)Q∗

C(s) ∈ RH∞.

QC(s) =
D

M
=

n∑
i=0

ais
i −

m∑
k=0

bjs
k

n∑
i=0

aisi

(22)

的分子 D(s)含有 q + 1个零零点等价于式 (21) 成
立, 这意味着 DOB 系统具有内模阶次 q的品质. ¤

定理 5 说明, 为使干扰观测器系统满足给定的
内模阶次指标 q, 树立 Q(s) 的性能指标时, 应将内
模阶次指标反映在灵敏度加权函数WC(s)的零极点
阶次中.

W C(s) = γWC(s) = γ
1

sq+1
ŴC(s) (23)

然而, 若加权函数包含虚轴上的极点, 标准问题的广
义受控对象因其分块矩阵有虚轴上的不变零 (不可
控, 不可检测的零) 而无法满足求解的前提假定.
为避免加权函数WC(s)包含虚轴上的极点, 采

用充分小的参数 λ > 0, 把式 (23) 改为

W C(s) = γWC(s) = γ
1

(s + λ)q+1
ŴC(s) (24)

标准问题, 用式 (24) 的解 K̃∗(s)包含 q + 1个极点
si = −λ

K̃∗(s, λ) = K̃∗
λ,0(s)

1
(s + λ)q+1

(25)

当 λ → 0时, 标准问题解逼近真实的解, 即

K̃∗(s, 0+) = lim
λ→0+

K̃∗(s, λ) = K̃∗
0 (s)

1
sq+1

实际中, 利用充分小的 λ > 0, 得到的近似解

K̃∗
λ(s) = K̃∗

λ,0(s)
1

sq+1
(26)

K̃∗(s, λ)一定令闭环系统稳定. 当选取 K̃∗
λ(s)代替

K̃∗(s, λ)时, 同样必须保证 K̃∗
λ(s)也使得闭环系统

稳定. 下面, 考察此替换对稳定性的影响.
定理 6. 一定存在任意小的正数 λ > 0, 使得由

式 (26) 构成的闭环系统稳定, 且低通滤波器 Q(s)
稳定.
证明. 对加权函数 (24) 的最优化问题的解一定

具有式 (25) 的形式. 此时闭环系统, 即低通滤波器
的传递函数为

Q∗(s, λ) =
L̃∗(s, λ)

1 + L̃∗(s, λ)
=

K̃∗
λ,0(s)

(s + λ)q+1P̃ (s)
1 + K̃∗

λ,0(s)

(s + λ)q+1P̃ (s)

(27)

为了简化表达, 设定

Ñ(s)

D̃(s)
= K̃∗

λ,0(s)P̃ (s) (28)
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则

Q∗(s, λ) =
Ñ(s)

D̃(s)(s + λ)q+1 + Ñ(s)
=

Ñ(s)

D̃∗
C(s, λ)

式中, D̃∗
C(s, λ) = D̃(s)(s + λ)q+1 + Ñ(s). 分母多

项式 D̃∗
C(s, λ)一定为稳定多项式 (所有的根均在复

左半平面), 因 K̃∗(s, λ)为最优化问题的解, 使得范
数最小, 并保证了闭环系统内部稳定. 当把式 (25)
替换为式 (26) 时, 低通滤波器 Q(s)为

Q(s) = Q∗(s, 0) =
Ñ(s)

D̃(s)sq+1 + Ñ(s)
=

Ñ(s)

D̃C(s)

式中, D̃C(s) = D̃(s)sq+1 + Ñ(s).
根据 Kharitonov 定理, 多项式 D̃C(s) 的所有

根位于左半平面的充要条件是误差多项式 D̃C(s) −
D̃∗

C(s, λ) 的系数限制在一个矩形范围内. 多项式
D̃C(s) 是一个稳定多项式的充分必要条件为: 对
∀ω, D̃C(jω) 6= 0, 即

D̃C(jω) = D̃∗
C(jω, λ) + [D̃C(jω)− D̃∗

C(jω)] =

D̃∗
C(jω, λ) + δ(jω) 6= 0

式中, δ(s) = D̃C(s) − D̃∗
C(s) = [sq − (s +

λ)q]D̃(s) 为误差多项式. 因为 D̃∗
C(s, λ) 稳定, 对

∀ω, D̃∗
C(jω, λ) 6= 0. 用 D̃∗

C(jω, λ) 除上述等式, 得

1 +
δ(jω)

D̃∗
C(jω, λ)

6= 0, ∀ω (29)

因此, D̃C(s)为稳定多项式,当且仅当 δ(jω)/D̃∗
C(jω,

λ) 的轨迹不包围点 (−1, j0). 等价于

sup
ω

∣∣∣∣∣
δ(jω)

D̃∗
C(jω, λ)

∣∣∣∣∣ =

∥∥∥∥∥
δ(s)

D̃∗
C(s, λ)

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
[sq − (s + λ)q]D̃(s)

D̃∗
C(s, λ)

∥∥∥∥∥
∞

< 1 (30)

可知, 一定存在正数 λ, 0 < λ < λmax 使上式成立,
λmax 是满足上式的最大正数. ¤
上面讨论的结果提供了选取频率加权函数的策

略. 一方面, 应考虑 Q-滤波器的低频带宽特性, 可分
成两个部分: 一是内模阶次指标 (式 (23) 和式 (24)
的第 2 个因数), 二是反映主要干扰在低频带宽的周
期性的频率特性 (第 3 个因数), 在设计Q-滤波器时,
二者均反映在加权函数 WC(s) 中; 另一方面, 应考
虑滤波器的阶次问题, 从抑制外部干扰的角度看, 低
通滤波器的阶次越高, 对干扰的抑制作用越强. 但从

实现的角度看, 滤波器的阶次越高, 构成运算装置的
难度越大. 一般来说, 通过标准问题的求解过程设计
的低通滤波器的阶次等于加权函数WC(s)的阶次与
滤波器本身相对阶次之和 (次优化问题转化为最优
化问题, 即 γ → γmax 的情况下, 阶次减小一阶). 因
此, 低通滤波器的阶次也取决于加权函数WC(s)的
阶次, 应合理选取加权函数WC(s).

4 设计实例

本文提出了干扰观测器的 Q-滤波器设计方法,
以 Q-滤波器设计问题定义为 H∞ 函数优化问题, 然
后将其变为 H∞ 标准控制问题求解. 以下就该方法
同已有方法进行分析和比较.

4.1 设计实例 1

考察伺服控制系统常用的阶次为 3、相对阶次
为 2 的 Q-滤波器[4, 15]. 因 m = 1, 可知 q 最大为 1,
且 k = n−m = 2. 在只考虑干扰抑制性能和噪声抑
制性能的情况下, 灵敏度函数 QC(s)和补灵敏度函
数 QC(s)的幅频特性曲线分别限于 s → 0时 QC(s)
的切线 (1/s2)和 s →∞时Q(s)的切线 (s2)下. 据
此, 选择WC(s), WQ(s)和 P̃ (s)为

W C(s) = γWC(s) =
γ

(s + λ)2

WQ(s) =
s2

α
, P̃ (s) =

1
(s + δ)2

(31)

式中参数分别选择为 λ = 0.001, α = 1, δ = 3.
W C(s)的近原点的 2 阶极点反映 2 阶的内模阶次;
P̃ (s) 反映相对阶次设计条件, δ 可任意选择. 由式
(31) 可知, 标准问题的广义对象的阶次为 4, 因此一
般情况下得到的控制器解的阶次为 4. 但这种标量
设计问题的解越逼近最优化解, 就越近似于消去一
个模态, 即最优化解的阶次为 3. 采用标准 H∞ 控制
问题求解方法得到的最优化控制器 K̃∗

opt 和积分逼

近控制器 K̃∗
λ , 最优开环系统 L̃∗ 为 (λmax ≈ 0.226)

K̃∗
opt(s) =

(s + 3)2(s + 0.3283)
(s + 1.452)(s + 0.001)2

K̃∗
λ(s) =

(s + 3)2(s + 0.3283)
s2(s + 1.452)

L̃∗(s) = K̃∗
λ(s)P̃ (s) =

s + 0.3283
s2(s + 1.452)

最优 Q-滤波器为

Q∗ =
L̃∗

1 + L̃∗
=

s + 0.3283
s3 + 1.452s2 + s + 0.3283

(32)
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对于通用的二项系数滤波器, 满足同一阶次、同一相
对阶次的形式为

Qb =
3(σs) + 1

(σs)3 + 3(σs)2 + 3(σs) + 1
(33)

为使该滤波器与最优 Q-滤波器一致的高频特性, 进
而分析二者的低频特性, 选择 σ = 1.725. 二者的频
率特性曲线如图 3 所示.

(a) 低频特性比较

(a) Low frequency responses

(b) 高频特性比较

(b) High frequency responses

图 3 3 阶优化 Q-滤波器同二项系数滤波器的频率

特性比较

Fig. 3 Frequency response comparisons between third

order optimized Q-filter and Qb(s)

通过计算可知, 在频率 ωC = 7 rad/s 以上,
|W−1

Q (jω)| < |Qb(jω)| 成立. 说明在该频段上,
Q∗(s) 的噪声抑制性能优于 Qb(s) (图 3 (a)). 同
时, 从图 3 (b) 中的 |1 − Q∗(jω)|和 |1 − Qb(jω)|曲
线看出, 二者在低频段上约有 7 dB 的幅度差, 表明
Q∗(s)的干扰抑制性能比 Qb(s)高出 2.2 倍.

4.2 设计实例 2

对于含有时间延迟环节的对象, 在保证鲁棒性
的条件下, 考察最优 Q-滤波器的干扰抑制性能, 并
与二项系数滤波器进行性能比较.
干扰观测器系统中, 受控对象与其标称模型之

间的关系为

P (s) = Pn(s)(1 + ∆(s))

∆(s) = e−Tds − 1 (34)

其中, Td 是延迟时间. 为了保证对此模型误差的鲁
棒稳定性, 应该满足 ‖∆(s)Q(s)‖∞ < 1. 据所提设
计方法将鲁棒稳定性条件反映在设计过程中, 令式
(31) 的加权函数WQ(s)为WQ = s(s + 10)/α. 对
此加权函数, 最优 Q-滤波器设计结果为

Q∗ =
s + 0.04255

s3 + 10.1s2 + s + 0.04255

文献 [4] 针对式 (33) 表示的二项系数滤波器,
通过调整时间常数 σ 以满足鲁棒稳定性条件. 图 4
给出了最优 Q-滤波器和不同 σ 下的二项系数滤波

器的频率特性曲线.

图 4 对时间延迟模型误差的鲁棒稳定性分析

Fig. 4 Robust stability analysis of time delay

modeling error

图 4 中, ∆(s)为模型误差; WQ(s)为补灵敏度
函数的加权函数; Q∗(s)代表最优 Q-滤波器; Qb(s)
和 Qb 0(s)分别代表 σ = 12和 σ = 1.7时的二项系
数滤波器. 图 4 中, 二项系数滤波器 Qb 0(s)对检测
噪声具有完全的抑制作用, 但无法满足鲁棒稳定性
条件. 当 σ 增大到 12 时, 虽然能够满足鲁棒稳定性
条件, 但时间常数的增加影响了滤波器的低频特性,
降低了对干扰的抑制性能. 而最优 Q-滤波器则在满
足高频噪声抑制性能的同时, 满足鲁棒稳定性条件
并具有更优的低频干扰抑制性能 (见图 5).
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图 5 在低频带宽上的干扰抑制性能的比较

Fig. 5 Comparison of disturbance attenuation

performances in low frequency band

以上设计实例通过频率加权函数的适当选

取, 反映了附加的设计指标, 尤其是高频加权函数
WQ(s)的适当选择提供了实现期望截止频率区域特
性的可能性, 保持高频段噪声的抑制性能的同时, 提
高了与鲁棒稳定性对应的中频段品质. 实验结果表
明, 加权函数WC(s)和WQ(s)的多种组合能够导出
同二项系数型和 Butterworth 型滤波器类似的典型
滤波器, 说明本文提出的 Q-滤波器设计方法为已有
设计方法的一般化, 能获得典型 Q-滤波器方法所不
能实现的控制性能.

5 结论

本文研究了干扰观测器的系统性最优化设计方

法. 提出了基于求解 H∞ 标准问题的干扰观测器低
通滤波器的系统性设计方法, 定义了 H∞ 范数评价
函数反映低通滤波器的全设计指标, 基于 H∞ 混合
灵敏度法, 将低通滤波器的设计问题变换为闭环回
路成形问题; 通过对滤波器相对阶次条件的适当处
理, 把带阶次约束的回路成形问题变为 H∞ 标准问
题求解. 在此基础上, 分析了干扰观测器静态内模阶
次及低通滤波器阶次和加权函数间的关系, 提出了
满足内模解除条件和阶次要求的加权函数选取方法.
通过设计实验对比验证, 所提方法具有系统性和最
优性.
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