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基于(ααα, λλλ)联系度容差关系的变精度粗糙集模型

徐 怡 1, 2 李龙澍 1, 2

摘 要 基于传统粗糙集理论的方法不能有效地处理含噪音的不完备信息系统. 根据集对分析理论, 提出 (α, λ) 联系度容差

关系. 将 (α, λ) 联系度容差关系与 Ziarko 提出的多数包含关系相结合, 提出变精度 (α, λ) 联系度粗糙集模型. 给出了该模型

下基于正域相似度的启发式属性约简算法, 分析了算法的时间复杂度, 通过仿真实验验证了所提方法处理含噪音的不完备信

息系统的有效性.
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Variable Precision Rough Set Model Based on (ααα, λλλ)

Connection Degree Tolerance Relation

XU Yi1, 2 LI Long-Shu1, 2

Abstract Traditional rough set-based methods cannot deal with incomplete information system with noisy data effec-

tively. According to set pair analysis, (α, λ) connection degree tolerance relation is defined. This paper introduces the

variable precision (α, λ) connection degree rough set model which combines the (α, λ) connection degree tolerance relation

with the majority inclusion relation proposed by Ziarko. A heuristic attribute reduction algorithm based on the positive

region similarity is given. Time complexity of the algorithm is analyzed. The experimental results show that the proposed

method is more effective for incomplete information system with noisy data.

Key words Incomplete information, rough sets, (α, λ) connection degree tolerance relation, variable precision, attribute

reduction

粗糙集理论是波兰学者 Pawlak 提出的一种研
究不精确性和不确定性信息系统的数学工具[1], 在
知识发现、模式识别、决策分析、数据挖掘等领域

得到了广泛的应用[2−5]. 基于等价关系的经典粗糙
集理论仅适用于完备的信息系统, 然而, 在现实世界
中, 由于数据采集能力有限, 很多信息系统都是不完
备和不精确的. 为了将粗糙集理论应用于不完备信
息系统, 已有基于容差关系、量化容差关系、相似关
系、限制容差关系、基于联系度的容差关系、甚至

一般二元关系等各种扩充的粗糙集模型[6−11]. 但以
上这些模型都是定义在精确的集合包含关系上, 处
理分类问题的方式是完全 “包含” 或 “不包含”, 没
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有某种程度上的包含, 因而抗噪音数据的能力较弱.
为了将粗糙集理论应用于不精确信息系统, 即含噪
音的信息系统, Ziarko 提出了变精度粗糙集模型[12],
众多学者对其进行了深入的研究[13−14]. 考虑到在不
完备信息系统中, 噪音数据存在的可能性更大, 为了
使粗糙集理论能够有效处理含噪音的不完备信息系

统, 本文主要做了以下几点工作: 1) 基于集对分析
理论, 结合集对联系度中的同一度和对立度, 定义了
(α, λ) 联系度容差关系, 用于含噪音的不完备信息
系统的分类; 2) 将 (α, λ) 联系度容差关系与 Ziarko
提出的多数包含关系相结合, 提出了变精度 (α, λ)
联系度粗糙集模型; 3) 提出了变精度 (α, λ) 联系度
粗糙集模型下, 基于正域相似度的启发式属性约简
算法, 分析了算法的时间复杂度, 并通过仿真实验验
证了所提方法处理含噪音的不完备信息系统的有效

性.

1 基本概念

下面简单介绍和本文相关的概念[9, 12].
定义 1. 对信息系统 S = (U,A, V, f), 其中, U

是对象的非空有限集合, A 是属性的非空有限集合,
V = ∪a∈AVa 是属性值的集合, Va 是属性 a ∈ A 的

值域, f 是信息函数, f : U × A → V , 即 f(x, a)
∈ Va, 它指定了 U 中每一对象 x 的属性值. 对信息
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系统 S = (U,A, V, f), 若至少存在一个属性 a ∈ A,
使 Va 含有空值, 则称 S 为一个不完备信息系统, 否
则是完备信息系统.
定义 2. 对不完备信息系统 S = (U,A, V, f), x,

y ∈ U , B ⊆ A, |B| = N , 设对象 x 和 y 组成集对,
在属性集 B 上: 有 R 个确定且属性值相同的属性;
P 个确定且属性值不相同的属性; F 个不能确定属

性值是否相同的属性, 则称比值:
R/N 为 x 和 y 在属性集 B 上的同一度;
F/N 为 x 和 y 在属性集 B 上的差异度;
P/N 为 x 和 y 在属性集 B 上的对立度;

µB (x, y) =
R

N
+

F

N
i +

P

N
j

表示 x 和 y 的关系, µB 称为 x 和 y 的联系度, 简记
为 u = a+ bi+ cj. 其中, i 和 j 起标记的作用, 即表
示 F/N 是差异度, P/N 是对立度, 并以这两个标记
与同一度相区别, | · | 表示集合的基数. 显然 0 ≤ a,
b, c ≤ 1, a + b + c = 1. a, b, c 三个参量反映了所

论 2 个集合在指定问题背景下的某种联系趋势.
定义 3. 设 X, Y 是论域 U 的两个非空子集,

X 关于 Y 的相对正确分类率 C(X, Y ) 定义为:

C (X, Y ) =





|X ∩ Y |
|X| , |X| > 0

0, |X| = 0

其中, | · | 表示集合的基数.
定义 4. 如果设定一个阈值 β, 0 ≤ β ≤ 1, 则部

分包含关系定义如下:

Y
β

⊇X or X
β

⊆Y, C (X, Y ) ≥ β

称 X 以 β 包含于 Y , 或 Y 以 β 包含 X, 其中参数
β 为包含度阈值.
当 0.5 < β ≤ 1 时, 则定义了 Y 对 X 的 β 多

数包含关系, 即 X 中有 50% 以上的元素被 Y 包含

(或 X 与 Y 的公共元素占 X 的 50% 以上).

2 变精度 (ααα, λλλ)联系度粗糙集模型

现实世界中, 由于数据采集能力有限, 很多信息
系统都是不完备且不精确的. 为了使粗糙集理论能
有效地处理含噪音的不完备信息系统, 基于集对分
析理论, 结合集对联系度中的同一度和对立度, 定义
了 (α, λ) 联系度容差关系, 用于含噪音的不完备信
息系统的分类. 将 (α, λ) 联系度容差关系与 Ziarko
提出的多数包含关系相结合, 提出变精度 (α, λ) 联
系度粗糙集模型. 相关定义如下:
定义 5. 对不完备信息系统 S = (U,A, V, f),

x, y ∈ U,B ⊆ A, 0.5 ≤ α ≤ 1, 0 < λ < 0.5, (α, λ)

联系度容差关系定义为:

SSR(B) = {(x, y) ∈ U × U |µB (x, y) =

a + bi + cj, a + b + c = 1, a > α, c < λ} ∪ Ix

相应的 x 的 (α, λ) 联系度容差类定义为:

SSRα
B (x) = {y|µB (x, y) =

a + bi + cj, a + b + c = 1, a > α, c < λ} ∪ x

其中, Ix 为恒等函数, α 称为同一度阈值, λ 称为对

立度阈值. 显然 (α, λ) 联系度容差关系满足自反性
和对称性, 但不满足传递性. 在该模型中通过对同一
度和对立度的调节可以有效地处理含噪音的不完备

信息系统的分类问题.
基于 (α, λ) 联系度容差关系, 结合集合的多数

包含关系, 定义如下的变精度 (α, λ) 联系度粗糙集
模型.
定义 6. 设 (U,AT ) 为不完备信息系统, U 为

论域, AT = C ∪D, C 为条件属性集合, D 为决策

属性集合, SSR 为 U 上的 (α, λ) 联系度容差关系,
∀x ∈ U , SSRα

C (x) 表示对象 x 的 (α, λ) 联系度容
差类. 对于 α ∈ [0.5, 1], λ ∈ (0, 0.5), β ∈ (0.5, 1],
∀X ⊆ U , X 的 β 下近似定义为:

SSRα
β (X) = {x ∈ U |C (SSRα

C (x) , X) ≥ β}
X 的 β 上近似定义为:

SSR
α

β (X) = {x ∈ U |C (SSRα
C (x) , X) > 1− β}

X 的 β 正区域 (或 X 的 β 下近似) 可理解为将 U

中的对象以不大于 1 − β 的分类误差分于 X 的集

合; X 的 β 负区域相应理解为将 U 中的对象以不大

于 β 的分类误差分于 X 的补集 (即 ∼ X) 的集合.
定义 7. 设 (U , AT ) 为不完备信息系统, U 为

论域, AT = C ∪D, C 为条件属性集合, D 为决策

属性集合, SSR 为 U 上的 (α, λ) 联系度容差关系,
∀x ∈ U , SSRα

C (x) 表示对象 x 的 (α, λ) 联系度容
差类. 对于 α ∈ [0.5, 1], λ ∈ (0, 0.5), β ∈ (0.5, 1],
∀X ⊆ U , X 的 β 正区域, β 负区域和 β 边界域分

别定义如下:
β 正区域:

POSα
β (X) = SSRα

β (X) =

{x ∈ U |C (SSRα
C (x) , X) ≥ β}

β 负区域:

NEGα
β (X) = U − SSR

α

β (X) =

{x ∈ U |C (SSRα
C (x) , X) ≤ 1− β}

β 边界域:
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BNα
β (X) = SSR

α

β (X)− SSRα
β (X) =

{x ∈ U |1− β < C (SSRα
C (x) , X) < β}

定义 8. 设 (U , AT ) 为不完备信息系统, U 为

论域, AT = C∪D, C 为条件属性集合, D为决策属

性集合, 集合簇 U/D = {D1, D2, · · · , Dm}, 表示根
据决策属性集 D 对论域进行等价划分的结果, SSR

为 U 上的 (α, λ) 联系度容差关系. 对于 α ∈ [0.5,
1], λ ∈ (0, 0.5), β ∈ (0.5, 1], 属性集 C 的 β 分类精

度定义为:

dβ
C

(D) =

m∑
i=1

∣∣SSRα
β (Di)

∣∣
m∑

i=1

∣∣∣SSR
α

β (Di)
∣∣∣

dβ
C

(D) 描述了用属性集 C 分类时, 能够确定类别的
样本比例, 是属性分类优劣的度量.
由上述定义, 下面的定理成立.
定理 1. 设 (U , AT ) 为不完备信息系统, U 为

论域, AT = C ∪ D, C 为条件属性集合, D 为决

策属性集合, SSR 为 U 上的 (α, λ) 联系度容差关
系, ∀x ∈ U, SSRα

C (x) 表示对象 x 的 (α, λ) 联系
度容差类, α ∈ [0.5, 1], λ ∈ (0, 0.5), β ∈ (0.5, 1],
∀X ⊆ U , 有下面的关系式成立:

POSα
β (∼ X) = NEGα

β (X)

其中, ∼ X = U −X.
证明.由 NEGα

β (X) 的定义可知, ∀x ∈ NEGα
β

(X), 有 C (SSRα
C (x) , X)≤1−β, 即 |SSRα

C (x)∩
X|/|SSRα

C (x)| ≤ 1 − β, 又因为 ∀x ∈ U , 有
|SSRα

C (x) ∩X|= |SSRα
C (x)|−|SSRα

C (x)∩ ∼ X|,
所以 |SSRα

C (x)∩ ∼ X|/|SSRα
C (x)| ≥ β, 即

∀x ∈ NEGα
β (X), 有 x ∈ POSα

β (∼ X). 同理可证
∀x ∈ POSα

β (∼ X), 有 x ∈ NEGα
β (X). ¤

下面给出变精度 (α, λ) 联系度粗糙集模型上下
近似集的一些性质.
定理 2. 设 (U , AT ) 为不完备信息系统, U 为

论域, AT = C ∪D, C 为条件属性集合, D 为决策

属性集合, SSR 为 U 上的 (α, λ) 联系度容差关系,
α ∈ [0.5, 1], λ ∈ (0, 0.5), β ∈ (0.5, 1], 下列关系成
立:

1) SSRα
β (X) ⊆ X ⊆ SSR

α

β (X);
2) SSRα

β (∅) = SSR
α

β (∅) = ∅;
3) SSRα

β (U) = SSR
α

β (U) = U ;
4) SSR

α

β (X ∪ Y ) ⊇ SSR
α

β (X) ∪ SSR
α

β (Y );
5) SSR

α

β (X ∩ Y ) ⊆ SSR
α

β (X) ∩ SSR
α

β (Y );
6) SSRα

β (X ∪ Y ) ⊇ SSRα
β (X) ∪ SSRα

β (Y );

7) SSRα
β (X ∩ Y ) ⊆ SSRα

β (X) ∩ SSRα
β (Y ).

根据上下近似集的定义, 这些性质的证明较简
单, 在此不赘述.
变精度 (α, λ) 联系度粗糙集模型, 通过对 α 和

λ 的调节, 可以有效处理含噪音的不完备信息系统
的分类问题, 通过引入 β 来削弱由噪音数据所产生

的不确定性, 以增强模型的鲁棒性. 在实际应用中,
可根据实际需要来调节 α, λ 和 β 的值, 从而有效处
理含噪音的不完备信息系统.

3 属性约简

完备信息系统的属性约简, 主要是保证系统的
正域不发生变化, 即约简后的决策表应和约简前的
决策表识别能力相同. 这是因为在基于等价关系的
完备信息系统中, 有这样的命题成立: 给定一个完
备的信息系统 S = (U,AT ), AT = C ∪ D, C 为条

件属性集, D 为决策属性集, 若 B ⊆ A ⊆ C, 则
POSB(D) ⊆ POSA(D). 但在含噪音的不完备信息
系统中, 考虑 (α, λ) 联系度容差关系时, 系统正域
变化的单调性是不成立的. 因此, 使用正域不发生变
化作为约简的定义就不合适了. 为此, 我们以如下两
个条件作为启发式规则: 1) 系统的近似分类率不降
低保证了系统的识别能力不降低; 2) 约简前后正域
的相似性尽可能大保证了系统的识别准确度尽可能

高. 据此, 提出变精度 (α, λ) 联系度粗糙集模型中
以正域相似度为启发式规则的属性约简算法. 首先
给出几个定义.
定义 9. 设不完备信息系统 S = (U,AT ), U 为

论域, AT = C ∪D, C 为条件属性集合, D 为决策

属性集合, SSR 为 U 上的 (α, λ) 联系度容差关系,
给定 α ∈ [0.5, 1], λ ∈ (0, 0.5), β ∈ (0.5, 1], (α, λ)
联系度容差关系下决策属性集 D 与条件属性集 C

的近似分类率定义为:

γ (C, D, α, β) =
|POS (C, D, α, β)|

|U |

其中, POS (C, D, α, β) = ∪
Di∈U/D

SSRα
β (Di)

γ(C,D, α, β) 体现了决策属性集合 D 对条件

属性集合 C 的依赖程度, 是经典粗糙依赖度的推广,
当 α = 1 且 β = 1 时, 它就是经典粗糙依赖度 γ(C,
D). 近似分类率 γ(C, D, α, β) 说明了在特定的 α

和 β 值下, 论域 U 中基于决策类能被确定分类的对

象比率.
定义 10. 给定一个不完备信息系统 S =

(U,AT ), AT = C ∪ D, SSR 为 U 上的 (α, λ)
联系度容差关系, 给定 α ∈ [0.5, 1], λ ∈ (0, 0.5),
β ∈ (0.5, 1], A ⊆ C, 属性集 A 和 C 的正域相似度
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定义为:

SIMPOSα
β (A,C) =

1−
∣∣∣∣
POS (A,D, α, β)⊕ POS (C, D, α, β)
POS (A,D, α, β) ∪ POS (C, D, α, β)

∣∣∣∣
其中, 0 ≤ SIMPOSα

β (A,C) ≤ 1, ⊕ 表示对称差.
定义 11. 给定一个不完备信息系统 S =

(U,AT ), AT = C ∪D, SSR 为 U 上的 (α, λ) 联系
度容差关系,给定α ∈ [0.5, 1], λ ∈ (0, 0.5), β ∈ (0.5,
1], 属性 t ∈ C 的重要度定义为:

SIGα
β (t) = 1− SIMPOSα

β (C − t, C) ,

0 ≤ SIGα
β (t) ≤ 1

属性重要度 SIGα
β (t) 说明了在特定的 α 和 β

值下, 属性约简前后正域变化的程度. SIGα
β (t) 的

值越大, 说明去掉属性 t 对正域的影响越大, 即属性
t 越重要.
基于正域相似度的属性约简算法描述如下:
输入: 含噪音的不完备决策表 S = (U,AT =

C ∪D), 同一度阈值 α, 对立度阈值 λ, 分类正确率
β.
输出: S 的一个约简 B.
步骤 1. B = C;
步骤 2. 求出系统分类率 γ(C,D, α, β);
步骤 3. 对于每个属性 t ∈ B, 计算 γ(B −

t,D, α, β);
步骤 4. 对于所有满足 γ(B − t,D, α, β) ≥

γ(C, D, α, β) 的 t, 计算属性 t 的重要度 SIGα
β (t),

从中选择最小的 SIGα
β (t), B = B−{t}; 如果所

有满足 γ(B − t,D, α, β) ≥ γ(C, D, α, β) 的 t 的

重要度 SIGα
β (t) 都相同, 则选择在所有对象取

值中空值最多的 t, B = B − {t}; 如果所有满足
γ(B − t,D, α, β) ≥ γ(C, D, α, β) 的 t 的重要度

SIGα
β (t) 和空值数量都相同, 则从中任意选择一个

t, B = B − {t};
步骤 5. 如果对于每个属性 t ∈ B, γ(B −

t,D, α, β) < γ(C, D, α, β), 转步骤 6, 否则转步骤
3;

步骤 6. 输出 B, 即为决策表 S 的一个约简.
算法的时间复杂度分析, 设 |U | 和 |C| 分别表

示决策表中的对象个数和条件属性个数. 算法开始
时, 需要计算条件属性 C, 相对决策属性 D 的近似

分类率, 时间复杂度为 O(|U |2|C|); 在算法循环的每
一步都需要计算条件属性 B − t, 相对决策属性 D

的近似分类率以及各属性的重要度, 时间复杂度为
O(|U |2|C|), 最坏情况下, 算法需循环 |C| 次, 所以
该算法总的时间复杂度为 O(|U |2|C|2).

4 仿真实验

下面通过仿真实验, 进一步验证变精度 (α, λ)
联系度粗糙集模型中, 基于正域相似度的属性约简
算法的有效性. 选用 UCI 数据库[15] 中的不完备数

据集 Breast cancer 进行实验. Breast cancer 包含
286个样本, 9个条件属性, 1个决策属性. 以分类精
度和属性蒸发率[16] 作为约简性能的衡量标准. 利用
Visual C++中的随机函数,在表 1中随机加入一定
量的噪音, 为了尽可能真实地模拟噪音环境, 相对于
原始的条件属性值总数, 定量地将其中 10%、20%
和 30% 的条件属性值设置为其值域内的任意值 (包
括空值), 以此模拟有噪音的不完备决策表. 由于就
某一次定量设置来说, 任意值的选择肯定会对约简
及本文约简性能的评价产生影响, 而且这种影响带
有很大的随机性, 为了规避这种随机性影响, 更真实
地反映算法本身的性能, 对于每种噪音含量, 实验每
次随机产生 100 个有噪音的不完备决策表, 利用基
于正域相似度的属性约简算法进行处理, 计算约简
的分类精度和属性蒸发率, 取 100 次分类精度和属
性蒸发率的平均值作为衡量约简性能的指标. 需要
说明的是: 从理论上来说, 产生的有噪音的不完备
决策表越多越能规避随机性影响, 得到的分类精度
和属性蒸发率的平均值就越能准确地反映约简性能,
但是随着有噪音的不完备决策表数量的增加, 实验
的运行时间也增加, 考虑到算法运行效率, 本文选择
了 100 个有噪音的不完备决策表进行实验. 对于不
同的 α, λ 和 β 的值, 具体实验结果如表 1 所示.
首先, 分析不同的 α, λ 和 β 参数值对分类精度

的影响. 根据表 1 中的数据, 对比参数值为 1 和 2 两
种情况, 可以发现, 通过降低 β 的值, 可以增强算法
的容错性, 从而提高分类精度; 对比参数值为 2 和 3
两种情况, 可以发现, 通过增加 λ 的值, 可以增强算
法的容错性, 从而提高分类精度; 对比参数值为 3 和
4 两种情况, 可以发现, 通过降低 α 的值, 可以增强
算法的容错性, 从而提高分类精度. 因此, 对于含噪
音的不完备信息系统, 适当地降低同一度阈值 α, 增
加对立度阈值 λ, 降低分类正确率 β, 可以增强算法
的容错性, 提高分类精度, 使得算法具有良好的抗噪
声能力. 对于不同的参数值情况, 随着噪音含量的增
加, 分类精度都呈下降趋势, 这是符合实际的.
其次, 分析不同的 α, λ 和 β 参数值对属性蒸

发率的影响. 通过对比分析表 1 中参数值为 1、2 和
参数值为 3、4 的这两大类情况, 可以发现, 当参数
值设置为 1、2 时, 由于对立度阈值的要求较严格
(λ = 0), 按照 (α, λ) 联系度容差关系分类得到的不
可分辨类相对较多, 约简过程中, 为了保证系统的近
似分类率不降低, 能够约简的属性就相对较少, 因此
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属性蒸发率较低. 而参数值设置为 3、4 情况时, 在
保持同一度阈值 α 没有提高的情况下, 放宽了对立
度阈值的要求 (λ = 0.3), 按照 (α, λ) 联系度容差关
系分类得到的不可分辨类相对较少, 约简过程中, 为
了保证系统的近似分类率不降低, 能够约简的属性
就相对较多, 因此属性蒸发率较高. 这一点和文献
[16] 中的观点: “提高蒸发率的有效方法是减少等价
类的数量, 如果希望获得更高的蒸发率就需要进一
步减少等价类” 是一致的. 对于每种参数值, 在不同
的定量设置情况下, 属性蒸发率有细微的波动是受
定量设置的随机性影响, 也是符合实际的.

表 1 基于 (α, λ) 联系度容差关系的约简结果

Table 1 The reduction results of (α, λ) connection

degree tolerance relation

参数值
噪音 分类精 属性蒸

量 (%) 度 (%) 发率 (%)

10 88.35 2.89

1) α = 0.6, λ = 0, β = 0.9 20 84.95 1.33

30 78.82 1.11

10 92.21 15.89

2) α = 0.6, λ = 0, β = 0.6 20 90.79 14.11

30 86.64 16.00

10 97.55 78.11

3) α = 0.6, λ = 0.3, β = 0.6 20 96.56 85.11

30 91.98 81.22

10 98.08 80.22

4) α = 0.4, λ = 0.3, β = 0.6 20 97.23 82.44

30 95.71 77.33

综上, 实验结果说明变精度 (α, λ) 联系度粗糙
集模型下, 基于正域相似度的属性约简算法可以有
效地处理含噪音的不完备信息系统约简问题.
将上述实验中的 (α, λ) 联系度容差关系替换为

限制容差关系[8], 重复上述实验, 实验结果如表 2 所
示.
分析表 2 中的数据可以得到和表 1 类似的结果,

进一步说明基于正域相似度的属性约简算法的有效

性. 对比分析表 1 和表 2 中的数据, 可以发现在 (α,
λ) 联系度容差关系下, 当 α = 0.6, λ = 0.3, β = 0.6
和 α = 0.4, λ = 0.3, β = 0.6 时, 其约简性能优于基
于限制容差关系的约简性能, 说明本文所提的方法
通过对 α, λ 和 β 的调节, 增加了算法的灵活性, 能
够有效处理含噪音的不完备信息系统.

表 2 基于限制容差关系的约简结果

Table 2 The reduction results of limited

tolerance relation

参数值 噪音量 (%) 分类精度 (%) 属性蒸发率 (%)

10 88.21 3.11

β = 0.9 20 83.87 1.83

30 77.71 1.12

10 93.52 12.56

β = 0.6 20 88.62 9.22

30 85.31 16.67

5 结论

不完备信息系统由于属性值的遗漏, 增加了系
统的不确定性和噪声, 完全的包含与不包含关系定
义过于严格, 不利于克服噪声数据. 本文提出的变精
度 (α, λ) 联系度粗糙集模型, 增强了系统泛化和抗
噪声能力, 能够有效地处理含噪音的不完备信息系
统. 在实际应用中, 可根据需要来调节 α, λ 和 β 的

值, 以有效处理含噪音的不完备信息系统. 给出了变
精度 (α, λ) 联系度粗糙集模型中以正域相似度为启
发式规则的属性约简算法, 分析了算法的时间复杂
度, 并通过仿真实验验证了所提方法处理含噪音的
不完备信息系统的有效性. 变精度 (α, λ) 联系度粗
糙集模型下属性约简的效率和规则提取算法还有待

进一步深入研究.
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