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基于状态估计的摩擦模糊建模与

鲁棒自适应控制

王永富 1, 2 王殿辉 2, 3 柴天佑 2

摘 要 针对一类多自由度机械系统, 研究了基于状态估计的摩擦模糊

建模与鲁棒自适应控制问题. 提出用模糊状态估计器估计摩擦模型中的

不可测变量, 并用严格正实和李雅普诺夫稳定性理论证明了状态估计误

差的一致最终有界性. 运用模糊状态估计结果设计了多变量鲁棒自适应

控制器, 其中摩擦模糊模型中的自适应参数是基于李雅普诺夫稳定性理

论设计的, 并证明了闭环系统跟踪误差的一致最终有界性. 本文对多自

由度质量、弹簧和摩擦阻尼系统进行的仿真, 结果表明所提出的状态估

计算法和自适应控制策略是有效的.
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Abstract This paper develops a fuzzy state estimate-based

robust adaptive control scheme for a class of mechanical sys-

tems with multiple degrees of freedom. The unmeasurable state

variables used in both modeling friction force and adaptive con-

troller design are estimated by a fuzzy estimator. By strictly

positive real lemma and Lyapunov stability theory, the ulti-

mately uniform boundedness of the state estimation errors is

ensured. This paper also proposes a multivariable robust con-

trol algorithm using the estimated states and adaptive fuzzy

friction mode, where the updating rule for parameter adjust-

ment in the fuzzy friction model is derived by Lyapunov theory.

It is shown that the tracking error of the closed-loop system is

ultimately uniformly bounded (UUB). A mass-spring-damping

system with multiple degrees of freedom is employed in the sim-

ulation studies. Simulation results demonstrate the effectiveness

of our proposed state-estimate based fuzzy friction modeling and

adaptive control strategy.

Key words Friction model, state estimate, fuzzy modeling,

adaptive, robust control

摩擦是一种复杂的、非线性的、具有不确定性的自然现

象. 人类目前对这一物理过程的了解还处在进一步探索阶段,

还无法通过数学方法给出完全真实的精确描述. 现实生活中
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摩擦几乎无处不在, 在有些情况下, 摩擦是人们所期望的. 如

汽车的刹车系统利用了摩擦进行制动, 但对于大多数机械系

统而言, 摩擦却成为提高系统性能的障碍, 使系统响应出现

爬行、振荡或稳态误差以及其他不可预料现象. 因此, 为提高

机械系统的性能就必须减小或消除摩擦对系统性能的不利影

响, 解决摩擦问题对提高机电产品性能具有重要的理论和实

际意义.

对非线性摩擦建立准确数学模型, 无论是对认识摩擦现

象, 还是进行摩擦控制补偿都是十分重要的[1−3]. 因此, 有

关摩擦建模的研究一直非常活跃, 到目前为止, 已提出的摩

擦模型有几十种, 主要分为静态摩擦模型和动态摩擦模型两

大类. 其中, 静态摩擦模型主要包括 Couloumb 摩擦模型,

Stribeck 摩擦模型和 Karnopp 摩擦模型等; 动态摩擦模型主

要包括 LuGre 摩擦模型和七参数摩擦模型等. 这些模型是通

过对摩擦机理的研究和实验建立起来的参数化数学模型. 这

些模型对认识摩擦机理和控制补偿具有重要意义. 但这些传

统的摩擦机理模型也有如下不足: 1) 缺少一个比较直观的、

具有明显物理意义且能够精确描述摩擦静态和动态特性的

摩擦模型; 2) 人们提出了多种摩擦模型, 但它们没有形成统

一的描述形式, 在实际应用中很难确定哪种摩擦模型更合适;

3) 现有的摩擦模型有的过于简化, 易于实现控制补偿但很难

保证控制精度, 有的过于复杂, 使得参数辨识很难、不易于实

现控制补偿; 4) 现有这些摩擦模型从理论上很难把控制器设

计与稳定性分析有机地结合起来.

由于传统摩擦机理模型的不足, 近些年人们从智能建模

与控制的角度出发, 提出了用神经网络和模糊系统等方法对

摩擦进行建模与控制, 并取得了一定成果[4−5]. 模糊方法能

把摩擦专家领域知识、数据信息以及自适应等特性融合到模

型中. 这种具有自适应特性的智能方法更适合具有不确定特

性的摩擦力的建模与补偿控制.

目前, 无论是用传统方法还是智能方法, 摩擦建模与补

偿控制几乎都是在假设系统状态完全可测的情况下进行的.

研究表明摩擦力是速度及位置的函数, 因此为了获取摩擦力

大小必须同时获得速度和位置的值. 然而, 在实际工程应用

中, 一般机械系统的位置通过编码器可以直接检测到, 由于

成本和噪声等原因使得速度很少直接检测. 因此, 研究有效

的状态估计技术对摩擦建模与反馈控制具有一定的理论和实

际意义. 本文提出的方法与已有的文献不同之处在于, 针对

摩擦系统速度不可测的情况, 进行摩擦模糊建模并将摩擦模

糊模型用于控制器设计中. 本文提出的方法适用于多自由度

机械系统的建模与控制, 对于多摩擦环节的机械系统具有普

遍意义.

1 数学建模与问题描述

对于图 1 由质量、弹簧和阻尼构成的多自由度系统, 在

仅考虑摩擦阻尼的情况下, 按照牛顿第二定律可以得到下面

的微分方程:




m1ÿ1 = −Ff1 − k1y1 − k2(y1 − y2) + u1

...

mpÿp = −Ffp + kp(y(p−1) − yp) + up

(1)

其中, ui 是控制输入, Ffi 表示不确定摩擦力, ki 是

刚性系数 (i = 1, · · · , p). 设 xxx = (x1, · · · , x2p)T =

(y1, ẏ1, · · · , yp, ẏp)T 表示系统的状态向量, 只有系统的输

出向量 yyy = (y1, · · · , yp)T 是可检测的. 方程 (1) 可改写为如
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下形式:
{

ẋxx = Axxx + B(F (xxx) + H(yyy) + Guuu)

yyy = Cxxx
(2)

其中, xxx 表示该系统的状态变量, A = diag{A1, · · · , Ap},
B = diag{B1, · · · , Bp}, CT = diag{C1, · · · , Cp}, G =

diag{1/m1, · · · , 1/mp}, uuu = (u1, · · · , up)T,

Ai =

[
0 1

0 0

]
, Bi =

[
0

1

]
, Ci =

[
1

0

]
,

F (xxx) = −




Ff1

m1
...

Ffp

mp




, H(yyy) =




−k1y1 − k2(y1 − y2)

m1
...

kp(y(p−1) − yp)

mp




.

对于给定的系统参考输入信号 yyyr = (yr1 , · · · , yrp)T,

设 xxx = (x1, ẋ1, · · · , xp, ẋp)T, x̂xx = (x̂1, ˙̂x1, · · · , x̂p, ˙̂xp)T 和

YYY r = (yr1 , ẏr1 , · · · , yrp , ẏrp)T, 那么跟踪误差为 eee = YYY r −
xxx = (e1, ė1, · · · , ep, ėp)T, 状态估计误差为 x̃xx = xxx − x̂xx =

(x̃1, ˙̃x1, · · · , x̃p, ˙̃xp)T.

设计任务: 针对多自由度系统 (2), 设计基于状态估计的

摩擦模糊模型和鲁棒自适应控制以便满足下面的要求: 1) 状

态估计器能保证状态估计性能并且状态估计误差 x̃xx 是一致最

终有界的 (Ultimately uniformly bounded, UUB); 2) 鲁棒

自适应控制器能保证跟踪性能并且跟踪误差 eee 也是一致最终

有界的.

2 摩擦的模糊建模与状态估计

2.1 摩擦的模糊建模

由式 (1) 或 (2) 可以看出, 含有多个摩擦环节的摩擦力

向量是一种不确定量, 并且建立该模型的状态也是不完全可

测的. 所以构建下面基于状态估计的向量模糊系统逼近该摩

擦力向量. 用自适应模糊逻辑系统 F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) 逼近式 (2) 中的

摩擦力项 F (xxx), 其中, Θ̂ΘΘ 是可调参数向量. 设 F̂i(x̂xxi, Θ̂ΘΘi) 表

示 F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) 的第 i 个分量, 采用单值模糊化、乘积运算、加权

平均反模糊化可得Ⅰ型模糊逻辑系统为

F̂i(x̂xxi, Θ̂ΘΘi) = ξξξT
i (x̂xxi)Θ̂ΘΘi, i = 1, · · · , p (3)

其中, Θ̂ΘΘi = (θ̂i1, · · · , θ̂imi)
T ∈ Rmi 是可调参数向量,

ξξξi(x̂xxi) = (ξi1(x̂xxi), · · · , ξimi(x̂xxi))
T ∈ Rmi 是模糊基函数向

量, 其中, x̂xxi = (x̂2i−1, x̂2i)
T 且有 mi > 0. 模糊基函数

ξil(x̂xxi) 定义如下

ξil(x̂xxi) =
µF l

2i−1
(x̂2i−1)µF l

2i
(x̂2i)

mi∑
l=1

µF l
2i−1

(x̂2i−1)µF l
2i

(x̂2i)

, l = 1, · · · , mi (4)

其中, µF l
2i−1

(x̂2i−1) 和 µF l
2i

(x̂2i) 是隶属函数.

最后模糊逻辑系统 F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) 可表示为

F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) = Y (x̂xx)Θ̂ΘΘ (5)

其中, Y (x̂xx) = diag{ξξξT
1 (x̂xx1), · · · , ξξξT

p (x̂xxp)} 是模糊基函数阵,

Θ̂ΘΘ = (Θ̂ΘΘ
T

1 , · · · , Θ̂ΘΘ
T

p )T ∈ Rm 且有m =
∑p

i=1 mi.

采用自适应模糊方法对状态不完全可观测的摩擦系统进

行建模具有如下优点: 1) 众所周知, 摩擦是一种比较复杂的

物理现象, 其动态特性有很大的不确定性, 人们至今也未能

完全洞悉其机理. 如果采用自适应观测器和 Luenberger 观

测器等传统方法对系统不可测变量进行估计, 被观测对象的

结构通常需要已知, 因此, 这些方法被限制了在工程上的应

用. 而采用自适应模糊方法不需要被观测对象精确的模型结

构, 其系统模型可以使用模糊系统进行充分的逼近. 所以自

适应模糊方法对解决不完全可观测的不确定摩擦系统的状态

估计和自适应控制具有重要意义; 2) 传统的摩擦机理模型认

为摩擦力只是速度的函数, 但文献 [4] 研究认为摩擦力与位

置和速度都有关系, 也就是说摩擦力应是位置和速度的函数.

针对摩擦力与输入变量之间的不确定性, 文献 [5] 采用了模

糊处理方法, 通过自适应调整隶属度函数的参数来决定摩擦

力与位置和速度的关系; 3) 采用自适应模糊方法, 专家的经

验知识便于以规则的形式嵌入到摩擦模糊模型中.

2.2 状态估计与误差系统

由于摩擦力估计 (5) 中的状态变量是不完全可测的, 为

此构建下面的状态估计器:





˙̂xxx = Ax̂xx + B(F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) + H(yyy) + Guuu− vvv)+

Ko(yyy − Cx̂xx)

ŷyy = Cx̂xx

(6)

其中, x̂xx是xxx的估计, Ko = diag{KKK1, · · · ,KKKp}为估计器的增
益,系数的选择使A−KoC 为稳定的,其中, KKKi = (ki1, ki2)

T

(i = 1, · · · , p). F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) 是 F (xxx) 的估计量, 鲁棒监督补偿项

vvv = (v1, · · · , vp)T 是用来补偿逼近误差和估计误差.

由于 x̃xx = xxx− x̂xx 和 ỹyy = yyy − ŷyy, 下面的状态估计误差可以

得到:
{

˙̃xxx = (A−KoC)x̃xx + B(F̃ (xxx, x̂xx, Θ̂ΘΘ) + vvv)

ỹyy = Cx̃xx
(7)

其中, F̃ (xxx, x̂xx, Θ̂ΘΘ) 可表示如下形式:

F̃ (xxx, x̂xx, Θ̂ΘΘ) = F (xxx)− F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) (8)

式 (7) 可改为如下形式:

ỹyy = H(s)(F̃ (xxx, x̂xx, Θ̂ΘΘ) + vvv) (9)

图 1 多自由度系统的示意图

Fig. 1 Schematic view of multiple degrees of freedom system
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其中, s 表示微分算子 d/dt. H(s) 为一稳定的传递函数阵,

其状态空间实现为 (A−KoC, B, C).

2.3 自适应模糊估计器

根据自适应模糊系统的万能逼近性质, 式 (2) 中的摩擦

力项可用下面的模糊系统进行最优逼近:

F (xxx) = Y (xxx)ΘΘΘ∗ + εεε (10)

其中, ΘΘΘ∗ 为最优参数向量, εεε = (ε1, · · · , εp)T 为最优逼近误

差向量.

由式 (5) 可知, 摩擦力 F (xxx) 的自适应模糊估计为

F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ). 那么, 式 (8) 中的 F̃ (xxx, x̂xx, Θ̂ΘΘ) 可表示为如下形式:

F̃ (xxx, x̂xx, Θ̂ΘΘ) = Y (xxx)ΘΘΘ∗ + εεε− Y (x̂xx)Θ̂ΘΘ (11)

在式 (11) 中分别增加和减去一项 Y (x̂xx)ΘΘΘ∗, 经过几步直接运
算, 式 (11) 可改写为

F̃ (xxx, x̂xx, Θ̂ΘΘ) = Y (x̂xx)Θ̃ΘΘ + εεε + www (12)

其中, Θ̃ΘΘ = ΘΘΘ∗ − Θ̂ΘΘ 是自适应参数误差. 扰动项 www 由下式给

出:

www = Ỹ (xxx, x̂xx)ΘΘΘ∗ (13)

其中, Ỹ (xxx, x̂xx) = Y (xxx) − Y (x̂xx) 是模糊基函数误差阵, www =

(w1, · · · , wp)T.

那么, 上面动态方程 (6) 和 (7) 可改写为





˙̂xxx = Ax̂xx + B(Y (x̂xx)Θ̂ΘΘ + H(yyy) + Guuu− vvv)+

Ko(yyy − Cx̂xx)

ŷyy = Cx̂xx

(14)

{
˙̃xxx = (A−KoC)x̃xx + B(Y (x̂xx)Θ̃ΘΘ + vvv + ddd)

ỹyy = Cx̃xx
(15)

其中, ddd = www + εεε 是总的不确定量, 由状态估计误差和逼近误

差组成.

在式 (15) 中的输出估计误差 ỹyy 可表示为

ỹyy = H(s)(Y (x̂xx)Θ̃ΘΘ + vvv + ddd) (16)

其中, H(s)为一稳定的传递函数阵, 可以用 (A−KoC, B, C)

来实现. 下面将采用类似文献 [6] 的严格正实 Lyapunov 设

计方法分析状态估计误差的一致最终有界性.

2.4 稳定性分析

为了应用严格正实理论, 输出估计误差 (16) 可以写成下

面的形式:

ỹyy = H(s)L(s)(Y l(x̂xx)Θ̃ΘΘ + vvvl + dddl) (17)

其中, Y l(x̂xx) = L−1(s)Y (x̂xx), vvvl = L−1vvv, dddl = L−1ddd. 选择一

稳定的传递函数 L(s), 使 H(s)L(s) 是严格正实的.

根据文献 [6] 用到的 Kalman-Yakub-Popov 定理, 由于

H(s)L(s) 是严格正实的, 存在一对称正定矩阵 P 使得:

{
AT

c P + PAc = −Q

PBc = CT
c

(18)

其中, Q 是对称正定矩阵, Ac = A − KoC, Bc =

diag{Bc1 , · · · , Bcp} 且有 Bci = [bi1, bi2]
T, Cc = C.

那么, 式 (17) 的状态空间实现表示如下

{
˙̃zzz = Acz̃zz + Bc(Y

l(x̂xx)Θ̃ΘΘ + vvvl + dddl)

ỹyy = Ccz̃zz
(19)

假设 1. 假设 di 满足条件 ‖di‖ ≤ diH , 其中, diH 是正

的常数 (i = 1, · · · , p).

总的不确定项 di 是由逼近误差和状态估计误差组成, 由

万能逼近定理可知这种假设是合理的.

定理 1. 对于系统 (2) 满足上面的假设 1, 相应的状态估

计器为式 (14), Θ̂ΘΘ的自适应律为式 (20), 其中, vvv 为式 (21)的

鲁棒补偿控制项.

˙̂
ΘΘΘ = γProj(Θ̂ΘΘ, Φ̂ΦΦ) (20)

vvv = −Sρρρ, sgn(ỹi) =

{
1, ỹi ≥ 0

−1, ỹi < 0
(21)

其中, γ > 0, S = diag{sgn(ỹ1), · · · , sgn(ỹp)}, ρρρ =

(ρ1, · · · , ρp)T 且有 ρi ≥ diH , Φ̂ΦΦ = Y l(x̂xx)ỹyy,

Proj(Θ̂ΘΘ, Φ̂ΦΦ) =





Φ̂ΦΦ− Φ̂ΦΦ
T
Θ̂ΘΘ

‖Θ̂ΘΘ‖2
Θ̂ΘΘ, 若 ‖Θ̂ΘΘ‖ = MΘ̂ΘΘ 且 Φ̂ΦΦ

T
Θ̂ΘΘ > 0

Φ̂ΦΦ, 其他

那么状态估计误差 x̃xx(t) 是一致最终有界的.

证明. 取 Lyapunov 函数为

V =
1

2
z̃zzTPz̃zz +

1

2γ
Θ̃ΘΘ

T
Θ̃ΘΘ (22)

其中, P = PT > 0. 微分式 (22) 可推出:

V̇ =
1

2
˙̃zzzTPz̃zz +

1

2
z̃zzTP ˙̃zzz +

1

γ
Θ̃ΘΘ

T ˙̃
ΘΘΘ (23)

基于式 (19), 可以得到:

V̇ =
1

2
z̃zzT(AT

c P + PAc)z̃zz + z̃zzTPBcY
l(x̂xx)Θ̃ΘΘ+

z̃zzTPBcvvv
l + z̃zzTPBcddd

l +
1

γ
Θ̃ΘΘ

T ˙̃
ΘΘΘ (24)

因为 z̃zzTPBc = z̃zzTCT
c = ỹyyT,

˙̃
ΘΘΘ = − ˙̂

ΘΘΘ, 上式可以写成:

V̇ = −1

2
z̃zzTQz̃zz + ỹyyT(Y l(x̂xx)Θ̃ΘΘ + vvvl + dddl)− 1

γ
Θ̃ΘΘ

T ˙̂
ΘΘΘ (25)

因为 ỹyyT(vvvl + dddl) ≤ 0, 可以得到:

V̇ ≤ −1

2
λmin(Q)‖z̃zz‖2 + ỹyyTY l(x̂xx)Θ̃ΘΘ− 1

γ
Θ̃ΘΘ

T ˙̂
ΘΘΘ (26)

根据自适应律 (20), 可以得到:

V̇ ≤ −1

2
λmin(Q)‖z̃zz‖2 (27)

按照标准 Lyapunov 理论, 说明状态观测误差 z̃zz(t) 和自适应

参数误差 Θ̃ΘΘ 是一致最终有界的. 为了说明状态估计误差 x̃xx(t)

的有界性, 考虑方程 (15) 的估计误差, 轨迹可表示为如下形

式:

x̃xx(t) = ΦΦΦ(t, 0)x̃xx(0) +

∫ T

0

ΦΦΦ(t, τ)BUUU1(τ)dτ (28)
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其中, UUU1 = Y (x̂xx)Θ̃ΘΘ + vvv + ddd. 由范数不等式及文献 [6] 中的引

理 2.2 可得:

‖x̃xx(t)‖ ≤ C1 + (C2 + C3‖Θ̃ΘΘ‖α
2 )

1√
α

(29)

其中, C1 是按指数衰减到零, C2 和 C3 是正数. 因为 ‖Θ̃ΘΘ‖ 是
一致最终有界并结合上式可知 ‖x̃xx(t)‖ 是一致最终有界的, 即

设计任务 1) 达到. ¤
2.5 状态估计的仿真

把本文所提出的摩擦状态估计器用于图 2 系统的仿真,

该系统的动态模型为
{

m1ÿ1 = −Ff1 − k1y1 − k2(y1 − y2) + u1

m2ÿ2 = −Ff2 + k2(y1 − y2) + u2

(30)

其中, k1 和 k2 是刚性系数, Ff1 和 Ff2 是摩擦力, u1 和 u2

是控制输入, y1 和 y2 是系统输出.

图 2 二自由度系统的示意图

Fig. 2 Schematic view of a two-degrees-of-freedom system

设 x1 = y1, x2 = ẏ1, x3 = y2, x4 = ẏ2, 那么上面的方程

(30) 能改写为如下形式:

{
ẋxx = Axxx + B(F (xxx) + H(yyy) + Guuu)

yyy = Cxxx
(31)

其中, xxx = (x1, x2, x3, x4)
T, A = diag{A1, A2}, B =

diag{B1, B2}, CT = diag{C1, C2}, uuu = (u1, u2)
T,

Ai =

[
0 1

0 0

]
, Bi =

[
0

1

]
, Ci =

[
1

0

]
, i = 1, 2

F (xxx) = [−Ff1/m1,−Ff2/m2]
T, G = [1/m1 0; 0 1/m2],

H(yyy) = [−k1y1−k2(y1−y2)
m1

, k2(y1−y2)
m2

]T. 系统参数选择: m1 =

0.25 kg, m2 = 0.20 kg, k1 = 1.00N/cm, k2 = 2.00N/cm.

仿真过程的摩擦力为 F = µFN , 其中的系数选择: 1) µ =

µcsgn(ẋ1); 2) µ = µcsgn(ẋ3) + µvẋ3; 3) µ = µcsgn(ẋ1) +

(µs − µc)e
−|ẋ1| + µvẋ1. 在第一个仿真里, 图２中的 Ff1 和

Ff2 摩擦模型分别取Couloumb模型和Couloumb+ Viscous

摩擦模型. 在另一个仿真里, 将图 2 中的 Ff1 的 Couloumb

模型换成一个较复杂的摩擦模型, 也就是 Stribeck 模型, 进

一步考察系统的观测性能. 表１是三种摩擦模型的参数定义

及给定值.

步骤 1. 变量 x̂i 的隶属度函数选择如下: µF1
i

=

1/[1 + exp(5(x̂i + 2))], µF2
i

= exp[−(x̂i + 1.5)2], µF3
i

=

exp[−(x̂i + 0.5)2], µF4
i

= exp[−(x̂i − 0.5)2], µF5
i

=

exp[−(x̂i − 1.5)2], µF6
i

= 1/[1 + exp(−5(x̂i − 2))] (i =

1, 2, 3, 4). 建立如下的模糊规则库 R
(j)
1 : If x̂1 is F j

1 and

x̂2 is F j
2 , then Ff1 is Gj

1 (j = 1, · · · , 6); R
(j)
2 : If x̂3 is F j

3

and x̂4 is F j
4 , then Ff2 is Gj

2 (j = 1, · · · , 6). 设

ξ1j(x̂xx1) =
µ

F
j
1
(x̂1)µF

j
2
(x̂2)

6∑
j=1

µ
F

j
1
(x̂1)µF

j
2
(x̂2)

ξ2j(x̂xx2) =
µ

F
j
3
(x̂3)µF

j
4
(x̂4)

6∑
j=1

µ
F

j
3
(x̂3)µF

j
4
(x̂4)

那么得到下面的模糊基函数:

ξξξ1(x̂xx1) = (ξ11(x̂xx1), · · · , ξ16(x̂xx1))
T

ξξξ2(x̂xx2) = (ξ21(x̂xx2), · · · , ξ26(x̂xx2))
T

步骤 2. 仿真参数选择: γ = 100, L−1 = 1/(S +

3), ρ =15, Ko = [89 184 0 0; 0 0 89 184]T, xxx(0) =

(0.5, 0.0,−0.5, 0.0)T, x̂xx(0) = (0.0, 0.0, 0.0, 0.0)T, Θ̂ΘΘ1(0) =

Θ̂ΘΘ2(0) = (−8,−6,−1, 3, 8, 1)T.

步骤 3. 求解方程 (14), 可得摩擦状态估计器:





˙̂x1 = x̂2 + 89(x1 − x̂1)

˙̂x2 = Θ̂ΘΘ
T

1 ξξξ1(x̂xx1) +
−k1y1 − k2(y1 − y2)

m1
+

1

m1
u1 − v1 + 184(x1 − x̂1)

˙̂x3 = x̂4 + 89(x3 − x̂3)

˙̂x4 = Θ̂ΘΘ
T

2 ξξξ2(x̂xx2) +
k2(y1 − y2)

m2
+

1

m2
u2−

v2 + 184(x3 − x̂3)

u1 = u2 = sin(2t) + cos(20t)

(32)

步骤 4. 选择下面的参数自适应律




˙̂
ΘΘΘ1 = γξξξl

1(x̂xx1)(x1 − x̂1)
˙̂
ΘΘΘ2 = γξξξl

2(x̂xx2)(x3 − x̂3)
(33)

表 1 质量弹簧的摩擦模型参数

Table 1 Friction model parameters for spring-mass

Parameter Couloumb
Couloumb+

Stribeck
Viscous

µc 0.25 0.25 0.25

µv 0.00 0.04 0.04

µs 0.00 0.00 0.40

图 3 (a)∼ 3 (d)是图 2中的Ff1 和Ff2 分别取Couloumb

和Couloumb+ Viscous摩擦时,状态估计器所估计的位置与

速度曲线和实际曲线. 而图 4 (a)∼ 4 (d) 是图 2 中的 Ff1 和

Ff2 分别取 Stribeck 和 Couloumb+ Viscous 摩擦时, 状态

估计器所估计的位置与速度曲线和实际曲线.　在这个仿真

里, 鲁棒补偿控制项为 vvv = (−10 sgn(x1 − x̂1),−10 sgn(x3 −
x̂3))

T. 从仿真结果可以看出, 无论摩擦力取 Couloumb 摩擦

模型, Couloumb+Viscous 摩擦模型还是 Stribeck 摩擦模

型, 本文设计的摩擦状态估计器具有良好的状态估计效果,

完全可以用该估计状态对摩擦进行建模.
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(a) 实际 x1 与估计 x̂1

(a) Actual x1 and estimated x̂1

(b) 实际 x2 与估计 x̂2

(b) Actual x2 and estimated x̂2

(c) 实际 x3 与估计 x̂3

(c) Actual x3 and estimated x̂3

(d) 实际 x4 与估计 x̂4

(d) Actual x4 and estimated x̂4

图 3 实际状态 xxx 和估计状态 x̂xx (摩擦模型: m1−Couloumb;
m2−Couloumb+Viscous)

Fig. 3 Actual state xxx and estimated state x̂xx (friction model:

m1−Couloumb; m2−Couloumb+Viscous)

(a) 实际 x1 与估计 x̂1

(a) Actual x1 and estimated x̂1

(b) 实际 x2 与估计 x̂2

(b) Actual x2 and estimated x̂2

(c) 实际 x3 与估计 x̂3

(c) Actual x3 and estimated x̂3

(d) 实际 x4 与估计 x̂4

(d) Actual x4 and estimated x̂4

图 4 实际状态 xxx 和估计状态 x̂xx (摩擦模型: m1− Stribeck;
m2−Couloumb+Viscous)

Fig. 4 Actual state xxx and estimated state x̂xx (friction model:

m1− Stribeck; m2−Couloumb+Viscous)
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3 鲁棒自适应控制器设计

3.1 控制器设计

对于系统 (2), 如果系统状态可测且 F (xxx) 已知, 则理想

控制律为

uuu = G−1[−F (xxx)−H(yyy) + yyy(2)
r + Kceee] (34)

把式 (34) 代入式 (2) 得:

EEE + Kceee = 0 (35)

其 中, EEE = (e
(2)
1 , · · · , e

(2)
p )T, 显 然 如 果 取 Kc =

diag{KKK1, · · · ,KKKp} 且有 KKKi = (ki1, ki2) 使系统为稳定的,

则有 limt→∞ ‖eee(t)‖ = 0. 然而在系统状态不完全可测和

F (xxx) 未知情况下. 获得理想控制器 (34) 是不可能的. 在这

种情况下, 采用前文所构造的模糊逻辑系统 F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ) 来逼近

摩擦力项. 取控制律为

uuu = G−1[−F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ)−H(yyy) + yyy(2)
r + Kcêee− uuuα] (36)

其中, uuuα 为鲁棒补偿控制. 应用式 (36) 到式 (2) 经过几步直

接的运算后可得如下的跟踪误差方程:

ėee = Aeee + B(F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ)− F (xxx)) + Buuuα −BKcêee (37)

基于式 (12), 上面的方程可以写为

ėee = Aeee−BKcêee−BY (x̂xx)Θ̃ΘΘ + Buuuα −Bddd (38)

定理 2. 对于系统 (2), 如果采用控制方案 (39), 系统状

态估计用式 (14), 自适应参数调节采用式 (20),

{
uuu = G−1[−F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ)−H(yyy) + yyy

(2)
r + Kcêee− uuuα]

uuuα = −vvv
(39)

那么跟踪误差是一致最终有界的.

证明. 考虑下面基本定义:

ẽee = eee− êee = (YYY r − xxx)− (YYY r − x̂xx) = −xxx + x̂xx = −x̃xx (40)

把式 (40) 代入式 (38), 经简单运算后可得:

ėee = (A−BKc)eee−B(Y (x̂xx)Θ̃ΘΘ−Kcẽee) + B(uuuα − ddd) (41)

方程 (41) 的轨迹可表示为

eee(t) = ΦΦΦ(ttt, 0)eee(0) +

∫ T

0

ΦΦΦ(t, τ)BUUU2(τ)dτ (42)

其中, UUU2 = Y (x̂)Θ̃ΘΘ−Kcẽee−uuuα +ddd. 由范数不等式及文献 [6]

中的引理 2.2 可得:

‖eee(t)‖ ≤ D1 + (D2 + D3‖Θ̃ΘΘ‖α
2 + D4‖ẽee‖α

2 )
1√
α

(43)

其中, D1 是按指数衰减到零, D2, D3 和 D4 是正数. 从前文

已证 ‖Θ̃ΘΘ‖ 和 ‖ẽee‖ 是一致最终有界并结合上式可知 ‖eee(t)‖ 是
一致最终有界的, 即设计任务 2) 达到. ¤

3.2 控制器仿真

对于前面图 2 的机械系统, 用下面的鲁棒自适应控制器

验证其跟踪效果.

uuu = G−1[−F̂ (x̂xx, Θ̂ΘΘ)−H(yyy) + yyy(2)
r + Kcêee− uuuα] (44)

(a) 系统状态 x1

(a) System state x1

(b) 系统状态 x2

(b) System state x2

(c) 系统状态 x3

(c) System state x3

(d) 系统状态 x4

(d) System state x4

图 5 状态 xxx 与参考输入 yyyr 的跟踪曲线

Fig. 5 Tracking responses of state xxx and reference input yyyr for

output-feedback controller
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其中, Kc = [4 4 0 0; 0 0 4 4], uuuα = −vvv.

若图 2 中的 Ff1 和 Ff2 分别取 Couloumb 和 Couloumb

+Viscous 摩擦模型, 鲁棒自适应模糊输出反馈控制器所形成

的跟踪曲线和参考曲线如图５, 该仿真参考输入信号取 yyyr =

(a) 系统状态 x1

(a) System state x1

(b) 系统状态 x2

(b) System state x2

(c) 系统状态 x3

(c) System state x3

(d) 系统状态 x4

(d) System state x4

图 6 状态 xxx 与参考输入 yyyr 的跟踪曲线

Fig. 6 Tracking responses of state xxx and reference input yyyr for

output-feedback controller

(0.5 sin(t), 0.5 cos(t))T. 图 6 是在 Ff1 和 Ff2 分别取

Stribeck 和 Couloumb+ Viscous 摩擦模型, 该控制器所

形成的跟踪曲线和参考曲线, 该仿真参考输入信号取

yyyr = (sin(t) + sin(0.5), cos(2t) − cos(t))T. 从仿真结果可

以看出, 系统获得了良好的跟踪效果.

注 1. 从现有文献看[7−8], 自适应参数的界都是在

‖ΘΘΘ‖ ≤ MΘΘΘ 情况下给定的, 这对于连续系统是正确的. 但

计算机数值计算 (ODE45) 完全有可能使 ‖ΘΘΘ‖ > MΘΘΘ 的情

况发生, 故在数值计算时应考虑这种情况. 所以本文式 (20)

中的 ‖Θ̂ΘΘ‖ = MΘ̂ 的投影在仿真时应改成 ‖Θ̂ΘΘ‖ ≥ MΘ̂ΘΘ, 其他

保持不变. 考虑到本文参数的实际意义, 这里MΘ̂ΘΘ 的界取为

6
√

15, 仿真时把自适应参数拓展为状态空间的增广.

4 结论

本文针对机械系统中普遍存在的摩擦问题进行了研究,

探讨了多自由度系统在摩擦力是未知的且状态不完全可测的

情况下, 如何用基于状态估计的多个自适应模糊系统在线逼

近非线性摩擦力项. 为了建立基于状态估计的摩擦模糊模型,

本文对摩擦力中的状态变量进行了状态估计, 并用严格正实

和 Lyapunov 理论保证了状态估计误差的一致有界性. 接下

来, 对闭环系统误差的有界性进行了理论分析, 从仿真中可

以看出采用该控制器可以获得良好的跟踪性能. 本文的方法

虽然是以质量 –弹簧 –阻尼对象展开研究的, 但该方法对其

他机械系统 (如机器人等) 也是适用的.
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