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基于激光束匹配和图模型的移动机器人

相对运动估计误差分析

孙作雷 1 茅旭初 2

摘 要 提出激光束匹配问题中移动机器人相对运动估计误差的分析方法. 以概率图模型建模激光点几何特征, 构建链式成

双条件随机场推理激光点关联的边缘概率. 通过对关联配置空间的节点和状态限定, 紧凑采样激光束匹配不确定性概率分布,

并映射于相对运动估计空间, 推理相对运动估计误差. 实验验证了算法的有效性.
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Quantification of Relative Movement Uncertainty Based on Laser Scan

Matching and Graphical Model for Mobile Robot

SUN Zuo-Lei1 MAO Xu-Chu2

Abstract The paper proposes an algorithm to quantify the relative movement uncertainty for mobile robot in laser scan

matching. A number of geometry features are modeled with the probabilistic graphical model. A chain pairwise conditional

random fields are employed to infer the marginal probability of the laser point associations. Furthermore, the uncertainty

distribution is sampled compactly based on the node and state bounding. Then, the sampled uncertainty is mapped

into the relative movement estimation space. Finally, the uncertainty of relative movement is inferred. Experiments

demonstrate the validity of the proposed algorithm.
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近年来, 激光传感器因较高的精度和较强的适
用性被广泛应用于移动机器人导航领域[1−2]. 通过
寻找相邻激光束中激光点关联关系估计当前采样

时刻移动机器人相对上一采样时刻的相对运动, 是
基于激光传感器的机器人定位的主要方案, 称为激
光束匹配 (Scan matching)[1, 3]、激光束配准 (Scan
alignment)或激光束相关 (Scan correlation)[2]. 但
将上述相对运动估计集成于滤波框架时, 例如, 应用
于同时定位和地图构建 (Simultaneous localization
and mapping, SLAM) 问题, 对激光束匹配问题中
相对运动估计误差的定量分析是必需的. 即, 在通
过激光束匹配估计相对运动之后, 再对该估计的不
确定性 (Uncertainty)作出估计. 自从 Lu 等[1] 首次

提出后, 该问题在移动机器人导航领域引起广泛关
注. 前人的研究将激光束匹配问题中相对运动估计
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的误差源归为四类: 1) 传感器测量噪声, 通常使用
各向同性 (Isotropic)或各向非同性 (Non-isotropic)
的似然函数 (Likelihood function)建模该误差源[4];
2) 缺少空间约束的 (Under-constrained) 环境, 在
某一方向缺乏空间约束的情况下运行激光束匹配

会导致特定方向的大误差, 长廊和圆环是典型的缺
少空间约束的环境[5−6]; 3) 算法设计缺陷, 比如, 激
光束匹配的经典算法 — 迭代最近点法 (Iterative
closest point, ICP)优化过程中的局部最小 (Local
minima)引起相对运动估计误差; 4) 激光点错误关
联, 用错误的激光点对应关系估计相对运动, 会引入
估计误差.

估计由激光点错误关联引起的误差是领域内公

认的重点和难点. 前人的研究具有两个特点: 首先,
对机器人相对运动误差的估计大多基于迭代最近点

算法; 其次, 仅以拉普拉斯法及其变种分析由传感器
测量噪声引起的估计误差, 但拉普拉斯法天生就没
有考虑激光点误关联似然, 比如, Bengtsson 等[5] 提

出的 Hessian矩阵法, Pfister等[4] 提出的加权法过

于依赖系统参数的选择, 以及基于粒子采样的离线
法 (Offline)缺乏严密的理论基础[5] 等.
旨在改进传统激光束匹配中相对运动估计误差

推理算法的缺点, 本文基于 Ramos 等[3] 提出的基
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于条件随机场 (Conditional random fields, CRF)
的激光束匹配技术, 采用机器学习的方法构建图模
型 (Graphical model) 概率推理 (Probabilistic in-
ference)过程, 求取参考激光点与新激光点相关联的
边缘概率分布. 并基于此提出限定激光点关联配置
采样空间, 归纳移动机器人相对运动估计的协方差
矩阵, 进而定量分析估计误差. 本文所提出的算法是
对文献 [3] 算法的延伸, 为基于条件随机场的激光束
匹配算法提出了决策质量评价部件.

1 问题描述

激光传感器在移动机器人导航领域的应用通常

基于激光测距原理. 它在时刻 t 的测量值由若干距

离读数构成, 每个读数表征从传感器当前方位到环
境景物表面一个点的距离. 通过极坐标到笛卡尔坐
标的转换, 每一个距离读数都可等效成机器人中心
坐标系下的一个二维点, 即本文所指的激光点. 时
刻 t测量得到的激光束指若干二维激光点序列. 如
图 1 所示, 假设机器人相继途经参考方位 Pref 和新

方位 Pnew 时, 测得两激光束: 参考激光束 Lref 和新

激光束 Lnew. Pnew 和 Pref 间的相对运动 RT 表现

为两方面: 旋转 (Rotation) R和平移 (Translation)
[Tx, Ty]. 而且, Pnew = Pref ⊕ RT , 其中, ⊕表示坐
标系合成.
当机器人的行进速度不太快或传感器采样频率

足够高时, 新激光束中的一些激光点分别与参考激
光束中的一些激光点两两对应于一些相同的物理点.
这种对应关系称为关联. 例如, 图 1 中 L2

ref 和 L1
new

相关联. 在参考激光束中找不到相关联对象的新激
光点称为孤立点 (Outlier), 如图 1 中的 L1

ref . 两激
光束所有激光点关联关系的集合称为激光点关联配

置 (Association configuration). 图 1 中所示的激光
点关联配置可表示为

图 1 基于激光束匹配的移动机器人相对运动估计示意图

Fig. 1 The illustration of relative movement estimating

for mobile robot with laser scan matching

C(Lref , Lnew) ={
L1

ref ↔ O, L2
ref ↔ L1

new, L3
ref ↔ L2

new

}
(1)

其中, O 表示孤立点状态. Lu 等[1] 提出基于相邻

激光束间的激光点关联配置估计机器人的相对运动

RT , 奠定了激光束匹配研究的基础.
错误判断两帧激光束中任一个激光点的关联关

系而维持其余激光点关联不变, 都将生成一种新的
且区别于理想真值的激光点关联配置. 错误的激光
点关联配置对应错误的相对运动解, 相对运动估计
误差随之产生. 图 2 描述了不恰当激光点关联引起
相对运动估计不确定性的原理. 实际应用中, 基于所
推断出的一种激光点关联配置而估计的一组相对运

动解通常并不是真值, 但它来自于一个表征决策质
量的概率分布. 所有可能的激光点关联配置解出的
相对运动解可在三维空间中近似为高斯分布. 使用
机器学习的方法推理该估计不确定性概率分布的协

方差矩阵是本文要解决的问题.1

图 2 激光点误匹配引起相对运动估计误差示意图

Fig. 2 The illustration of relative movement estimating

uncertainty caused by improper laser point association

2 系统建模

2.1 条件随机场建模

条件随机场是差别 (Discriminative)概率框架,
通常以无向图模型 (Undirected graphical model)
构建. 近年来, 它在语音、文字识别等序列数据分类
领域得到广泛的应用[7]. 在条件随机场中, 待推理的
对象向量 xxx全局条件于观测量 zzz. 这避免了建模观
测量间关系的复杂性, 更适于数据在空间和时间上
具有较大相关性的应用.
本文使用成双条件随机场 (Pairwise CRF). 它

只包含两种势函数: 局部势 (Local potential) 和配

1为便于可视化, 图 2 将不确定性分布描述为二维, 且仅呈现了 54 种

激光点关联配置中的 10种.
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对势 (Pairwise potential). 激光束为时间与空间上
彼此相邻的若干激光点的序列, 激光点之间基于几
何特性相关. 据此, 使用链式图 (Chain graph)构建
条件随机场. 如图 3 所示, 将参考激光束和新激光
束所包含激光点作为观测量 zzz. {L1

ref, L2
ref, L3

ref, · · · ,
LN

ref} 表示参考激光束中的 N 个激光点. 它们各自
可能的关联状态映射为条件随机场节点的隐状态.
{L1

new, L2
new, L3

new, · · · , LM
new} 表示新激光束中的M

个激光点. 条件随机场图中的任一节点 xi 都对应了

M + 1种状态的似然. 例如, xi 的状态 1表示 xi 所

对应的参考激光点 Li
ref 与新激光点 L1

new 关联的似

然. xi 状态 2表示 Li
ref 与新激光点 L2

new 关联的似

然, 依次类推, 状态M + 1表示 Li
ref 在新激光束中

找不到关联激光点的似然, 即, Li
ref是孤立点的似然.

图 3 本文所构建的链式成双条件随机场图

Fig. 3 The chain pairwise CRF graph constructed in

this paper

求取两相邻激光束激光点关联配置的问题等效

为推理条件概率 p(xxx|zzz). 即, 条件于两相邻激光束的
激光点, 条件随机场中的每个节点所对应的参考激
光点隶属不同状态的概率. 这里的状态指示它与新
激光点的关联关系. 本文的成双条件随机场可表述
为

p(xxx|zzz) =
1

Z(zzz)

∏
i∈V

φl(xi)
∏

(i,j)∈E
φp(xi, xj) (2)

其中, Z(zzz) 是分割函数 (Partition function), 局部
势 φl(xi) 的含义是节点 xi 基于观测量判断自身隶

属不同状态的概率. 本文中, 由于每个节点对应 (M
+ 1)个状态, φl(xi)表现为具有 (M + 1)个元素的
向量, 它的第 j 个元素在推理 Li

ref 与 Lj
new 关联概率

中发挥作用; 配对势保证节点推理间的全局一致性.
每个配对势 φp(xi, xj)对应连接节点 xi 和 xj 的边,
它将 xi 对自身隶属不同状态的推理转换为 xi 对此

的理解, 反之亦然. 因此, 本文中的配对势为 (M +
1)× (M + 1)的矩阵[8]. 局部势和配对势可表示为

φl(xi) = exp (wwwl · fff l(zzz,xi)) (3)

φp(xi, xj) = exp
(
wwwp · fffp(zzz,xi, xj)

)
(4)

其中, fff l 和 fffp 分别为局部特征函数和配对特征函

数. 相应地, wwwl 和 wwwp 为最大伪似然 (Maximum
pseudo-likelihood, MPL)[3] 学习得到的这两种特征
函数的权重.

2.2 特征建模

2.2.1 局部特征

局部特征建模为式 (3) 中的 fff l. 本文的局部特
征包含两类: Boosting特征和 ICP 关联特征.

Boosting 特征包含数据 Boosting 和孤立点
Boosting. 本文使用文献 [3] 中的方法建模. 首
先, 遍历计算参考激光束中每个点与新激光束中所
有激光点的四种基础几何特征: 距离、角、测地线
和辐射; 然后, 将这些基础几何特征输入分类器 Ad-
aBoost; 最后, 将 AdaBoost输出值作为局部特征输
入条件随机场图模型.

ICP 关联特征结合了迭代最近点法在机器人相
对运动不特别大时的优势, 而且, 当机器人装配了里
程计 (Odometry) 时, 它能有效地结合行尾推算数
据. 该特征实质上是先对两激光束运行迭代最近点
法, 然后将求得的激光点关联配置标量投影为局部
特征.

2.2.2 配对特征

配对特征建模为式 (4) 中的 fffp. 本文使用三种
配对特征:

1) 配对序列: 它是一系列主对角线向上偏移的
单位矩阵 (大小均为M×M),例如,当非零的对角线
向上偏移 1时, 表征了如下关系: 如果 Li

ref → Lj
new,

那么 Li+1
ref → Lj+1

new.
2) 配对孤立点: 该特征描述了孤立点在关联状

态转换中的变换.分三种情况: 当 Li
ref 9 O时, Li+1

ref

9 O, 使用一个M × 1的向量建模, 称为孤立点列
特征 (Outlier column); 当 Li

ref → O时, Li+1
ref 9 O,

使用一个 1 × M 的向量建模, 称为孤立点行特征
(Outlier row); 当 Li

ref → O 时, Li+1
ref → O, 使用一

个标量建模, 称为孤立点角特征 (Outlier corner).
这里, 符号9代表不关联. 配对序列特征、孤立点
列特征、孤立点行特征和孤立点角特征可拼接为 (M
+ 1)× (M + 1)的向量.

3) 配对距离: xi 与 xi+1 间的该类配对特征计

算如下: 将 Li
ref 和 Li+1

ref 之间的欧氏距离与新激光束

中通过遍历求得的所有两两激光点间的欧氏距离相

比较, 差值组成 (M + 1)× (M + 1)的向量.
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3 激光点关联边缘概率推理

3.1 和积推理

本文使用基于置信传播 (Belief propagation,
BP) 的和积 (Sum-product) 算法[8] 推理单个节点

xi 的边缘概率, 为定量分析相对运动估计误差提供
概率依据. 置信传播算法用图模型节点相互传递概
率消息 (Message) 实现概率边缘化. 节点 xi 传递给

相邻节点 xj 的消息 mij 表征了 xi 基于自身状态推

理出的 xj 的状态:

mij(xj) =
∑
xi

(φl(xi)φp(xi, xj)mki(xi)) (5)

其中, 节点 xi 在链式条件随机场中具有两个相邻节

点, 分别为 xj 和 xk. 和积算法中消息的构建利用了
累加操作的分布法则, 将累加与相乘操作交换, 从而
提高了算法效率[8]. 选定处于链式条件随机场一端
的节点为根节点 (Root), 处于另一端的节点为叶节
点 (Leave). 依据式 (5), 先按从叶节点到根节点的
顺序, 依次传递消息至根节点, 再逆向传递消息至叶
节点. 节点 xi 对于整个观测量集 zzz 的条件概率通过

下式求得:

p(xi|zzz) ∝ φl(xi)
∏

j∈N (i)

mji(xi) (6)

即, 一个节点的边缘概率是该节点的局部势及所有
相邻节点传向该节点的消息的乘积.

3.2 推理概率表

和积推理求得的每个节点的边缘条件概率对应

参考激光束 (包含 N 个激光点) 中每个激光点 Li
ref

与新激光束中所有 M 个激光点及孤立点状态相关

联的概率. 它表征为一个N × (M + 1)的矩阵 P, 称
为推理概率表 (Inference probability table, IPT).
图 4 是推理概率表的示例2. P的一列表征了参考激
光束中一个点的所有可能关联状态的概率. 例如, P
的第 1 列的前四个元素分别表征参考激光束的第一
个激光点与新激光束中第 1、2、3、4 个激光点关联
的概率; 第 5 个元素代表它为孤立点的概率. 此外,
推理概率表的列对应条件随机场中的节点, 行对应
不同节点的状态. 图 5 是两个真实激光束通过条件
随机场推理而得的推理概率表的三维可视化实例3.
理想状况下,推理概率表中对应参考激光点Li

ref

的一列仅有一个元素值为 1, 其他元素均为 0, 这表
征条件随机场对 Li

ref 关联状态的推理有百分之百的

确定性. 当两个激光束的采样方位很接近, 测量噪声
很小, 激光点的几何特征很明确时, 推理概率表的元

2假设参考激光束和新激光束中均包含 4个激光点.
3两激光束均包含 240个激光点.

素值分布无限接近理想状况. 实际应用中理想假设
难以具备, 但具有最大值的元素的索引仍指示新激
光束中最有可能与 Li

ref 相关联的激光点索引. 这可
构成激光束匹配中可能性最大的一种激光点关联配

置, 而其他非零元素源自条件随机场对 Li
ref 关联状

态推理过程的不确定性. 本文基于推理概率表, 映射
推理的不确定性到机器人相对运动估计空间.

图 4 推理概率表示例

Fig. 4 An example of inference probability table

图 5 推理概率表的三维可视化实例

Fig. 5 A visualization of inference probability

table in 3D view

4 相对运动估计误差分析

推理概率表为从概率层面探求动作估计误差提

供了可能, 但它同样面临 O(N (M+1))的计算复杂度
问题. 本文提出限定激光点关联配置空间, 从以下两
方面实现激光点关联配置的紧凑采样: 有选择地采
样推理概率表的部分列, 即限定条件随机场的节点
空间; 有选择地采样推理概率表部分列中的部分元
素, 即限定条件随机场的状态空间. 观察图 5 可知:
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1) 每个条件随机场节点的可能状态中, 仅少量具有
与最可能状态可比较的推理概率, 其余大多数状态
的推理概率可近似忽略不计. 如图 5 所示, 对应每个
条件随机场节点的一列中, 仅有几个 “高峰”. 2) 不
同节点的最可能状态的推理概率也不相同. 如图 5
所示, 不同节点列中的 “最高峰” 的高度都不同. 3)
不同节点的各自可能状态的推理概率间的差距也各

不相同. 如图 5 中第一个节点列的 “最高峰” 和 “次
高峰” 间的差值与第 240 个节点列中 “最高峰” 和
“次高峰” 间的差值不同.

1) 说明仅基于条件随机场节点的部分状态采样
是可行的; 2) 和 3) 说明条件随机场对于不同节点各
可能状态的推理不确定性是不同的, 这指示各节点
在相对运动估计的不确定性中贡献不同. 使用合适
的尺度, 可采样部分节点来拟合整个节点空间的不
确定性分布. 本文提出的相对运动误差估计算法示
于算法 1. 算法的输入为条件随机场推理得到的推
理概率表 P, 输出为移动机器人相对运动估计的协
方差 ΣRT .

算法 1. 基于推理概率表的相对运动误差估计
1) Input: P
2) (PI,NNN in) ← RemoveOutlier(P)
3) For all N i

in do

4) Hi
in ← ComputeEntropy(PI [:, N

i
in])

5) End for

6) (PII,BBB) ← RankEntropy(PI ,HHH in)

7) (PIII,NNNcom) ← SelectNodes(PII,BBB)

8) For all N i
com do

9) (PIV[:, N i
com],TTT ) ← RankProbability(PIII[:, N

i
com])

10) (PV[:, N i
com],SSScom[:, N i

com]) ←
SelectStates(PIV[:, N i

com],TTT )

11) End for

12) (RT,WWW ) ← SampleLaserPointCorresp −
ondences(PV,NNNcom,SSScom)

13) ΣRT ← ComputeWeightedCovariance(RT,WWW )

14) Return ΣRT

4.1 节点空间限定

如图 5 所示, 一些节点的列中的最大值元素对
应孤立点 (Outlier) 状态, 它们在求解相对运动时
并不发挥作用, 也并不直接引起全局估计的不确定
性[1]. 因此, 将孤立点的列从初始推理概率表 P 移
除, 仅保留可找到关联对象的激光点 (Inlier)对应的
节点集, 并记作NNN in. 如算法 1 的第 2 行所示, 通过
执行 RemoveOutlier, 还可得到整合后的推理概率
表 PI .
熵 (Entropy)常用于测量一个给定概率分布的

信息量. 本质上, 熵表征了一个变量 x的状态空间分

布的紧度 (Compactness). 当 x的所有状态的概率

都相同时, 它的熵具有极小值 0; 相反, 当 x的状态

完全随机时, 它的熵具有最大值. 将推理概率表的每
一列看作一个概率分布并计算相应的熵, 则最小值
在第 3.2 节所述的理想状态下获得, 即节点 xi 与一

个可能状态相关联的概率为 1, 与其余可能状态相关
联的概率全为 0, 此时, 对该节点的推理具有百分之
百的确定性; 相反地, 当一个节点的状态具有相似的
推理概率, 即条件随机场对该节点的概率推理具有
很高的不确定性, 熵具有最大值. 因此, 熵可用来评
估条件随机场对每个节点推理决策的质量. 算法 1
的第 4 行依据下式计算推理概率表中每个节点的熵:

HHHNi
= E

[
log

1
P (SSSNi

)

]
= −E [log P (SSSNi

))] =

−
∑

sj∈SSSNi

P (sj) log P (si)

(7)
其中, SSSNi

表示条件随机场节点Ni的关联状态空间,
即推理概率表中 Ni 对应的列. sj 为包含于 SSSNi

中

的状态.
节点空间限定的核心是以采样部分节点表征整

个节点集的推理不确定性趋势, 这通过算法 1 中的
第 6 行和第 7 行实现, 其中 RankEntropy的步骤如
下:
步骤 1. 将推理概率表 PI 中的列依据节点集

{Nin}中节点的熵从大到小排列. 相应地, PI 演变为

PII.
步骤 2. 计算所有节点熵的全局熵均值和局部

熵均值, 并找到熵值最接近这些熵均值的节点, 将这
些节点连同具有最大熵和最小熵的节点作为 n个基

准点 BBB = {Bi}n
i=1. 这里全局熵均值指用全部节点

的熵求得的均值. 局部熵均值指基于降序排列的节
点的熵, 在一个区间内求得的熵均值. 图 6 显示了多
种局部熵均值, 比如, 接近全局熵均值的节点将全局
区间分为两个子区间: 1) 从最大熵的节点到全局熵
均值节点的区间; 2) 从全局熵均值节点到最小熵节
点的区间. 在这两个区间内可分别计算 1/2局部熵
均值. 依次类推, 可计算 1/4局部熵均值, 1/8局部
熵均值.
算法 1 第 7 行所示的 SelectNodes围绕每个基

准点 Bi 选取 m个节点. 最终, 所选取的 m × n个

节点组成紧凑的节点集, 它们可记为

NNN com =
[{Nk

B1
}m

k=1, {Nk
B2
}m

k=1, · · · , {Nk
Bn
}m

k=1

]
(8)

对应NNN com 提取 PII 中的 m × n个列组成新的

推理概率表 PIII. NNN com 可映射与完整的节点空间相

当的推理不确定性.
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图 6 节点空间限定示意图

Fig. 6 An illustration of the node space bounding

4.2 状态空间限定

如第 3.2 节所述, 推理概率表中的元素表征了
所在列对应节点与每种可能状态相关联的概率. 从
每列任选一个状态, 可组成一种激光点关联配置, 由
每种激光点关联配置可计算一组相对运动解, 将组
成该配置的所有状态的推理概率相乘可得该配置及

其相对运动解的似然. 选取每个节点的具有最大推
理概率的状态可得到最逼近真值的相对运动估计,
并得到最大似然:

Λmax =
∏

Ni∈N

P
(
Smax

Ni

)
(9)

其中, Smax
Ni
表示节点 Ni 关联状态空间中具有最大

推理概率的状态, P (Smax
Ni

)指 Smax
Ni
的推理概率, 即,

推理概率表中节点Ni对应列的最大值元素, NNN 代表

完整的节点空间. 式 (9) 是求解最可能激光点关联
配置的依据, 通过改进式 (9) 可求得其他若干可能
的激光点关联配置. 例如, 选取全部节点的概率最小
的关联状态 Smin

Ni
, 能够构建似然最小的激光点关联

配置, 据此可计算最小似然相对运动解. 本文的状态
空间限定旨在包含每个节点处于不同概率等级的状

态, 以构建处于不同似然等级的激光点关联配置 (见
算法 1 的第 11 行).
算法 1 第 9 行中的 RankProbability将一个节

点的状态按照各自的推理概率降序排列, 然后按照
与 RankEntropy类似的方法, 通过计算推理概率的
全局均值和局部均值确定 g 个基准点 TTT = {Ti}g

i=1.
相应地, 推理概率表 PIII 重构为 PIV, 然后, 围绕各
基准点选取 h个状态, 并最终确定该节点的紧凑状
态集 (见算法 1 第 10 行). 因每个节点均有各自的
关联状态空间, 状态空间限定需对紧凑节点集NNN com

中的节点依次操作, 且所对应的紧凑的节点状态集
SSScom也为 (m× n)× (h× g)矩阵, 对于紧凑节点集

中的一个节点 N i
com, 定义 SSSNi

com
com = SSScom[:, N i

com]4,
即节点 N i

com 的紧凑状态集对应了 SSScom 的一列, 并
记为

SSSNi
com

com =
[
{Sj

T1
}h

j=1, {Sj
T2
}h

j=1, · · · , {Sj
Tg
}h

j=1

]

(10)
状态限定将推理概率表 PIV 演化为 PV.

4.3 激光点关联配置采样

基于紧凑节点集 NNN com 和状态集 SSScom 及相应

演变出的推理概率表 PV, 算法 1 第 12 行的 Sam-
pleLaserPointCorrespondences 采样激光点关联配
置并映射结果到相对运动的解空间. 具体实现步骤
如下:

步骤 1. 重复如下操作 q 次.
步骤 2. 分别从围绕 n个节点基准点的节点子

集 {Nk
Bi
}m

k=1 中选取 n个节点. 即从每个 {Nk
Bi
}m

k=1

子集中都随机地选取一个节点.
步骤 3. 对于选取的 n个节点中的每一个节点,

分别从围绕 g个状态基准点的状态子集 {Sj
Ti
}h

j=1 中

选取 g个状态.
步骤 4. 基于该 n 个节点, 及其各自的 g 个状

态, 构建 gn 个激光点关联配置.
步骤 5. 依据该 n个节点的索引, 从参考激光束

中找出对应的 n个激光点的笛卡尔坐标. 依据步骤
3的结果, 对应每个节点, 从新激光束中找出 g 个激

光点的笛卡尔坐标.
步骤 6. 基于步骤 4 和步骤 5 的结果, 计算 gn

组相对运动解. 每组解 RT = [R, T ] 可通过优化下
式求得:

RT ← arg min
R,T

n∑
i=1

∥∥RLSi
new + T − Li

ref

∥∥ (11)

其中, Si 代表构建一条激光点关联配置时, 为 Li
ref

所对应节点选取的状态, 也是新激光束中激光点的
索引.
步骤 7. 计算每种激光点关联配置的似然, 同时

也是每组相对运动解的似然. 类似于式 (9), 在构建
每条激光点关联配置时, 记录推理概率表 PV 中每个

对应元素的值, 然后将它们相乘便得到要求的似然.
算法 1 第 13 行的 ComputeWeightedCovari-

ance计算相对运动解的加权协方差[9]. 每种激光点
关联配置的似然作为每组相对运动解 RT 的权重.
加权协方差计算为

ΣRT =
1
V

gn∑
i=1

ΛCi
(RT

∣∣
Ci
− µRT )(RT

∣∣
Ci
− µRT )T

(12)
4本文中 A[:, b] 表示矩阵 A 的第 b 列.
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其中

ΛCi
=

∏
SNj

∈Ci

P (SNj
) (13)

V =
gn∑
i=1

ΛCi
(14)

这里, RT |Ci
表示基于激光点关联配置 Ci 计算出的

相对运动解.
采样空间的紧凑度取决于参数 q, g 和 n, 相应

的计算复杂度为 O(q · gn). 参数的选取应参照实际
问题中激光束的有效激光点数目. 本文实验中的激
光束包含 150∼ 361个有效激光点, 选取 5个基准点
构建紧凑节点集, 即 n = 5, 选取 3个基准点构建紧
凑状态集, 即 g = 3, 采样次数 q = 30, 关联配置采
样耗时 0.7 s∼ 0.8 s. 通常地, 状态空间的推理概率
分布比节点空间的熵分布更为紧凑, g的变化比 n的

变化对不确定性估计结果的影响小. n的选择对时

间开销的影响最大, 保持实验中的其他参数不变, n

= 7时, 关联配置采样耗时大于 6 s. 对于本文实验
中的有效激光点规模, O(30 · 35)能最好地平衡开销
与性能.

5 实验

5.1 缺少空间约束环境下的仿真

如本文引言所述, 在缺少空间约束的环境 (如长
廊和圆环环境) 中, 激光束匹配在沿缺少空间约束的
方向上会显现更大的相对运动估计误差. 该特性可
验证激光束匹配误差估计算法的有效性[5−6].
图 7 (a) 是一个理想长廊的仿真环境. 激光传感

器视角为 180◦, 量程为 30m, 每束激光束包含 200
个激光点. 假设长廊墙壁绝对光滑, 则测得的两相
邻激光束在各自的机器人中心坐标系下都呈现为两

条平行的激光点序列[5−6]. 相似度极高的激光点局
部和全局几何特征将使沿 X 方向的激光点关联配

置推理因缺少空间限定而出现无边际 (Unbounded)
的误差, 进而导致 X 方向相对运动估计呈现较大的

不确定性.
基于仿真生成的参考激光束和新激光束中激光

点的笛卡尔坐标, 用本文算法求得相对运动估计的
协方差 ΣRT , 其标准差为 σTx

= 0.0515m, σTy
=

0.0026m, σR = 0.0178◦. X 方向的标准差约为 Y

方向的 20倍. 比较图 7 (b) 和图 7 (c) 所示的不确定
性椭圆沿不同方向的轴的长度可知, 沿长廊的 X 方

向上的相对运动估计误差大于其他方向.
相似地, 在理想圆环环境中 (如图 8 (a)), 参考

激光束和新激光束在各自的传感器中心坐标系下呈

现为形状相似的圆弧形激光点序列, 这种沿圆弧方

向的相似几何特征使激光束匹配算法在对相对旋转

R 估计中产生较大误差[5−6]. 本文所提出的算法求
得相对运动估计的标准差为 σTx

= 0.0543m, σTy
=

0.0335m, σR = 0.2937◦. X 方向的相对运动估计误

差与长廊环境下的仿真相近, 但圆环环境下的旋转
方向的相对运动估计误差约为长廊环境中的 17倍,
旋转方向估计的大误差也导致圆环环境下较大的 Y

方向的相对运动估计误差. 相应地, 从图 8 (b) 和图
8 (c) 可观察到不确定性椭圆上旋转方向的轴长于其
他方向.

由本组仿真可知, 本文提出的算法可捕捉机器
人相对运动估计不确定性的基本特征.

5.2 实地实验

实地实验使用的机器人平台以先锋 (Pioneer)
机器人为主体, 装配了施克 (SICK)室内激光传感器
(如图 9 (a) 所示), 有效量程设定为 3.5m, 可视角为
180◦. 实验地点为如图 9 (b) 所示的办公室长廊. 如
图 9 (c) 所示, 实验中机器人平台沿 A点至 E 点运

动并采集激光束数据. 由本文提出算法推理的机器
人处于五个方位时的相对运动估计的 3-σ 不确定性
椭圆分别以对应方位点为圆心绘于图 9 (c). 相应的
标准差和经典算法—离线法[5] 的结果列于表 1. 基
于采样时刻机器人方位, 将每组激光束的测量值由
机器人中心坐标系转换至全局坐标系, 绘制视野内
景物的轮廓[2], 示于图 9 (c).
当机器人运动至 A点处, 传感器视野内的空间

限定完全来自长廊的两面墙壁, 近似为长廊环境, 如
表 1所示, 使用本文算法推理的 X 方向相对运动的

标准差是 Y 方向的 2.5倍, 而传统的离线法的估计
结果却近似为等方的 (Isotropic), 即 X 方向上的估

计误差近似与 Y 方向上相等. 图 9 (c) 所示 A点处

本文方法估计误差的 3-σ不确定性椭圆X 方向的轴

明显长于 Y 方向的轴. 当机器人运动至 B 点处时,
传感器的视野内出现一扇打开的门, 为 X 方向的运

动估计提供了一定的空间限定, 且缺少了少量 Y 方

向的空间限定, 这引起相对运动沿 X 方向的估计标

准差增大, 而 Y 方向的估计标准差减小, 但 X 方向

的估计不确定性依然大于 Y 方向. 离线法此时的估
计结果却与此相反. 当机器人运行至 C 点处时, 传
感器的视野中又呈现为接近理想的长廊环境, X 方

向估计的不确定性再次增大, 且仍大于 Y 方向估计

的不确定性. 离线法同样捕捉到了这点. 当机器人
运行至 D点和 E 点处时, 长廊尽头墙壁为相对运动
估计提供了 X 方向的空间约束, 因此, X 方向的估

计误差持续变小, 当机器人处于 E 点时距提供空间

约束的墙壁比处于 D点时近, 所以 E 点处相对运动

在X和Y 方向的估计误差都小于D点, 但在这两点
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(a) (b) (c)

图 7 基于长廊环境的激光束匹配仿真 ((a)仿真场景; (b)相对运动估计在 X 和 Y 方向上的 3-σ不确定性椭圆;

(c)相对运动估计在 X 和旋转方向上的 3-σ不确定性椭圆)

Fig. 7 The scan matching simulation in corridor environment ((a) The simulation scenario;

(b) 3-σ uncertainty ellipse of X-Y ; (c) 3-σ uncertainty ellipse of X-rotation)

(a) (b) (c)

图 8 基于圆环环境的激光束匹配仿真 ((a)仿真场景; (b)相对运动估计在 X 和旋转方向上的 3-σ不确定性椭圆;

(c)相对运动估计在 Y 和旋转方向上的 3-σ不确定性椭圆)

Fig. 8 The scan matching simulation in circular environment ((a) The simulation scenario;

(b) 3-σ uncertainty ellipse of X-rotation; (c) 3-σ uncertainty ellipse of Y -rotation)

(a) (b) (c)

图 9 室内移动机器人激光束匹配实验 ((a)采集数据的机器人平台; (b)实验环境;

(c)相对运动估计 3-σ不确定性椭圆及激光粒子地图)

Fig. 9 The scan matching experiment with indoor robot ((a) The robot platform employed in the experiment;

(b) Experiment environment; (c) The 3-σ uncertainty ellipses and the laser map)

表 1 室内实验中移动机器人相对运动估计的标准差

Table 1 The standard deviations of mobile robot′s relative movement estimation in the indoor experiment

机器人方位点 本文方法的 σTx (m) 本文方法的 σTy (m) 离线法的 σTx (m) 离线法的 σTy (m)

A 0.213 0.083 0.182 0.171

B 0.178 0.112 0.161 0.176

C 0.197 0.104 0.229 0.193

D 0.166 0.113 0.149 0.175

E 0.120 0.098 0.166 0.213
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上 Y 方向的估计误差依然大于 X 方向的估计误差.
如图 9 (c) 和表 1 所示, 本文提出的方法可以捕捉到
这种变化趋势, 但离线法却得到了相反的结果.

实地实验进一步验证了本文所提出算法在真实

室内环境下的有效性, 所推理得到的机器人相对运
动估计误差较传统算法更合理.

6 结论

本文基于图模型推理激光束匹配中激光点误关

联引起的移动机器人相对运动估计误差. 以表征激
光点关联边缘概率的推理概率表为依据, 通过评估
推理概率及其熵, 紧凑地选取节点集和状态集, 在有
限的计算复杂度内构建算法. 与传统方法相比, 本文
算法有完善的概率基础, 并具有更好的性能.
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