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一类输出饱和系统的学习控制算法研究

张玉东 1 方勇纯 1

摘 要 传感器饱和是控制系统中较为常见的一种物理约束. 本文针对一类含饱和输出的受限系统, 提出了两种学习控制算

法. 具体而言, 首先, 对于重复运行的被控系统, 设计了开环 P 型迭代学习控制器, 实现在有限时间区间内对期望轨迹的完全

跟踪, 并在 λ 范数意义下分析了算法的收敛性, 给出了含饱和输出的迭代学习控制系统的收敛条件. 进而, 针对期望轨迹为周

期信号的被控系统, 提出了闭环 P 型重复学习控制算法, 并分析了这类系统的收敛性条件. 最后, 通过一个仿真实例验证了本

文所提算法的有效性.
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Learning Control for Systems with Saturated Output

ZHANG Yu-Dong1 FANG Yong-Chun1

Abstract Sensor saturation is a common physical constraint in control systems. Two learning control algorithms are

proposed in this research for a class of linear systems with saturated output. Specifically, an open-loop P-type iterative

learning controller is first designed for repetitive operating systems to ensure entire tracking in limited interval, and the

convergence condition is derived by employing λ norm analysis. Furthermore, for controlled systems with periodic desired

trajectory, the asymptotic tracking condition of closed-loop P-type repetitive learning control technique is deduced as well.

Finally, the simulation results show the effectiveness of the proposed algorithms.
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在实际控制系统中, 执行器或传感器往往存在
着一定的非线性约束, 如饱和、死区、迟滞、间隙等.
如果在设计控制器时不对其加以考虑, 则将会严重
影响所设计控制算法的性能[1]. 其中, 饱和问题又因
其普遍性, 一直是控制领域研究的热点[2].

围绕控制系统的饱和问题, 研究人员先后提出
了多种控制方法. 如在早期研究中, 将执行器饱和作
为最优控制器的约束, 通过求解约束情况下的最优
控制输入以实现较好的控制性能[3]. 在此基础上, 一
些研究者将模型预测控制应用于饱和控制系统, 并
证明了系统的稳定性[4−5]. 近年来, 抗饱和法 (Anti-
windup) 也被广泛用于饱和系统[6−7]. 与其他控制
算法的设计思路不同, 该方法是在常规控制器的基
础之上, 通过引入新的控制输入来抑制饱和非线性
的影响. 总之, 针对执行器饱和的研究大多集中在如
何尽量减少性能的下降, 抑制扰动, 以及扩大闭环系
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统的吸引域等方面, 已取得许多卓有成效的解决方
案[8]. 但对于传感器饱和而言, 由于其不可控性, 使
得控制算法的设计难度更大[9]. 特别是当系统初始
条件使传感器饱和时, 则很难通过控制算法来解决
饱和问题. 因此, 当前针对传感器存在饱和约束的研
究仍处于探索阶段, 尚未取得一致性成果.
学习控制[10] 自被提出以来, 已被广泛应用于各

种控制系统, 如机械手臂[11]、硬盘驱动[12]、原子力

显微镜[13] 等,其详细进展可参看相关综述[14−15]. 与
自适应控制、神经网络等其他学习类算法不同, 学习
控制针对具有重复运行特性或周期性环节的被控系

统, 通过直接修正控制信号来提升系统性能. 而且学
习控制具有对模型信息要求低, 控制器结构简单等
优点, 因此特别适合于含有强非线性和不确定环节
的对象. 基于此考虑, 若能把学习控制用于含饱和非
线性约束的系统将有望获得理想的控制效果. 实际
上, 近年来已陆续出现了一些针对执行器饱和的学
习控制算法. 如 Xu 等借助复合能量函数, 分别分析
了单输入单输出及多输入多输出系统 P 型迭代学习
算法的收敛性[16]. 进一步, 该研究小组在假定中间
信号可测的情况下, 设计了一种双环学习律同时对
系统未知动态及输入静态非线性进行学习, 解决了
一类输入饱和的控制问题[17]. 而考虑到最优控制在
处理输入饱和约束问题上的优势, Lee 等率先研究
了二次性能指标下, 含约束系统的最优迭代学习控



1期 张玉东等: 一类输出饱和系统的学习控制算法研究 93

制算法[18]. 在此基础上, Mishra 等从实际编程实现
角度出发, 将有约束下迭代优化的思想用于最优输
入信号的辨识, 并通过实验验证了算法的有效性[19].
然而如前所言, 由于传感器饱和问题的新特性, 难
以将上述方法用于处理含输出饱和约束的被控系统.
特别是当系统初值使得输出发生饱和时, 无法将该
输出饱和作为约束用于输入信号设计, 而只能将测
量值用于反馈, 此时很难获得满意的控制效果.
基于以上分析, 本文针对一类存在传感器饱和

约束的线性系统, 设计了迭代学习控制与重复学习
控制算法. 在对包括比例型、微分型、最优学习律等
多种学习控制算法的收敛性进行分析, 并考虑对饱
和项的处理方法后, 确定采用比例型学习律对两种
被控过程的控制算法进行设计. 通过采用对角矩阵
法处理饱和项, 在 λ 范数意义下, 给出了两种算法收
敛的充分条件. 经过严格分析可以证明, 在输出饱和
情况下, 迭代学习控制可使系统输出在有限时间区
间内完全跟踪期望轨迹, 而重复学习控制则可保证
系统输出渐近跟踪周期性期望轨迹. 并通过仿真实
例对所提出的学习控制算法进行了验证.

论文其他部分组织如下: 第 1 节对本文所研究
的系统进行了描述, 并给出了一些合理性假设; 第 2
节和第 3 节分别设计了迭代学习控制与重复学习控
制算法, 对其收敛性条件进行了分析; 第 4 节通过一
个仿真实例对所设计的算法进行检验; 第 5 节给出
了本文的结论.

1 问题描述

考虑如下输出饱和多输入多输出 (Multiple-
input multiple-output, MIMO) 线性系统:

ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t)

yyy(t) = Cxxx(t) + Duuu(t)

zzz(t) = satyyy0(yyy(t)) (1)

式中, xxx(t) ∈ Rn,uuu(t) ∈ Rr, yyy(t) ∈ Rm, zzz(t) ∈ Rm

分别表示系统的状态量、控制量、被调输出以及测

量输出. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r, C ∈ Rm×n, D ∈
Rm×r 为系统参数矩阵. yyy0 = [y01, · · · , y0m]T ∈
Rm+ 为饱和函数阈值, 饱和函数定义如下:

zi(t) = saty0i
(yi(t)) =




−y0i, yi(t) ≤ −y0i

yi(t), −y0i < yi(t) < y0i

y0i, yi(t) ≥ y0i

(2)

其中, yi(t), zi(t) 分别表示 yyy(t), zzz(t) 的第 i 个分量,
i = 1, · · · ,m.

对式 (1) 所描述的输出饱和系统, 控制目标为

通过设计合理的控制器充分利用测量输出 zzz(t), 使
系统输出跟踪期望轨迹 yyyd(t). 为此, 定义跟踪误差
eee(t) ∈ Rm 为

eee(t) = yyyd(t)− yyy(t) (3)

由于存在输出饱和约束, 实际测量误差为

eee′(t) = yyyd(t)− zzz(t) (4)

经过简单推导, 可得出

eee′(t) = satyyyd(t)±yyy0(eee(t)) (5)

式中, yyyd(t)± yyy0 分别表示饱和函数的上界与下界.
为便于分析后面控制算法的收敛性, 给出如下

合理性假设:
假设 1. 存在函数 xxxd(t),uuud(t) 使得下式成立:

ẋxxd(t) = Axxxd(t) + Buuud(t)

yyyd(t) = Cxxxd(t) + Duuud(t) (6)

假设 2. 系统期望输出 yyyd(t) 处于可测量范围
内, 即 max(|ydi(t)|) < y0i, i = 1, · · · ,m. 由此可得
出如下结论:

0 ≤ eee′(t)Teee(t) ≤ eee(t)Teee(t) (7)

2 迭代学习控制器设计

本节针对式 (1) 所描述的输出饱和线性系统在
时间区间 [0, T ] 内重复运行的情况, 设计了一种迭
代学习控制算法, 使得当迭代次数趋于无穷时, 实现
系统输出在有限时间区间内完全跟踪期望轨迹.
为此, 首先定义如下信号: xxxk(t), uuuk(t), yyyk(t),

zzzk(t) 分别表示第 k 次运行时系统的状态量、控制

量、被调输出以及测量输出. 相应地, eeek(t), eee′k(t)
表示第 k 次运行时的输出误差及测量误差, k =
1, 2, · · · .
针对以上控制目标, 我们设计如下学习控制算

法:
uuuk+1(t) = uuuk(t) + L1eee

′
k(t) (8)

式中, L1 ∈ Rr×m 表示学习控制增益矩阵.
为证明该学习算法的收敛性, 首先给出如下引

理.
引理 1. 对于矩阵 P ∈ Rn×n, Q =

diag{q1, · · · , qn}, 0 < qi ≤ 1, i = 1, · · · , n, 若
‖I − P‖1 < 1 成立, 其中, I 表示 n 维单位矩阵, 则
‖I − PQ‖1 < 1 成立.
证明. 由已知条件可得:

‖I − P‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|U(j − i)− pij| < 1 (9)



94 自 动 化 学 报 37卷

其中, U(j − i) 定义如下:

U(j − i) =

{
1, j − i = 0
0, j − i 6= 0

由该定义可将矩阵 I − PQ 的 1 范数表示为

‖I − PQ‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|U(j − i)− qjpij| (10)

任取矩阵 (I −PQ) 第 j (1 ≤ j ≤ n) 列绝对值求和,
可表示为 Sj:

Sj = |1− qjpjj|+ qjwj (11)

式中, wj =
∑n

i=1 |pij| − |pjj| > 0. 由式 (9) 可知

|1− pjj|+ wj < 1 (12)

由上式可推知 0 < pjj < 2, 下面对 pjj 分情况进行

讨论:
情况 1. 当 0 < pjj ≤ 1 时, 由式 (12) 可知,

1− pjj + wj < 1, 即 pjj − wj > 0, 则

Sj = 1− qjpjj + qjwj =

1− qj(pjj − wj) < 1 (13)

情况 2. 当 1 < pjj < 2 时, 由式 (12) 可
知, pjj − 1 + wj < 1, 即 pjj + wj < 2, 进而对
0 < qjpjj < 2 进行分类讨论.

1) 若 qjpjj ≥ 1, 则

Sj = qjpjj − 1 + qjwj =

qj(pjj + wj)− 1 < 1 (14)

2) 若 0 < qjpjj < 1, 则

Sj = 1− qjpjj + qjwj <

1− qjpjj + qj(2− pjj) =

1− 2qj(pjj − 1) < 1 (15)

综上可得, 对于任意的 j = 1, · · · , n, 有 Sj < 1, 可
得

‖I − PQ‖1 = max
1≤j≤n

Sj < 1 (16)

从而引理 1 得证. ¤
在引理 1 的基础上, 给出如下定理来说明学习

算法 (8) 收敛的充分条件.
定理 1. 对于由式 (1) 所描述的输出饱和线性

系统, 在满足假设 1 和 2 的条件下, 若系统每次迭
代运行的初始状态一致, 即 xxxk(0) = xxx0, xxx0 ∈ Rn,
且学习控制增益矩阵 L1 满足 ||I −DL1||1 < 1, 则
学习控制律 (8) 可使得系统在时间区间 [0, T ] 上,
eeek(t) → 000 (k →∞).

证明. 为便于分析,首先将 eee′k(t)表示为 eee′k(t) =
Γk(t)eeek(t), 其中 Γk(t) = diag{γk1, · · · , γkm} 对角
阵, 且对角阵元素表示为

γki(t) =





ydi(t)− y0i

eki(t)
, eki < ydi − y0i

1, ydi−y0i≤eki≤ydi+y0i

ydi(t) + y0i

eki(t)
, eki > ydi + y0i

由假设 2 易知, 0 < γki(t) ≤ 1, 1 ≤ i ≤ m.
在控制量 uuuk+1(t) 作用下, 系统 (1) 的解可表示

为

xxxk+1(t)= eAtxxxk+1(0)+
∫ t

0

eA(t−τ)Buuuk+1(τ)dτ =

xxxk(t) +
∫ t

0

eA(t−τ)BL1eee
′
k(τ)dτ (17)

进而可推出

eeek+1(t) = eeek(t)− (yyyk+1(t)− yyyk(t)) =

(I −DL1Γk(t))eeek(t)−∫ t

0

CeA(t−τ)BL1Γkeeekdτ (18)

对上式两边取 1 范数得

‖eeek+1‖1 ≤ ‖I −DL1Γk(t)‖1 · ‖eeek(t)‖1 +∫ t

0

‖CeA(t−τ)BL1Γk‖1 · ‖eeek‖1dτ ≤
‖I −DL1Γk(t)‖1 · ‖eeek(t)‖1 +

b0

∫ t

0

‖eeek(τ)‖1dτ (19)

其中, b0 = supt∈[0,T ] ‖CeAtBL1‖1. 将上式左右两端
同时乘以 e−λt, 并求其 λ 范数得

‖eeek+1(t)‖λ ≤ max
t∈[0,T ]

(‖I −DL1Γk(t)‖1) · ‖eeek(t)‖λ +

b0

1− e−λT

λ
‖eeek(t)‖λ (20)

式中, 向量函数 fff : [0, T ] → Rn 的 λ 范数定义如

下[20]

‖fff‖λ = sup
t∈[0,T ]

{e−λt‖fff‖}, λ > 0 (21)

其中, ‖ · ‖ 为 Rn 上的一种范数, 本文中为向量
的 1 范数. 由式 (20) 可知, 若 maxt∈[0,T ](‖I −
DL1Γk(t)‖1) < 1, 则当 λ 取足够大时, 可推出

max
t∈[0,T ]

(‖I −DL1Γk(t)‖1) + b0

1− e−λT

λ
< 1 (22)
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因此可得

lim
k→∞

‖eeek(t)‖λ = 0 (23)

进而由

sup
t∈[0,T ]

‖eeek(t)‖1 ≤ eλT‖eeek(t)‖λ (24)

可推出

lim
k→∞

sup
t∈[0,T ]

‖eeek(t)‖1 = 0 (25)

从而得出系统跟踪误差趋于 000 的结论. 由以上分析
可以看出, 若在控制过程中, 误差信号始终有界, 即
存在 δ > 0 满足:

0 < δ ≤ min
t∈[0,T ],i∈[1,m]

(γki(t)) (26)

则由条件 ‖I − DL1‖1 < 1, 通过引理 1, 可得出
‖I−DL1Γk(t)‖1 < 1, t ∈ [0, T ], 因此可保证式 (26)
成立.

下面我们考察一下 γki(t) 在迭代过程中是否满
足以上有界要求. 系统在第一次运行时, uuu1(t) = 000,
则易知在时间 t ∈ [0, T ] 内, 存在M1 < ∞ 使得

sup
t∈[0,T ],i∈[1,m]

|y1i(t)| ≤ M1 (27)

由此可推出

sup
t∈[0,T ]

‖eee1(t)‖1 ≤ m
(
M1 + max

t∈[0,T ],i∈[1,m]
(|ydi(t)|

)

此时, 若取

δ1 =
min

i∈[1,m],t∈[0,T ]
(|ydi(t)± y0i|)

max
i∈[1,m],t∈[0,T ]

(|ydi(t)|) + M1

则易知

γ1i(t) ≥ δ1, i = 1, · · · ,m, t ∈ [0, T ]

因而, 式 (22) 要求的收敛条件在第二次迭代时成立,
则有

‖eee2(t)‖λ < ‖eee1(t)‖λ ≤ sup
t∈[0,T ]

‖eee1(t)‖1 (28)

由式 (24) 可知, ‖eee2(t)‖1 有界, 因而存在 δ2 > 0, 使
得 γ2i(t) ≥ δ2, i ∈ [1,m], t ∈ [0, T ] 成立. 以此方法
类推下去, 可以得到

γki(t) ≥ δ2, i ∈ [1,m], t ∈ [0, T ], k = 2, 3, · · ·
(29)

取 δ = min{δ1, δ2}, 则条件 (26) 成立. 因此, 由前
面推导可得出如下收敛性结论

lim
k→∞

eeek(t) = 000, t ∈ [0, T ] (30)

即在迭代域内, 系统误差趋近于 000. ¤
注 1. 以上讨论了输出饱和情况下, P 型学习算

法收敛的充分条件. 而对实际控制系统设计学习控
制增益时, 除了分析其收敛性之外, 还应考虑收敛速
度. 从式 (19) 可以看出, 学习控制算法的收敛速度
与系统的参数矩阵 A,B, C, D, 学习控制增益矩阵
L1, 初始跟踪误差, 首次运行的控制量等均有关系.
而对于矩阵 L1 而言, 则易知 ‖I −DL1‖1 越小, 收
敛速度相应越快. 因此, 设计矩阵 L1 时, 在满足收
敛条件 ‖I −DL1‖1 < 1 的前提下, 应尽量减小该范
数值, 以提高学习控制算法的收敛速度.

3 重复学习控制器设计

本节在上一节研究内容的基础上, 将输出饱和
系统的迭代学习控制推广到重复学习控制, 利用 λ

范数理论, 在时域范围内, 给出了输出饱和情况下,
线性系统的重复学习控制器收敛性的证明.

考虑如下控制目标: 通过设计合理的控制算法,
使得系统 (1) 输出渐近跟踪周期性的期望输出轨迹
yyyd(t):

yyyd(t) = yyyd(t− T ), t ≥ T (31)

其中, T ∈ R+ 为一正常数, 表示 yyyd(t) 的周期.
相应地, 假设 1 中, xxxd(t) = xxxd(t − T ), uuud(t) =
uuud(t− T ), t ≥ T .

针对以上控制目标, 设计如下闭环重复学习控
制器:

uuu(t) = uuu(t− T ) + L2eee
′(t) (32)

式中, L2 ∈ Rr×m 为学习控制增益.
为证明闭环学习律 (32) 的有效性, 首先给出如

下引理.
引理 2. 对于矩阵 P ∈ Rn×n, Q =

diag{q1, · · · , qn}, 0 < qi ≤ 1, i = 1, · · · , n, 若
以下两个条件成立:

1) ‖I + P‖1 > 1;
2) 当 pii < 0 时,

∑n

j=1 |pji| > 2|pii|.
其中, I 表示 n 维单位矩阵, 则 ‖I + PQ‖1 > 1 成
立.
证明. 与引理 1 的证明过程类似, 此略. ¤
进而, 如下定理给出保证学习律 (32) 收敛的充

分条件.
定理 2. 输出饱和线性系统 (1), 在满足假设 1

和 2 的情况下, 若 ‖I + DL2‖1 > 1, ‖eAT‖1 < 1, 而
且当 (DL2)ii < 0 时,

∑m

j=1 |(DL2)ji| > 2|(DL2)ii|,
i ∈ [1,m], 则闭环学习算法 (32) 可使得系统渐近跟
踪周期性期望轨迹, 即

lim
t→∞

eee(t) = 000 (33)
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证明. 同定理 1 的证明过程相似, 将 eee′(t) 表示
为 eee′(t) = Γ(t)eee(t), 其中 Γ(t) 的定义同前面一致.
首先, 将 eee(t) 表示如下:

eee(t) = yyyd(t)− yyy(t) =

yyyd(t)− Cxxx(t)−D(uuu(t− T ) + L2eee
′(t)) =

eee(t− T )−DL2Γ(t)eee(t)−
C(xxx(t)− xxx(t− T )) (34)

进一步, 定义如下信号:

eeen(t) = eee(t + nT ), 0 ≤ t ≤ T, n = 0, 1, · · ·
xxxn(t) = xxx(t + nT ), 0 ≤ t ≤ T, n = 0, 1, · · ·

δxxxn(t) = xxxn(t)− xxxn−1(t) (35)

则式 (34) 可改写为

(I + DL2Γn(t))eeen(t) = eeen−1(t)− Cδxxxn(t) (36)

经过简单数学推导可知

δxxxn(t) = eAtδxxxn(0) +
∫ t

0

eA(t−τ)BL2Γneeen(τ)dτ

(37)
又根据事实 xxxn(0) = xxxn−1(T ), 综合可得如下结果:

(I + DL2Γn(t))eeen(t) =

eeen−1 − CeAtδxxxn(0)−
∫ t

0

CeA(t−τ)BL2Γneeendτ ;

δxxxn(0) = eAT δxxxn−1(0)+
∫ T

0

eA(T−τ)BL2Γn−1eeen−1dτ (38)

对式 (38) 两边取 1 范数, 可得

‖I + DL2Γn(t)‖1‖eeen(t)‖1 ≤

‖eeen−1(t)‖1 + b1

∫ t

0

‖eeen(τ)‖1dτ + b2‖δxxxn(0)‖1;

‖δxxxn(0)‖1 ≤

b3‖δxxxn−1(0)‖1 + b4

∫ T

0

‖eeen−1(τ)‖1dτ (39)

式中

b1 = sup
t∈[0,T ]

‖CeAtBL2‖1

b2 = sup
t∈[0,T ]

‖CeAt‖1

b3 = ‖eAT‖1

b4 = sup
t∈[0,T ]

‖eAtBL2‖1

对上式两边同时乘以 e−λt, 并计算其 λ 范数得

M2‖eeen‖λ − b1ε‖eeen‖λ ≤ ‖eeen−1‖λ + b2‖δxxxn(0)‖λ;

‖δxxxn(0)‖λ ≤ b3‖δxxxn−1(0)‖λ + b4ε‖eeen−1‖λ (40)

式中

ε =
1− e−λT

λ

M2 = inf
γmin≤γi≤1,i∈[1,m]

‖I + DL2Γ‖1

经过整理, 可以推出
[
‖eeen(t)‖λ

‖δxxxn(0)‖λ

]
≤



1+b2b4ε

M2−b1ε

b2b3

M2−b1ε
b4ε b3




[
‖eeen−1(t)‖λ

‖δxxxn−1(0)‖λ

]

(41)
由 离 散 系 统 收 敛 性 条 件 可 知, 当 矩 阵[

1+b2b4ε
M2−b1ε

b2b3
M2−b1ε

b4ε b3

]
的谱半径小于 1 时, 系统收敛

如下:

lim
n→∞

‖eeen(t)‖λ = 0

lim
n→∞

‖δxxxn(0)‖λ = 0

且保证以上信号有界. 进而由 supt∈[0,T ] ‖eeen(t)‖1 ≤
eλT‖eeen(t)‖λ, 可得系统渐近稳定的结论:

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

‖eeen(t)‖1 = 0 (42)

而由已知条件, ‖I + DL2‖1 > 1, ‖eAT‖1 < 1 等, 采
用类似定理 1 中的递推方法, 并利用引理 2, 可知,
当选取足够大的 λ 时, 该条件可保证

ρ







1 + b2b4ε

M2 − b1ε

b2b3

M2 − b1ε
b4ε b3





 < 1

因此, 由前面推导可知系统输出误差渐近趋于 000. ¤

4 仿真实例

本节采用以上所设计的两种学习控制算法, 对
式 (1) 所描述的输出饱和系统进行仿真. 其中, 系统
参数选为

A =

[
−2 −1
−0.5 −2

]
, B =

[
2 1
1 2

]

C =

[
2 1

1.2 2.1

]
, D =

[
0.5 0
0 0.3

]
(43)

输出饱和阈值为

yyy0 = [2 1.5]T
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4.1 迭代学习控制仿真

在迭代学习控制算法仿真中, 期望轨迹设为

yd1(t) = 1.5e0.05t sin(πt)

yd2(t) = 1.2e0.05t sin
(
πt +

π

6

)
(44)

取系统状态初值为 xxx0 = [2, 0.5]T, 系统运行时
间为 5 s, 学习控制增益选为

L1 =

[
0.18 0
0 0.13

]
(45)

图 1 给出了系统两个输出信号的跟踪误差收敛
结果. 图中, 实线表示在输出信号完全可测的情况
下, 采用式 (45) 给出的参数进行迭代学习控制, 得
到的最大跟踪误差收敛曲线. 而虚线和点划线则分
别代表输出信号存在饱和时, 系统的最大跟踪误差
与测量误差. 可以看出, 当传感器可完全测量系统输
出时, 算法 (45) 能实现较好的收敛效果. 当输出存
在饱和约束时, 输出误差无法全部用于反馈, 使得收

(a) y1 最大跟踪误差

(a) Maximum tracking errors of y1

(b) y2 最大跟踪误差

(b) Maximum tracking errors of y2

图 1 迭代学习控制算法收敛结果

Fig. 1 Convergence results of the iterative learning

control algorithm

敛速度有所下降, 但最终仍能收敛到 0, 从而能够实
现在有限时间内, 完全跟踪期望轨迹.

4.2 重复学习控制仿真

让系统 (1) 跟踪如下周期性信号

yd1(t) = 1.5 sin(4πt)

yd2(t) = 1.2 sin(4πt) (46)

系统状态初值设为 xxx0 = [4, 3]T, 闭环学习控制
增益设为

L2 =

[
0.2 0
0 0.15

]
(47)

系统运行 25 s 的仿真结果如图 2 所示, 各条曲
线的定义如前节所述. 从结果可以看出, 在运行初
期, 由于初值作用, 系统输出超出测量范围, 但在式
(47) 作用下, 采用可测量到的饱和输出信号进行反
馈, 最终可使系统渐近跟踪周期性期望输出轨迹.

(a) y1 跟踪结果

(a) Tracking results of y1

(b) y2 跟踪结果

(b) Tracking results of y2

图 2 重复学习控制算法跟踪效果

Fig. 2 Tracking performance of the repetitive learning

control algorithm
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5 结论

本文针对一类含输出饱和约束的控制系统, 设
计了开环 P 型迭代学习与闭环 P 型重复学习控制
算法, 以分别用于重复运行及跟踪周期性轨迹的作
业任务. 通过用对角矩阵法处理饱和项, 在 λ 范数意

义下, 研究了两种算法在存在输出饱和约束下跟踪
误差收敛于零的条件. 文中给出的仿真实例, 验证了
本文结论的正确性.
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