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时滞随机关联系统的群稳定性

施继忠 1, 2 张继业 1 徐晓惠 1

摘 要 在假定激励是参数白噪声的前提下, 基于箱体理论, 研究了无限维时滞随机关联系统中各子系统的内部联系. 利用向

量 Lyapunov 函数法, 研究了无限维时滞随机关联系统的群稳定性, 分别得到了无限维时滞非线性复合随机系统、无限维时滞

弱耦合随机系统, 以及无限维时滞车辆跟随随机系统指数群稳定性的充分条件. 最后给出一个算例, 用以说明定理在实际中便

于应用.
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String Stability of Stochastic Interconnected Systems with Time Delays

SHI Ji-Zhong1, 2 ZHANG Ji-Ye1 XU Xiao-Hui1

Abstract In this paper, the composite stochastic systems with time delays in their low order subsystems are studied

in terms of their interconnecting structure by using the box theory. The excitations are assumed to be parametric white

noises. By using the vector Lyapunov function method, the exponential string stability about the infinite composite

systems with time delays is discussed and the sufficient conditions of exponential string stability for some classes of

nonlinear composite stochastic systems are established. The case of exponential string stability for coupling systems with

time delays and vehicle-following systems with time delays are considered. The given example shows that the theorem is

convenient to be applied in practice.
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在工业实际中, 许多系统的控制问题可转化为
关联系统进行研究. 对于关联系统的研究主要集中
在供电系统的控制[1−2]、分布参数系统的控制[3−4]

以及车辆跟随系统的控制等领域[5−8]. 目前国内外
学者对于有限维关联系统的稳定性进行了大量的研

究, 并取得了许多有意义的结论[1, 9−10]. Chu 在研
究车辆跟随系统的控制时, 提出了无限维关联系统
模型, 并定义了群稳定性概念[11], 给出车辆跟随系
统群稳定的充分条件. 粗略地说, 关联系统的群稳定
性意味着所有系统的状态一致有界. 很多实际问题
中涉及到无限维关联系统的群稳定性. 智能交通系
统是近年来研究的一个热点领域. 自动化公路系统
是智能交通系统的重要组成部分. 在自动化公路系
统中, 为了减少车辆拥挤, 避免公路堵塞, 增加车辆
流容量, 提高公路运行效率和交通安全, 可以对车辆
采取编队运行的控制策略. 伴随着高速公路上车辆
的不断驶入和驶出, 车队中车辆的数目不断变化, 使
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高速公路上车辆的个数难以确定. 所以该系统一般
用无限维关联系统来描述. 最近, Swaroop 等在研
究自动高速公路系统的车辆跟随控制时, 研究了一
类无限维关联系统的 Lyapunov 稳定性, 得到了非
线性弱耦合系统群稳定性的充分条件[12−13]. 但是,
文献 [12−13] 研究关联系统稳定性的方法在解决具
有强耦合的关联系统时有很大的局限性. 张继业等
用向量 V 函数法研究了一类非线性耦合项的无限维
关联系统, 建立了箱体理论, 得到了关联系统渐近群
稳定的充分条件[14], 为非线性控制系统的设计提供
了新的途径, 弥补了文献 [12−13] 中的不足. 但在以
上文献的研究中没有考虑随机因素, 而在实际中存
在许多随机不确定性因素. 例如车辆所运行的环境
和车辆系统本身存在许多随机因素, 在车辆和道路
信号的采集和传输中同样存在随机干扰. 系统的稳
定性是控制器设计的基础, 因此研究无限维随机关
联系统稳定性是有必要的. 近期, Socha 研究了一类
非线性随机关联系统[15], 并得到该系统指数群稳定
性的一个充分条件. 文中用于判定群稳定性的方法
实质上是加权 Lyapunov 函数法, 这种方法在处理
具有强耦合项的随机关联系统时比较困难. 此外, 该
文献没有考虑时间滞后. 由于信息的传输和车辆的
动力学行为对控制指令具有时间滞后, 故时间滞后
在关联系统中是不可避免的[16−17].
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本文利用箱体理论和向量 Lyapunov 函数法,
研究一类无限维时间滞后随机关联系统的指数群稳

定性, 得到了无限维时滞非线性复合随机系统、无限
维时滞弱耦合随机系统, 以及无限维时滞车辆跟随
随机系统指数群稳定性的充分条件. 与文献 [15] 的
结论相比, 本文所得到的参数范围较宽, 在处理具有
强耦合项的关联系统时更为有效. 最后给出了一个
算例.

1 预备知识与引理

1.1 模型描述及符号

考虑非线性自动复合随机系统

dxxxi = fff(xxxi,xxxi−1, · · · ,xxxi−r+1)dt +

qqq(xxxi,xxxi−1, · · · ,xxxi−r+1)dξi (1)

其中, i ∈ N, r 是常数, 且是正整数, t ∈
[t0,+∞), xxxi 是每个子系统的状态, xxxi ∈Rn,xxxi−j ≡
0,∀ i ≤ j, fff(·) = col{f1(·), · · · , fn(·)} 和 qqq(·) =
col{q1(·), · · · , qn(·)} 是非线性向量函数, fff, qqq :
Rn × Rn × · · · × Rn → Rn 使得 fff(0, · · · ,0) =
qqq(0, · · · ,0) = 0. ξi 是定义在概率空间 (Ω, F, P ) 上
的一维标准维纳过程, 其中, Ω 是样本空间, F 是样

本空间子集的 σ 代数, P 是概率测度. 假定对于每
一个 t0 ∈ R+ 和每一个 xxxi

0 ∈ Rn, 方程 (1) 有唯一
解 xxxi(t,$, xi

0, t0), t ≥ t0, xxxi(t0, $, xi
0, t0) = xxxi

0. 解
xxxi(t,$, xi

0, t0) 是依概率 1 绝对连续的随机过程[18].
由于信息的传输和硬件的执行等都需要一定的

时间, 所以关联系统中包含时间滞后是不可避免的.
在式 (1) 中引入滞后项, 得到时滞非线性自治复合
随机系统, 由伊藤方程给出:

dxxxi = fff(xxxi,xxxi−1
t , · · · ,xxxi−r+1

t )dt +

qqq(xxxi,xxxi−1
t , · · · ,xxxi−r+1

t )dξi (2)

其中, i ∈ N, r 是常数, 且是正整数, t ∈
[t0,+∞), xxxi 是每个子系统的状态, xxxi ∈ Rn,xxxi−j =
0,∀i ≤ j, 且 xxxi

t ∈ QH = {xxxi
t ∈ C(−∞, 0] : |xxxi

t| <

H}, xxxi
t(θ) = xxxi(t + θ), θ ∈ (−∞, 0] 表示固定的时

间延迟. 假设系统 (2) 的初始条件为 xxxi(θ) = φφφi(θ),
−∞ < θ ≤ 0, φφφi

在区间 (−∞, 0] 上有界且连续, 并
且假定系统 (2) 满足平衡点的存在性和唯一性条件.
fff 和 qqq 是非线性向量函数,且 fff,qqq : Rn×Rn×· · ·×
Rn → Rn 使得 fff(0, · · · ,0) = qqq(0, · · · ,0) = 0. ξi

是一维标准维纳过程. 假定对于 ∀ t0 ∈ R+ 和

∀xxxi
0 ∈ Rn × QH × · · · × QH , 方程 (2) 有唯一解

xxxi(t,$, xi
0, t0), t ≥ t0, xxxi(t0, $, xi

0, t0) = xxxi
0. 解

xxxi(t,$, xi
0, t0) 是依概率 1 绝对连续的随机过程[18].

方便起见, 假定 t0 = 0.

先定义下面的符号: ∀ p < ∞, |fff i(t)|∞ =
supt≥0 |fff i(t)|, |fff i(θ)|∞ = supθ∈(−∞,0] |fff i(θ)|,
||fff i||p∞ = ||fff i(·)||p∞ = supt≥0 E[|fff i(t)|p],
||fff(θ)||p∞ = supi∈N E[|fff i(θ)|p]. 其中, | · | 表示欧
几里德范数, E(·) 表示期望.
系统 (2) 可看作如下孤立子系统 xi, i ∈ N 的

一个关联系统.

dxxxi = fff(xxxi,0, · · · ,0)dt + qqq(xxxi,0, · · · ,0)dξi (3)

1.2 基本定义

定义 1. 考虑系统 (2), 如果对于任意给定的
ε > 0, 存在 δ > 0, ∀ t > 0 使得

||xxx(θ)||p∞ < δ ⇒ sup
i∈N

||xxxi(t)||p∞ < ε (4)

则称系统 (2) 的平衡点 xxxi = 0, i ∈ N 是 p 平均群

稳定的, 其中 θ ∈ (−∞, 0] 表示固定的时间延迟, 这
里是指常数.
定义 2. 如果系统 (2) 的平衡点 xxxi = 0, i ∈ N

是 p平均群稳定的,且存在正常数Mi 和 αi, ∀ t > 0,
使得

E|xxxi(t)|p < Mie−αit (5)

则称系统 (2) 的平衡点 xxxi = 0, i ∈ N 是指数为 p

的群稳定. 特别地, 当 p = 1 时, 称为指数平均群稳
定, 当 p = 2 时, 称为指数均方群稳定.

1.3 引理

本节运用箱体理论[14] 来证明一个引理.
引理 1. 假定 Vi = Vi(t,xxxi(t)) ≥ 0 (∀ t ≥ 0),

Vi(θ) = Vi(θ,xxxi(θ)) ≥ 0, E[|V (t,xxxi(t))|] < ∞,
i ∈ N 且满足下面的微分不等式:

EL(1)(Vi) ≤ gi(EVi,EVi−1(t− τ1,xxx
i−1(t−τ1)), · · · ,

EV1(t− τi−1,xxx
1(t− τi−1)), t) · {−βi0(EVi)m +

∞∑
j=1

βij[EVi−j(t− τj,xxx
i−j(t− τj))]m +

1
(EVi)m

[
∞∑

j=1

βij(EVi−j(t− τj,xxx
i−j(t− τj)))m]2}

i = 1, 2, · · · (6)

对于 Vi > 0, 有 gi(·) > 0, βi0 > 0, βij ≥ 0;
βij = 0 (j > i); 当 i ≤ j 时, Vi−j = 0, τj ∈ [0,+∞)
为常数, i, j = 1, 2, · · ·; 其中, L(1)(·) 表示与方程 (1)
有关的算子, 定义如下:
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L(1)(·) =
∂(·)
∂t

+
n∑

j=1

∂(·)
∂xi

j

fj(xxxi,xxxi−1, · · · ,xxxi−r+1)+

1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

∂2(·)
∂xi

j∂xi
l

σlj(xxxi,xxxi−1, · · · ,xxxi−r+1)

σlj = ql(xxxi,xxxi−1, · · · ,xxxi−r+1)×
qj(xxxi,xxxi−1, · · · ,xxxi−r+1)

如果存在 EVVV = (EV10,EV20, · · · ), 使得

− βi0(EVi0)m +
∞∑

j=1

βij(EVi−j,0)m +
1

(EVi0)m
×

(
∞∑

j=1

βij(EVi−j,0)m)2 < 0, i = 1, 2, · · · (7)

且 infi{EVi0} = α > 0, supi{EVi0} = β > 0, 则
∀ ε > 0, ∃ δ > 0, 使得

||V (θ)||∞ < δ ⇒ supi∈N ||Vi(·)||∞ < ε (8)

证明. 引入集合 γ = {z(l) : zi = lEVi0, l >

0, i = 1, 2, · · · }, Ω(z) = {u : 0 ≤ u ≤ z, z ∈ γ}.
对于任意给定的 ε > 0, 存在 l0 > 0 满足 ε =
supi{l0EVi0}. 取 δ = infi{l0EVi0}, 令 O = {u :
ui = l0EVi0, uj ≤ l0EVj0, j 6= i, i, j = 1, 2, · · · }. 显
然, O ⊂ Ω(z(l0)). 若 ||V (θ)||∞ < δ, 则 EV (θ) ∈
Ω(z(l0)) 且 EV (θ) /∈ O. 下面证明, 当 t > 0 时,
supi∈N ||Vi||∞ < ε. 用反证法. 假定存在某一时刻
t0 > 0, 使得 supi ||Vi(t0,xxxi(t0))||∞ = ε, 则存在某
时刻 t1 ∈ [0, t0] 和某个 i 使得 EVi(t1,xxxi(t1)) ∈ O,
即 EVi(t1,xxxi(t1)) = l0EVi0, EVj(t,xxxj(t)) ≤ l0EVj0,
t ∈ (−∞, t1], j = 1, 2, · · ·, j 6= i. 这就意味

着在 t = t1 时, 有 dE(Vi(t1,xxxi(t1)))

dt
≥ 0, 从而有

E[dVi(t1,xxxi(t1))

dt
] ≥ 0, 可是, 根据式 (6) 得到

EL(1)(Vi(t1,xxxi(t1))) ≤ gi(EVi(t1,xxxi(t1)),

EVi−1(t1 − τ1,xxx
i−1(t1 − τ1)), · · · ,EV1(t1 − τi−1,

xxx1(t1 − τi−1)), t1){−βi0E[Vi(t1,xxxi(t1)]m +
∞∑

j=1

βij[EVi−j(t1 − τj,xxx
i−1(t1 − τj))]m +

1
[EVi(t1,xxxi(t1))]m

×

[
∞∑

j=1

βij(EVi−j(t1 − τj,xxx
i−1(t1 − τj)))m]2} ≤

gi(·){−βi0[EVi(t1,xxxi(t1))]m +
∞∑

j=1

βij sup
θ∈(−∞,t1]

[EVi−j(θ,xxxi−j(θ))]m +

1
[EVi(t1,xxxi(t1))]m

[
∞∑

j=1

βij×

sup
θ∈(−∞,t1]

(EVi−j(θ,xxxi−j(θ)))m]2} (9)

再由 gi(·) > 0, 式 (7) 和式 (9) 推得

EL(1)(Vi(t1,xxxi(t1))) ≤ gi(·){−βi0(l0EVi0)m +
∞∑

j=1

βij sup
θ∈(−∞,t1]

[EVi−j(θ,xxxi−j(θ))]m +

1
(l0EVi0)m

[
∞∑

j=1

βij sup
θ∈(−∞,t1]

(EVi−j(θ,xxxi−j(θ)))m]2} ≤

gi(·){−βi0(l0EVi0)m +
∞∑

j=1

βij(l0EVi−j,0)m +

1
(l0EVi0)m

[
∞∑

j=1

βij(l0EVi−j,0)m]2} < 0

结合 E[dV (t1,xxxi(t1))

dt
] = E[L(1)V (t1,xxxi(t1))][18], 得

E[dV (t1,xxxi(t1))

dt
] < 0. 这与 E[dV (t1,xxxi(t1))

dt
] ≥ 0 矛盾,

所以假定不成立. 即不存在某一时刻 t0 > 0, 使得
supi ||Vi(t0)||∞ = ε, 因而 supi ||Vi(t0)||∞ < ε. 因此
对于任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得 ||V (θ)||∞ < δ ⇒
supi ||Vi(t)||∞ < ε. ¤

2 主要结果

2.1 无限维时滞非线性复合随机系统的群稳定性

下面运用引理 1 得到无限维时滞非线性复合随
机系统指数群稳定性的一个判据.

假设 1. 存在正定函数 Vi = V (xxxi(t)), xxxi ∈
Rn, i ∈ N 关于 xi

j 连续二次可微, 且存在正常数
αk, k = 1, 2, · · · , 5 使得下列不等式成立.

α1|xxxi|2 ≤ Vi ≤ α2|xxxi|2 (10)

L(3)Vi ≤ −α3|xxxi|2 (11)

∣∣∣∣
∂Vi

∂xi
j

∣∣∣∣ ≤ α4|xxxi|,
∣∣∣∣

∂2Vi

∂xi
lx

i
j

∣∣∣∣ ≤ α5,
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l, j = 1, 2, · · · , n, i ∈ N (12)

−α−1
2 α3 + nα−1

1 α4

r∑
l=2

kf
l +

1
2
n2α−1

1 ×

α5

[
(

r∑
l=2

kq
l )

2 + 2kq
1

r∑
l=2

kq
l

]
< 0 (13)

假设 2. 存在正常数 kf
l 和 kq

l , l = 1, 2, · · · , r

使得 fff 和 qqq 关于它们的参数满足全局 Lipschitz 条
件:

|fff(yyy1, · · · , yyyr)− fff(zzz1, · · · , zzzr)| ≤
r∑

l=1

kf
l |yyyl − zzzl|

(14)

|qqq(yyy1, · · · , yyyr)− qqq(zzz1, · · · , zzzr)| ≤
r∑

l=1

kq
l |yyyl − zzzl|

(15)

定理 1. 若时滞复合随机系统 (2) 满足假设 1
和假设 2, 则式 (2) 的零解是指数均方群稳定的.
证明. 为了方便起见, 令 Vi = V (t,xxxi(t)), 假设

Wi = eξtVi, ∀ε > 0, ξ 为充分小的正数. 于是有

L(2)Wi = ξeξtVi + eξtL(2)Vi = (16)

ξeξtVi + eξt{L(3)Vi +
n∑

j=1

∂Vi

∂xi
j

[fj(xxxi,xxxi−1
t , · · · ,

xxxi−r+1
t )− fj(xxxi,0, · · · ,0)] +

1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

∂2Vi

∂xi
l∂xi

j

×

[σlj(xxxi,xxxi−1
t , · · · ,xxxi−r+1

t )− σlj(xxxi,000, · · · ,000)]}
令 τj = jτ ∈ [0,+∞) 为常数, j = 1, 2, · · · , i − 1,
由式 (10) ∼ (12), 再使用 Holder 不等式, 得

EL(2)Wi ≤ eξt(EVi)
1
2 {(ξ − α−1

2 α3)(EVi)
1
2 +

nα−1
1

α4

r∑
l=2

[kf
l (EVi−l+1(t− τl−1))

1
2 ] +

1
2
n2α−1

1
α5[(EVi)−

1
2 (

r∑
l=2

kq
l (EVi−l+1(t−

τl−1))
1
2 )2 + 2kq

1

r∑
l=2

kq
l (EVi−l+1(t− τl−1))

1
2 ]} (17)

又因为Wi = eξtVi, 所以有

EL(2)Wi ≤ (EWi)
1
2 {(ξ − α−1

2 α3)(EWi)
1
2 +

nα−1
1 α4

r∑
l=2

kf
l e

1
2 ξτl−1(EWi−l+1(t− τl−1))

1
2 +

1
2
n2α−1

1 α5[(EWi)−
1
2 (

r∑
l=2

kq
l (e

1
2 ξτl−1EWi−l+1×

(t− τl−1))
1
2 )2 + 2kq

1

r∑
l=2

kq
l e

1
2 ξτl−1×

(EWi−l+1(t− τl−1))
1
2 ]} (18)

再根据式 (13) 得, 存在 ξ > 0, 使得

ξ − α−1
2 α3 + nα−1

1 α4

r∑
l=2

kf
l e

1
2 ξτl−1 +

1
2
n2α−1

1 α5 ×



(
r∑

l=2

kq
l e

1
4 ξτl−1

)2

+

2kq
1

r∑
l=2

kq
l e

1
2 ξτl−1

]
< 0 (19)

于是存在 EWi−j,0 = 1, j = 0, 1, · · · , i− 1, 使得

(ξ − α−1
2 α3)(EWi)

1
2 + nα−1

1 α4

r∑
l=2

kf
l e

1
2 ξτl−1×

(EWi−l+1(t− τl−1))
1
2 +

1
2
n2α−1

1 α5[(EWi)−
1
2×

(
r∑

l=2

kq
l (e

1
2 ξτl−1EWi−l+1(t− τl−1))

1
2

)2

+

2kq
1

r∑
l=2

kq
l e

1
2 ξτl−1(EWi−l+1(t− τl−1))

1
2 ] < 0,

i = 1, 2, · · · (20)

根据引理 1 得对于任意的 ε0 > 0, 存在 δ0 > 0, 使得

||W (θ)||∞ < δ0 ⇒ sup
i∈N

||Wi(t)||∞ < ε0 (21)

由 α1 > 0, 存在 ε > 0 和 δ > 0, 满足 ε0 =
α1ε

2, δ0 = α1δ
2, 使得

||xxx(θ)||∞ < δ ⇒ sup
i∈N

||xxxi(t)||∞ < ε (22)

由定义 2 得系统 (2) 是 p 平均群稳定的. 由式 (10)
有

sup
i
|xxxi(t)|2 ≤ α−1

1 (Vi(xxxi)) = α−1
1 Wie−ξt (23)

又 supi ||Wi(t)||∞ < ε0, 于是
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E|xxxi(t)|2 ≤ α−1
1 E(Vi(xxxi)) = α−1

1 E(Wi)e−ξt <

α−1
1 ε0e−ξt

即

E|xxxi(t)|2 < α−1
1 ε0e−ξt (24)

由定义 2 得, 时滞随机系统 (2) 的零解是指数均方
群稳定. ¤

注 1. 文献 [15] 所研究的系统中不含时间滞后,
并且用于判定群稳定性的方法实质上是加权 Lya-
punov 函数法, 但这种方法在处理具有强耦合项的
关联系统时具有一定的局限性. 本文定理 1 的证明
采用的是向量 Lyapunov 函数法, 不仅可以克服上
述困难, 而且所得结论的参数范围较宽.

2.2 无限维时滞车辆跟随随机系统的群稳定性

我们很容易把定理 1 推广到车辆跟随系统. 观
察下面给出的车辆跟随系统[11]:

ẋxx = f(xxxi,xxxi−1, ẋxxi−1) (25)

相应的时滞随机模型可由下面的伊藤方程给出:

dxxxi =fff i(xxx
i,xxxi−1

t , fff i−1(·))dt +

qqqi(xxx
i,xxxi−1

t , qqqi−1(·))dξi (26)

其中, i ∈ N, t ∈ [t0,+∞), xxxi 是每个子系统的状

态, xxxi ∈ Rn, xxxi−j ≡ 0, ∀ i ≤ j, xxxi
t ∈ QH = {xxxi

t ∈
C[−h, 0] : ||xxxi

t|| < H}. fff i 和 qqqi 是非线性向量函

数, fff i = fff,qqqi = qqq : Rn × QH × Rn → Rn 使得

fff i(0,0,0) = qqqi(0,0,0) = 0. ξi 是一维标准维纳过

程.
观察孤立子系统

dxxxi = fff i(xxx
i,0,0)dt + qqqi(xxx

i,0,0)dξi, i ∈ N
(27)

显然, 系统 (26) 是式 (27) 的一个关联系统, 下面的
定理确立了系统 (26) 指数均方群稳定性的一个充分
条件.
假设 3. 存在正定函数 Vi = V (xxxi(t)), xxxi ∈

Rn, i ∈ N 关于 xi
j 连续二次可微, 且存在正常数

αk, k = 1, 2, · · · , 5 使得下列不等式成立.

α1|xxxi|2 ≤ Vi ≤ α2|xxxi|2 (28)

L(27)Vi ≤ −α3|xxxi|2 (29)

∣∣∣∣
∂Vi

∂xi
j

∣∣∣∣ ≤ α4|xxxi|,
∣∣∣∣

∂2Vi

∂xi
lx

i
j

∣∣∣∣ ≤ α5,

l, j = 1, 2, · · · , n, i ∈ N (30)

− α−1
2

α3 + nα−1
1 α4(k

f
2 + df

1k
f
1 )

i−1∑
j=1

(df
1)

j−1 +

1
2
n2α−1

1 α5

[
2kq

1 + (kq
2 + dq

1k
q
1)

i−1∑
j=1

(dq
1)

j−1

]
×

[
(kq

2 + dq
1k

q
1)

i−1∑
j=1

(dq
1)

j−1

]
< 0 (31)

假设 4. 存在正常数 kf
l 和 kq

l , l = 1, 2, · · · , r

使得 fff 和 qqq 关于它们的参数满足全局 Lipschitz 条
件:

|fff(yyy1, yyy2, yyy3)− fff(zzz1, zzz2, zzz3)| ≤

kf
1 |yyy1 − zzz1|+ kf

2 |yyy2 − zzz2|+ df
1 |yyy3 − zzz3| (32)

|qqq(yyy1, yyy2, yyy3)− qqq(zzz1, zzz2, zzz3)| ≤
kq

1|yyy1 − zzz1|+ kq
2|yyy2 − zzz2|+ dq

1|yyy3 − zzz3| (33)

定理 2. 若时滞复合随机系统 (26) 满足假设 3
和假设 4, 则其零解是指数均方群稳定的.
证明. 假设Wi = eξtVi, ∀ ε > 0, ξ 为任意小的

正数, 则

L(26)Wi = ξeξtVi + eξtL(26)Vi = ξeξtVi + eξt×

{L(27)Vi +

n∑
j=1

∂Vi

∂xxxi
j

[fj(xxx
i,xxxi−1

t , fi−1(·))− fj(xxx
i,0,0)]+

1

2

n∑

l=1

n∑
j=1

∂2Vi

∂xxxi
l∂xxxi

j

[σlj(xxx
i,xxxi−1

t , qi−1(·))− σlj(xxx
i,0,0)]}

令 τj = jτ ∈ [0,+∞), j = 1, 2, · · · , i − 1, 由式
(28) ∼ (30) 得

EL(26)Wi ≤ (EWi)
1
2 {(ξ − α−1

2 α3)(EWi)
1
2 +

nα−1
1 α4(k

f
2 + df

1k
f
1 )

i−1∑
j=1

(df
1)

j−1(EWi−j(t− τj))
1
2 +

1
2
n2α−1

1 α5[2kq
1 + (kq

2 + dq
1k

q
1)(EWi)−

1
2 ×

i−1∑
j=1

(dq
1)

j−1(EWi−j(t− τj))
1
2 ]×
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[(kq
2 + dq

1k
q
1)

i−1∑
j=1

(dq
1)

j−1(EWi−j(t− τj))
1
2 ]}

接下来的证明与定理 1 的证明类似, 因此无限
维时滞车辆跟随随机系统 (26) 的零解是指数均方群
稳定的. ¤
2.3 无限维时滞弱耦合随机系统的指数群稳定性

考虑下面的时滞复合随机系统, 它的每个子系
统都是由它的相邻子系统连接而成:

dxxxi = f(xxxi−1
t ,xxxi,xxxi+1

t )dt +

qqq(xxxi−1
t ,xxxi,xxxi+1

t )dξi (34)

其中, i ∈ N, t ∈ [t0,+∞), xxxi 是每个子系统的

状态, xxxi ∈ Rn, xxxi−j ≡ 0, ∀ i ≤ j, xxxi
t ∈ QH =

{xxxi
t ∈ C[−h, 0] : ||xxxi

t|| < H}. fff 和 qqq 是非线

性向量函数, fff,qqq : QH × Rn × QH → Rn 使得

fff(0,0,0) = qqq(0,0,0) = 0. ξi 是一维标准维纳过

程. 观察如下孤立子系统:

dxxxi = fff(0,xxxi,0)dt + qqq(0,xxxi,0)dξi, i ∈ N (35)

显然, 系统 (34) 是式 (35) 的一个关联系统. 下面的
定理确立了时滞系统 (34) 的零解指数平均平方群稳
定性的一个充分条件.
假设 5. 存在正定函数 Vi = V (xxxi(t)), xxxi ∈

Rn, i ∈ N 关于 xi
j 连续二次可微, 且存在正常数

αk, k = 1, 2, · · · , 5 使得下列不等式成立.

α1|xxxi|2 ≤ Vi ≤ α2|xxxi|2 (36)

L(35)Vi ≤ −α3|xxxi|2 (37)
∣∣∣∣
∂Vi

∂xi
j

∣∣∣∣ ≤ α4|xxxi|,
∣∣∣∣

∂2Vi

∂xi
lx

i
j

∣∣∣∣ ≤ α5,

l, j = 1, 2, · · · , n, i ∈ N (38)

− α−1
2 α3 + nα−1

1 α4

(
kf

1 + kf
3

)
+

1
2
n2×

α−1
1 α5(2kq

2 + kq
1 + kq

3)(k
q
1 + kq

3) < 0 (39)

假设 6. 存在正常数 kf
l 和 kq

l , l = 1, 2, 3 使得
f 和 q 关于它们的参数满足全局 Lipschitz 条件:

|fff(yyy1, yyy2, yyy3)− fff(zzz1, zzz2, zzz3)| ≤
3∑

l=1

kf
l |yyyl − zzzl|

(40)

|qqq(yyy1, yyy2, yyy3)− qqq(zzz1, zzz2, zzz3)| ≤
3∑

l=1

kq
l |yyyl − zzzl|

(41)

定理 3. 若时滞随机系统 (34) 满足假设 5 和假
设 6, 则其零解是指数均方群稳定的.
证明. 假设Wi = eξtVi, ∀ε > 0, ξ 为任意小的

正数.

L(34)Wi = ξeξtVi + eξtL(34)Vi = ξeξtVi + eξt×

{L(35)Vi+
n∑

j=1

∂Vi

∂xi
j

[fj(xxxi−1(t+τ),xxxi,xxxi+1(t−τ))−

fj(0,xxxi,0)] +
1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

∂2Vi

∂xi
l∂xi

j

[σlj×

(xxxi−1(t + τ),xxxi,xxxi+1(t− τ))− σlj(0,xxxi,0)]}

由式 (36)∼ (38) 得

EL(34)Wi ≤ (EWi)
1
2 {(ξ − α−1

2 α3)(EWi)
1
2 +

nα−1
1 α4[k

f
1 (EWi−1(t + τ))

1
2 +

kf
3 (EWi+1(t− τ))

1
2 ] +

1
2
n2α−1

1 α5×

[(EWi)−
1
2 (kq

1(EWi−1(t + τ))
1
2 +

kq
3(EWi+1(t− τ))

1
2 ))(kq

1(EWi−1(t + τ))
1
2 +

2kq
2(EWi)

1
2 + kq

3(EWi+1(t− τ))
1
2 )]}

接下来的证明与定理 1 类似, 因此无限维时滞
耦合随机系统 (34) 是指数均方群稳定的. ¤

3 例子

考虑系统 (1) 和 (2) 的一个特例, 设 xi, i ∈ N,
t ∈ [t0,+∞) 是标量, 取如下复合随机系统:

dxi =

[
f(xi) +

r∑
j=1

pi−j+1x
i−j+1

]
dt +

[
g(xi) +

r∑
j=1

qi−j+1x
i−j+1

]
dξi, i ∈ N

(42)

引入时滞项, 得到相应的由伊藤方程描述的非线性
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时滞复合随机系统:

dxi = [f(xi) + pix
i +

r∑
j=2

pi−j+1x
i−j+1
t ]dt +

[g(xi) + qix
i +

r∑
j=2

qi−j+1x
i−j+1

t ]dξi (43)

对应的孤立子系统为

dxi = [f(xi) + pix
i]dt + [g(xi) + qix

i]dξi (44)

其中, pi 和 qi 是常数参数, f 和 q 是非线性函

数, 满足 0 ≤ f(xi)xi ≤ M1|xi|2, f(0) = 0,
0 ≤ g(xi)xi ≤ M2|xi|2, g(0) = 0. ξi 是一维标准

维纳过程. 假定关于每个子系统的 Lyapunov 函数
为

Vi = V (xi) = αi|xi|2, i ∈ N (45)

其中, ai > 0 是常数参数.
类似于第 2 节的讨论, 得到

L(43)Vi = 2αix
i[f(xi) + pix

i +
r∑

j=2

pi−j+1x
i−j+1
t ] + αi[g(xi) + qix

i +

r∑
j=2

qi−j+1x
i−j+1

t ]2, i ∈ N

EL(43)Wi ≤ (EWi)
1
2 {ξ(EWi)

1
2 + 2M1α

−1
i ×

(EWi)
1
2 + 2

r∑
j=1

pi−j+1(EWi−j+1t− τj−1)
1
2 ] +

[M2+(EWi)−
1
2

r∑
j=1

qi−j+1(EWi−j+1t−τj−1)
1
2 ]2}

根据定理 1, 系统 (43) 的零解是指数均方群稳定的
充分条件为

2M1α
−1
i + 2

r∑
j=1

pi−j+1 + (M2 +
r∑

j=1

qi−j+1)2 < 0

4 结论

本文基于箱体理论, 利用向量 Lyapunov 函数
法, 分别得到了无限维时滞非线性复合随机系统、无
限维时滞弱耦合随机系统, 以及无限维时滞车辆跟
随随机系统指数群稳定性的充分条件. 与文献 [15]
相比, 所得结论的参数范围较宽, 在处理具有强耦合
项的关联系统时更为有效. 此外, 以箱体理论为基
础, 本文的结果还可以进一步推广到非自治复合随
机系统[19] 和非线性奇异摄动复合随机系统[20].
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