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基于语境距离度量的拉普拉斯最大间距判别准则

皋 军 1, 2 王士同 1 王晓明 3

摘 要 线性拉普拉斯判别准则 (Linear Laplacian discrimination, LLD) 作为一种非线性特征提取方法得到了较为成功

的运用. 然而通过分析得知在具体使用 LLD 方法的过程中还会面临小样本以及如何确定原始样本空间类型的问题. 因

此, 本文引入语境距离度量并结合最大间距判别准则的基本原理提出一种基于语境距离度量的拉普拉斯最大间距判别准则

(Contextual-distance metric based Laplacian maximum margin criterion, CLMMC). 该准则不但在一定程度上避免小样本

问题, 而且由于语境距离度量更关注输入样本簇内在的本质结构而不是原始样本空间的类型, 从而降低了该准则对特定样本

空间的依赖程度. 同时通过引入计算语境距离度量的新算法并结合 QR 分解的基本原理, 使得 CLMMC 在处理高维矢量模式

数据时更具适应性和效率. 并从理论上讨论 CLMMC 准则具有的基本性质以及与 LLD 准则的内在联系. 实验证明 CLMMC

准则具有上述优势.
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Contextual-distance Metric Based Laplacian Maximum Margin Criterion

GAO Jun1, 2 WANG Shi-Tong1 WANG Xiao-Ming3

Abstract Linear Laplacian discrimination (LLD) as a non-linear feature extraction method has obtained very extensive

applications. However, LDD suffers from the small sample size problem (SSS) and/or the type of the sample space when

it is used. In order to circumvent such shortcomings, a contextual-distance metric based Laplacian maximum margin

criterion (CLMMC) is proposed in this paper by using contextual-distance metric and integrating maximum margain

criterion (MMC) into the LLD. The proposed criterion can obviously decrease the dependence on the sample space since

the contextual-distance metric focuses more on intrinsic structure of a cluster of samples than on its type. And it is

of higher adaptability and efficiency to use the new algorithm to compute contextual-distance metric and applying QR-

discomposition when high-dimensional vector data are dealt with. The basic properties of CLMMC and its relation to

LLD are also discussed. The experimental results indicate the above advantages of the CLMMC.

Key words Linear Laplacian discrimination (LLD), contextual-distance metric, maximum margin criterion (MMC),

QR-discomposition

特征提取作为一种有效的降维方法在模式识

别、计算机视觉和数据挖掘中得到了成功的运

用. 所谓特征提取就是将高维特征空间通过变

换转化为相应的低维表示空间[1], 而该低维空间
要尽可能地保持原有空间的判别信息. 目前主成
分分析 (Principal component analysis, PCA)[2−5]

和线性判别分析 (Linear discrimination analysis,
LDA)[6−8] 作为两种比较经典的特征提取方法被广

收稿日期 2009-09-25 录用日期 2010-09-15
Manuscript received September 25, 2009; accepted September

15, 2010
国家自然科学基金 (60773206, 60903100, 90820002), 江苏省普通高
校研究生科研创新计划 (CX09B-175Z), 盐城工学院应用基础研究项目
(XKY2009070) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(60773206, 60903100, 90820002), Jiangsu Provincial Innovation
Project of Graduate Students of China (CX09B-175Z), and Ap-
plied Basic Research Programs of Yancheng Institute of Tech-
nology (XKY2009070)
1. 江南大学物联网学院 无锡 214122 2. 盐城工学院信息工程学院
盐城 224001 3. 西华大学数学与计算机学院 成都 610039
1. School of Internet of Things, Jiangnan University, Wuxi

214122 2. School of Information Engineering, Yancheng Insti-
tute of Technology, Yancheng 224001 3. School of Mathemat-
ics and Computer Engineer, Xihua University, Chengdu 610039

泛地加以研究. PCA 方法作为一种无监督的方法
主要是依据所构造的协方差矩阵去选取能保持样

本全局信息的主元 (即一组相互正交的基底), 并
通过这些主元实现原始样本空间的低维投影. 比
如: 在人脸识别领域基于 PCA 基本原理的特征
脸方法 (Eignfaces method)[9−10] 就可以有效地解

决高维空间低维嵌入的问题. 而 LDA 作为一种
有监督的特征提取方法在充分使用类标号的前提

下, 依据最大化类间离散度同时最小化类内离散
度原则来得到原始高维特征空间的低维投影, 从
而 LDA 方法与 PCA 方法相比更有利于模型化
不同类别样本所具有的潜在结构和特征. 然而,
LDA 方法在处理高维小样本数据时会导致类内
散度矩阵发生奇异, 即所谓的小样本问题 (Small
sample size problem, SSS), 从而影响了 LDA 方法
的特征提取能力. 为了解决这一问题, 提高 LDA
方法的泛化能力, 目前已有大量的解决方法, 比
如: Fisher 脸方法 (Fisher faces method)[11−12]、P-
LDA (Perturbation LDA)[13]、BDMSD (Biometric
dispersion matcher with simultaneously diagonal-
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ization)[14]、PCA+LDA[15]、2DFLD[16]、DLA[17],
特别是一些基于最大间距原则的方法: 最大散度差
判别准则[18]、最大间距判别准则 (Maximum mar-
gin criterion, MMC)[19] 和规范化的最大间距判
别准则 (Regularized maximum margin criterion,
RMMC)[20] 等, 该类方法则是通过将传统的 LDA
方法的比率形式转换成差的形式, 这样就很容易解
决小样本问题, 同时与其他方法相比具有相对较低
的时间复杂度[21].
相对于非线性特征提取方法, 上述线性方

法并不能发现样本空间蕴含的非线性结构. 目

前非线性方法主要存在两类: 一类是基于核的
方法, 比如 Kernel PCA (KPCA)[22−23]、局部非

线性鉴别准则 (Localized kernel Fisher criterion,
LKFC)[24]、Kernel RMMC[20] 等; 另一类基于流
形 (Modifild) 的学习方法, 比如 Tenenbaum 等提
出的等距特征影射 (Isometric feature mapping,
isomap)[25]、Roweis 等提出的局部线性嵌入 (Lo-
cally linear embedding, LLE)[26]、Belkin 等提出的
拉普拉斯特征映射 (Laplacian eigenmap, LE)[27]

等. 特别是 He 等提出的局部保持投影 (Local-
ity preserving projections, LPP)[28] 流形学习方法.
LPP 可以看成 LE 的线性形式, 该方法不但能有效
保持样本内在的局部几何结构, 还能在低维的表示
空间提供显式的嵌入映射函数. 不幸的是 LPP 方法
同样面临着小样本问题, 为此, 在基于 LPP、MMC
基本原理的前提下, 文献 [29−30] 分别提出了无
监督的局部保持最大信息投影 (Locality-preserved
maximum information projection, LPMIP) 和有
监督的拉普拉斯双向最大间距判别 (Laplacian bidi-
rectional maximum margin criterion, LBMMC).
虽然以上各种子空间学习方法都表现出一定的

有效性, 但通过研究发现上述方法都是使用传统的
l2 范数作为距离度量, 从而在一定程度上假设原始
样本空间是欧几里德空间 (即欧氏空间). 然而并不
是所有的原始样本空间都是欧几里德空间, 比如在
计算机视觉中使用直方图表示的样本空间和非线

性黎曼流形空间就属于非欧几里德空间. 因此在非
欧几里德空间还使用 l2 范数作为距离度量显然是

不合适的. 为了在一定程度上降低距离度量对原始
样本空间的依赖, Zhao 等结合 LE、LPP 和 LDA
基本原理提出了一种新颖的特征提取方法: 线性拉
普拉斯判别准则 (Linear Laplacian discrimination,
LLD)[31]. LLD 作为一种非线性的特征提取方法[32],
则是通过对类内散度和类间散度分别加权的方式来

弱化距离度量对原始样本空间的依赖, 从而提高了
特征提取方法的泛化能力. 然而 LLD 准则中距离度
量虽然具有较强的泛化能力, 但还属于样本间标准

的距离函数, 也就是说在实际使用 LLD 方法时还需
要首先确定原始样本空间类型, 并根据相应空间类
型去寻找适合的距离度量, 但 LLD 并没有提供如何
确定原始样本空间类型的方法. 同时 LLD 方法同
LDA方法一样也存在着小样本问题,虽然 Zhang等
提出的张量线性拉普拉斯判别准则 (Tensor linear
Laplacian discrimination, TLLD)[32]可以在一定程
度上避免 LLD 的小样本问题, 但 TLLD 属于张量
方法, 其特征提取的效果往往要依据相应的张量模
式, 特别是对于一些矢量表示的高维数据 (比如基因
数据) 如何张量化以及张量方法与相应的矢量方法
相比是否具有更好的特征提取能力都是有待讨论的

问题[33]. 近来语境距离度量 (Contextual-distance
metric) 作为一种新的距离度量得到了较为成功的
应用[32−36], 其实语境距离并不是真正意义上的距离
概念, 而反映的是样本间的不相似性, 同时由于语境
集 (Contextual set) 的存在将导致样本间的语境距
离是不对称的. 语境距离度量关注的是样本对数据
簇结构的贡献程度, 如果两个样本相对于同一个簇
结构的贡献程度相当, 则说明样本间的不相似性较
小, 即语境距离较小, 反之则较大, 而且数据的簇结
构一般是不依赖于特定输入样本空间类型的[34−35],
因此语境距离度量更具有广泛性.
因此, 本文依据 LLD 方法提出基于语境距离度

量的拉普拉斯最大间距准则 (Contextual-distance
metric based Laplacian maximum margin crite-
rion, CLMMC), 该方法具有以下几点优势:

1) CLMMC 方法不但继承了 LLD 方法具有的
非线性特征提取能力, 同时还能有效地解决 LLD 方
法的小样本问题, 而且还实现了 MMC 方法的非线
性学习能力;

2) CLMMC 方法由于引入了语境距离度量使
得该方法相对独立于原始空间的空间类型, 提高了
特征提取的泛化能力, 同时引入新的语境距离形式
使得在处理高维矢量数据时更具适应性;

3) CLMMC 方法结合 QR 分解技术从而提高
了处理高维矢量数据的效率;

4) CLMMC 方法还从理论上讨论了与 LLD 方
法内在的联系,

本文的内容安排如下: 第 1 节简单介绍 LLD 方
法; 第 2 节重点讨论本文的 CLMMC 方法; 第 3 节
讨论CLMMC方法的权值设定; 第 4节对CLMMC
进行实验研究; 第 5 节总结全文以及提出未来期待
解决的问题.

1 线性拉普拉斯判别准则: LLD

对于任意 D 维的原始样本空间 MD 包含有

n 个样本的样本集 X = [xxx1,xxx2, · · · ,xxxn], 其中, 该
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样本集被分成 c 类, 第 s = 1, · · · , c 类记为 Xs =
[xxxs

1,xxx
s
2, · · · ,xxxs

cs
], LLD 准则的目的就是通过寻找相

应的变换矩阵 U 使得样本集被嵌入到低维的欧氏子

空间 Y = [yyy1, yyy2, · · · , yyyn], 即

yyyi = UTxxxi (1)

因此, 为了得到更有效的变换矩阵 U , LLD 方法使
用泛化的距离度量作为权值来定义新的类内散度和

类间散度.
定义 1[31]. 假设 αs 是第 s 类所对应的类内散

度, 则 LLD 的类内散度 α 为

α =
c∑

s=1

αs =
c∑

s=1

cs∑
i=1

ωs
i ‖yyys

i − yyys‖ =

c∑
s=1

cs∑
i=1

exp
(
− ‖xxxs

i − xxxs‖MD

σ

)
‖yyys

i − yyys‖ (2)

其中, ‖ · ‖MD 表示任意输入样本空间 MD 距离度

量, ‖ · ‖ 表示欧氏空间的 l2 范数, σ 是自由变量.
如果将式 (1) 代入式 (2) 就可以得到 LLD 类内

散度的另外一种比较直观的形式:

α =
c∑

s=1

αs =
c∑

s=1

cs∑
i=1

ωs
i ‖yyys

i − yyys‖ = UTHwU (3)

其中, Hw =
∑c

s=1

∑cs

i=1 ωs
i (xxx

s
i −xxxs)(xxxs

i −xxx)T 为类
内散度矩阵.
同样可以定义 LLD 准则的类间离散度 β 为[31]:

β =
c∑

s=1

ωs‖yyys − yyy‖ =

c∑
s=1

exp
(
− ‖xxxs − xxx‖MD

σ

)
‖yyys − yyy‖ = UTHbU

(4)

其中, Hb =
∑c

s=1 ωs(xxxs − xxx)(xxxs − xxx)T 为类间散度
矩阵.

根据式 (3) 和 (4) 可以得到 LLD 判别准则[31]:

arg max
UTU=Id

J(U) = arg max
UTU=Id

UTHbU

UTHwU
(5)

其中, Id = diag{1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
d

}.

从 LLD 的类内散度、类间散度定义可以看
出, 当自由变量 σ = +∞ 时, 判别准则就退化为
LDA[31]; 同时由于 LLD 准则在处理原始样本间距
离时使用了距离度量 ‖ · ‖MD , 而该距离度量是不依
赖具体原始样本空间类型的, 从而大大降低了原始

样本间距离度量对输入样本空间类型的依赖程度,
并且在一些非线性空间进行距离学习时, 该距离度
量还可以自动地将原始样本进行非线性映射[31], 实
现 LLD 非线性学习能力, 因此 LLD 准则是一种具
有较强泛化能力的非线性特征提取方法.
然而, LLD 方法也存在一些问题: 1) LLD 准则

并没有提供根据原始样本特征去确定相应空间类型

的方法. 这是因为在使用 LLD 方法处理实际问题时
还是需要首先确定原始样本空间的空间类型, 并根
据相应的空间类型去选择适当的距离度量, 这样才
能保证较好的特征提取能力. 比如文献 [31] 在测试
LLD 算法时, 就首先确定原始样本空间属于非欧氏
空间, 并选择适合该空间类型的距离度量: χ2 距离,
因此取得了较好的非线性特征提取效果; 2) LLD 方
法同 LDA 一样都面临小样本问题, 即在处理小样本
高维数据集时容易导致矩阵发生奇异.
因此, 本文提出基于语境距离度量拉普拉

斯最大间距判别准则 (Contextual-distance based
Laplacian maximum margin criterion, CLMMC),
该方法由于使用最大间距准则, 从而在一定程度上
避免了 LLD方法具有的小样本问题;同时CLMMC
准则中使用语境距离度量替换 LLD 中的 ‖ · ‖MD 度

量, 由于语境距离度量更关注原始样本簇的本质结
构而并不注重原始样本空间的类型[34−35], 从而在
一定程度上保证了 CLMMC 准则与原始样本空间
类型的相对独立性, 于是较好地解决了在实际使用
LLD 准则过程中需要确定原始样本空间类型的问
题; 通过引入新的语境距离度量计算形式并结合QR
分解基本原理, 使得 CLMMC 准则在处理高维矢量
数据时更具适应性和效率.

2 基于语境距离度量的拉普拉斯最大间距判

别准则: CLMMC

2.1 CLMMC准则

由于在 CLMMC 准则中引入了语境距离度量,
因此本文重新定义类内散度 α、类间散度 β 如下:

α =
c∑

s=1

αs =
c∑

s=1

cs∑
i=1

ωs
i ‖yyys

i − yyys‖ =

c∑
s=1

cs∑
i=1

exp
(
− p(xxxs

i → xxxs)2

σw

)
‖yyys

i − yyys‖ =

UTHwU (6)

β =
c∑

s=1

ωs‖yyys − yyy‖ =
c∑

s=1

exp

(
− p(xxxs → xxx)2

σb

)
‖yyys − yyy‖ = UTHbU (7)
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其中, Hw =
∑c

s=1

∑cs

i=1 ωs
i (xxx

s
i −xxxxxxxxxs)(xxxs

i −xxxxxxxxxs)T,
Hb =

∑c

s=1 ωs(xxxs − xxx)(xxxs − xxx)T 为半正定矩阵.
需要说明的是上述定义中虽然使用的符号与

LLD 准则中的符号相同, 但由于在 CLMMC 中使
用了语境距离度量 p(xxxi → xxxj), 因此具体内容和直
观含义是明显不同的. 至于式 (6) 和 (7) 中的语境
度量的设定将在第 3 节详细讨论.

由此, 根据式 (6) 和 (7) 定义的类内散度、类间
散度, 就可以得到 CLMMC 判别准则.
定义 2. 设 γ ∈ [0, 1] 是一实数变量, 则

CLMMC 判别准则为

arg max
UTU=Id

J(U) = arg max
UTU=Id

γβ −

(1−γ)α = arg max
UTU=Id

UT(γHb−(1−γ)Hw)U (8)

其中, Id = diag{1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
d

}.

为了求解式 (8), 我们使用拉格朗日乘数法来构
造式 (8) 相对应的拉格朗日函数:

L(vvv, λ) = vvvT(γHb−(1−γ)Hw)vvv − λ(vvvTvvv − 1) (9)

要想式 (8) 成立, 就必须有:

∂L

∂vvv
= 0 (10)

即有下式成立:

(γHb − (1− γ)Hw)vvv = λvvv (11)

因此, CLMMC 准则的变换矩阵 U 就是通过

选取 γHb − (1 − γ)Hw 矩阵 d 个最大特征值对

应的正交特征单位向量 vvv1, vvv2, · · · , vvvd 组成的, 即
U = [vvv1, · · · , vvvd].
根据定义 2 可知, CLMMC 准则中参数 γ 起到

了权衡 Hb 与 Hw 的作用, 从而表明变换矩阵 U 实

质上是关于参数 γ 的函数. 因此, 本文结合文献 [18]
的相关知识和方法从理论上讨论参数 γ 对 CLMMC
准则的影响. 为了便于讨论我们首先将式 (8) 表示
成参数 γ 的函数形式:

φ(γ) = vvv(γ)T(γHb − (1− γ)Hw)vvv(γ) =

max
vvvTvvv=1

vvvT(γHb − (1− γ)Hw)vvv (12)

定理 1. φ(γ)是 γ 的单调增函数, 特别是当 Hw

非奇异时, φ(γ) 是严格单调增函数.
证明. 设 γ1, γ2 ∈ [0, 1] 且 γ1 > γ2, vvv1 和 vvv2 分

别为 γ1Hb − (1− γ1)Hw、γ2Hb − (1− γ2)Hw 最大

特征值对应的单位特征向量. 则:

φ(γ1) = vvvT
1 (γ1Hb − (1− γ1)Hw)vvv1 ≥

vvvT
2 (γ1Hb − (1− γ1)Hw)vvv2 =

γ1

[
vvvT

2

(
Hb −

(
1
γ1

− 1
)

Hw

)
vvv2

]
=

γ1

[
vvvT

2

(
Hb −

(
1
γ2

− 1
)

Hw

)
vvv2+

(
1
γ2

− 1
γ1

)
vvvT

2 Hwvvv2

]
=

γ1

γ2

[
vvvT

2 (γ2Hb − (1− γ2)Hw)vvv2+
(

1− γ2

γ1

)
vvvT

2 Hwvvv2

]
=

γ1

γ2

[
φ(γ2) +

(
1− γ2

γ1

)
vvvT

2 Hwvvv2

]

∵ γ1 > γ2,Hw是半正定矩阵

∴
(

1− γ2

γ1

)
vvvT

2 Hwvvv2 ≥ 0 (13)

∴ φ(γ1) ≥ φ(γ2) (14)

根据式 (14) 得 φ(γ) 是 γ 的单调增函数.
如果 Hw 非奇异, 则 (1 − γ2/γ1)vvvT

2 Hwvvv2 > 0,
有 φ(γ1) > φ(γ2) 严格成立, 所以 φ(γ) 是 γ 的严格

单调增函数. ¤
根据定理 1, 我们可以得到 φ(γ) 的取值范围,

假设类内散度矩阵的最小特征值为 λ′, 类间散度矩
阵的最大特征值为 λ′′, 则 φ(γ) ∈ [−λ′, λ′′]. 特别地,
对于 ∀γ ∈ [0, 1] 有下式成立:

−λ′ ≤ φ(γ) ≤ γλ′′ − (1− γ)λ′ (15)

定理 2. φ(γ) 是关于 γ 的一个连续函数.
证明. 根据连续函数的定义: 假设任意给定

γc ∈ [0, 1], 对任意 ε > 0, 存在一个 δ > 0, 如果 ∀γ
满足 |γ − γc| < δ, 那么有:

|φ(γ)− φ(γc)| = |(vvv(γ)− vvv(γc))T(Hb + Hw)×
(vvv(γ)− vvv(γc))||γ − γc| (16)

因为 Ht = Hb + Hw 是半正定矩阵, 那么设矩阵 Ht

的最大特征值为 λt, 则由式 (16) 可得:

|φ(γ)−φ(γc)| ≤ λt|γ−γc| < (λt +1)|γ−γc| (17)

根据式 (17), 取 δ = ε/(λt + 1) > 0, 并代入式
(17), 则有 |φ(γ)− φ(γc)| < ε, 所以定理成立. ¤
定理 3. 在 CLMMC 准则中, 当 Hw 非奇异时

必定存在唯一的一个 γp ∈ [0, 1], 使得 LLD 准则对
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应的最优鉴别矢量即为 φ(γp) 所对应的单位特征向
量.
证明. 根据 LLD 准则, 令 c′ = arg maxvvvTvvv=1

vvvTHbvvv/(vvvTHwvvv) = λ′′/λ′ = vvv∗
T
Hbvvv

∗/(vvv∗
T
Hwvvv∗),

因此对于任意单位向量 vvv, 都有 vvvTHbvvv/(vvvTHwvvv) ≤
λ′′/λ′, 因此, 取 γp = λ′/(λ′′ + λ′), 则:

γpvvv
∗THbvvv

∗ − (1− γp)vvv∗
T
Hwvvv∗ =

λ′

λ′′+λ′
vvv∗

T
Hbvvv

∗T−
(
1− λ′

λ′′+λ′

)
vvv∗

T
Hwvvv∗ = (18)

λ′

λ′′ + λ′

[
vvv∗

T
Hbvvv

∗ −
(λ′′

λ′

)
vvv∗

T
Hwvvv∗

]
(19)

根据 LLD 准则, 因为 vvv∗ 是最大特征值 λ′′/λ′ 所对
应的单位特征向量, 因此对任意单位向量 vvv 并结合

式 (19) 都有:

λ′

λ′′ + λ′
[vvv∗

T
Hbvvv

∗ −
(λ′′

λ′

)
vvv∗

T
Hwvvv∗] ≥

λ′

λ′′ + λ′
[vvvTHbvvv −

(λ′′

λ′

)
vvvTHwvvv] =

λ′

λ′′ + λ′
vvvTHbvvv −

(
1− λ′

λ′′ + λ′

)
vvvTHwvvv (20)

根据式 (20), 显然式 (18) 等号左边即为 φ(γp), vvv∗

即为 φ(γp) 对应的单位特征向量. 同时因为 Hw 非

奇异, 则根据定理 1 和定理 2, γp 是唯一的. ¤
需要说明的是, 在定理 3 中提到的 LLD 方法所

对应的权值已经发生了变化, 即使用了式 (6) 和式
(7) 中定义的权值来代替, 是一种基于语境距离度量
的 LLD, 从而我们将这种基于语境距离度量的 LLD
记为 CL-LLD.

2.2 CLMMC准则的QR分解法

从式 (11) 可以看出, CLMMC 准则关键就是要
求解矩阵 γHb − (1 − γ)Hw 的 d 个最大特征值所

对应的单位特征向量. 然而当原始样本空间MD 呈

现高维状态时, 即维数 D 比较大, 求解上述矩阵的
特征值具有较高的时间复杂度 (O(D3)), 为此将QR
分解方法引入到 CLMMC 准则中以降低求解特征
值的时间复杂度.
为 了 便 于 QR 分 解, 本 文 使 用 文 献

[31] 中的方法分别将式 (6) 和式 (7) 写成
关 于 “迹 运 算” 的 等 价 形 式, 即 转 换 成 具
有 拉 普 拉 斯 矩 阵 的 形 式. 如 果 令 X =
[xxx1

1, · · · , xxx1
c1

, · · · , xxxs
1, · · · , xxxs

cs
, · · · , xxxc

1, · · · , xxxc
cc

],
Ws = diag{ωs

1, · · · , ωs
cs
}, Wb = diag{ω1, · · · , ωc},

eeecs
= [1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸

cs

], eeec = [1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
c

], 则:

α = tr(UTXLwXTU) (21)

其中, Lw = diag{L1, · · · , Ls, · · · , Lc}, Ls = Ws −
2Wseeecs

(eeecs
)T/cs + (eeecs

)TWseeecs
eeecs

(eeecs
)T/c2

s.

β = tr(UTXBLbB
TXTU) (22)

其中, B = diag{eeec1/c1, · · · , eeecc
/cc}, Lb = Wb −

2Wbeeec(eeec)T/c + (eeec)TWbeeeceeec(eeec)T/c2.
由式 (21) 和式 (22), CLMMC 准则目标函数的

拉普拉斯形式为

arg max
UTU=Id

J(U) = arg max
UTU=Id

tr(UTXLXTU)

(23)
其中, Id = diag{1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸

d

}, L = γBLbB
T − (1 −

γ)Lw.
根据文献 [29], 可以得到 X = QR, 其中

Q ∈ MD×r 由一组正交列向量组成, R ∈ M r×n

是上三角矩阵, r = rank(X). 由文献 [29] 的定理 1
可知, 求解式 (23) 可以转化为求解下式:

arg max
ZTZ=Id

J(Z) = arg max
ZTZ=Id

ZTRLRTZ (24)

并且式 (23) 中的 U 与式 (24) 中的 Z 的关系为:
U = QZ.
上述 QR 分解方法表明, 求解矩阵 XLXT 的 d

个最大特征值所对应的单位特征向量转换成求解矩

阵 RLRT 的 d 个最大特征值所对应的单位特征向

量, 这样做的好处就是使得原方法的时间复杂度降
低为 O(r3), 特别相对于高维小样本数据更有优势.

3 CLMMC准则的权值设定

在 CLMMC 准则中使用了语境距离度量

p(xxxi → xxxj), 从而一定程度上降低了对原始样本
空间类型的依赖, 提高了该准则特征提取的泛化能
力. 根据文献 [34−35], 我们知道语境距离度量是定
义在相应的语境集 Ω 上, 该度量更关注于输入样本
簇内在的几何结构, 而不是具体的原始样本空间的
类型. 该距离度量是通过定义相应的结构化描述器
函数 f(Ω)来反映数据簇内在的几何特征, 即如果xxxi

能融于语境集 Ω 所表明的数据内在的几何结构, 那
么当把 xxxi 从 Ω 移走后并不会对原有数据内在结构
产生太大影响, 而如果 xxxi 是孤立点或噪音样本, 那
么当把 xxxi 从 Ω 移走后就会对原有数据内在几何结
构产生较大影响. 通常在语境距离度量的概念中使
用 δfi = ‖f(Ω)− f(Ω\xxxi)‖ 来表示样本 xxxi 对 Ω 所
表明的内在几何结构的贡献程度, 由此就可以定义
语境距离度量[34−35]:

p(xxxi → xxxj) = |δfi − δfj| (25)



1666 自 动 化 学 报 36卷

从式 (25) 可以看出语境距离度量实质表明的是
语境集内部样本之间的不相似性, p(xxxi → xxxj) 越小
越说明 xxxi 与 xxxj 属于同一个簇结构的可能性越大,
反之说明两个样本不属于同一簇.
在实际使用语境距离度量时, 簇结构描述器函

数 f(Ω) 一般通过两种方法来定义: 一是质心法, 二
是编码长度法 (Coding length). 所谓质心描述函数
f(Ω) = 1

|Ω|
∑

xxxi∈Ω xxxi 即是通过语境集的质心来反映

相应簇内在的几何结构, 然而通过研究发现质心法
更适用于团状数据保持内在的几何结构, 而对于非
团状数据表现不太明显[34−35]; 编码长度法又称为编
码率法, 该方法则基于信息论基本原理, 采用对原始
信息重新编码所具有的信息量 (即编码长度) 来作为
信息率失真函数 (Rate distortion gunction), 因此
编码长度法更关注语境集中信息量的变化对簇内在

几何结构的影响, 同时文献 [32, 34−35] 还分别从理
论上和实例测试上来说明使用该类簇结构描述器构

造的语境距离度量更能保持全局的几何结构, 表现
出更好的鲁棒性和适应性, 因此本文采用编码长度
法来定义描述函数 f(Ω).

定义 3[34−35]. 如果数据集 Ω = [xxx1, · · · ,xxxk],
xxx = Ωeee/k, 那么令 Ω = Ω − xxxeT, 则 Ω 的编码长度
为

f(Ω) =
k + D

2
log det

(
I +

D

ε2k
Ω Ω

T
)

+

D

2
log

(
1 +

xxxTxxx

ε2

)
(26)

其 中, ε 为 可 允 许 偏 差, 通 常 令 ε =√
10D/(K − 1)

[32, 34−36]
, D 表示矢量维数.

3.1 权值的设定

根据以上分析并根据式 (25) 和式 (26), 可以较
为容易地定义式 (6) 中的语境距离以及参数 σ:

p(xxxs
i → xxxs) = |δf s

i − δf
s| (27)

其中, δf s
i = ‖f(Xs) − f(Xs\xxxs

i )‖, δf
s
和 σw 分别

为 [δf s
1 , · · · , δf s

cs
] 的均值和方差.

式 (27) 从形式上看与文献 [34] 中的语境距离
相似, 不同的是在文献 [34] 中语境集是通过无监督
K-近邻方法得到的, 而本文的 CLMMC 作为一种
有监督的方法则认为每类训练样本就是类内每个样

本的语境集, 这一点与文献 [32] 相似. 然而在定义
(7) 中的语境距离 p(xxxs → xxx) 时却遇到了一定的困
难.
从概念上讲, p(xxxs → xxx) 反映的是每类训练样

本均值与总体均值之间的不相似性, 同时结合类间
散度的直观意义, p(xxxs → xxx) 也反映了不同类样本

之间的不相似性, 因此为了保证类间最大, 即类间
的不相似程度较高, 则要求 p(xxxs → xxx) 较大. 比较
直观的定义方式就是使用文献 [32] 中定义方式 (即
p(xxxs → xxx) = ‖f(X)−f(X\Xs)‖),该设定方法表明
了每类训练样本的内在几何结构对保持样本全局结

构的贡献, 然而当处理矢量模式的高维数据集 (比如
基因数据、图像数据) 时, 发现该定义一定程度上容
易导致 p(xxxs → xxx) 为无穷大量, 权值为无穷小量, 从
而使得测试程序无法进行, 因此有必要讨论适合处
理高维矢量模式和本文 CLMMC 方法的定义方式.
下面首先给出计算式 (7) 中的语境距离 p(xxxs → xxx)
和参数 σb 的算法, 然后从直观含义上解释算法的合
理性.
算法 1. 计算式 (7) 中语境距离 p(xxxs → xxx) 和

参数 σb 的算法.
步骤 1. 输入训练样本集 X、类别数 c, 初始化

s = 1;
步骤 2. 计算第 s 类训练样本集 Xs 的均值 xxxs;
步骤 3. 设第 k 类训练样本集 Xk (k =

1, · · · , c, k 6= s), 并令 X
′
k = Xk ∪ {xxxs}, 分别计

算 δf s
k = ‖f(X

′
k)− f(Xk)‖ (k = 1, · · · , c, k 6= s);

步骤 4. 令 δf s 为 [δf s
1 , · · · , δf s

c ] 的均值;
步骤 5. 令 s = s + 1, 如果 s ≤ c 则转到步骤

2, 否则转到步骤 6;
步骤 6. 令 δf 和 σb 分别为 [δf1, · · · , δf c] 的

均值和方差;
步骤 7. 输出 p(xxxs → xxx)、σb.
算法 1 中使用均值 xxxs 来代表第 s 类训练样本

集 Xs, 这和一般处理方法相同. 然而在整个算法中
最关键的是步骤 3 和步骤 4, 通过这两步算法计算得
到了反映第 s 类与其他类别数据集之间的不相似性

度量 δf s. 在步骤 3 中定义新数据集 X
′
k 并计算 δf s

k

的目的在于表明第 s 类训练样本均值 xxxs 与第 k 类

训练样本 Xk 之间的不相似性, 也就可以在一定程
度上表明第 s 类训练样本集 Xs 与第 k 类训练样本

Xk 之间的不相似性, 从而可以看出步骤 4 计算得到
的 δf s 反映的是第 s 类训练样本集Xs 与其他 c− 1
类训练样本之间的平均不相似性, 也反映了第 s 类

训练样本集 Xs 内在几何结构与其他 c − 1 类训练
样本几何结构之间的差异性, 从而体现了第 s 类训

练样本集 Xs 内在几何结构对保持全局几何结构的

贡献, 因此从这个意义上讲算法 1 处理原则是符合
语境距离 p(xxxs → xxx) 直观含义的. 同时通过大量测
试发现该算法确实在一定程度上克服了文献 [32] 的
定义方式在处理高维矢量数据时所遇到的困难. 诚
然由于步骤 3 需要多次计算, 从而在一定程度上提
高了算法 1 的时间复杂度.
算法 2. CLMMC 准则.



12期 皋军等: 基于语境距离度量的拉普拉斯最大间距判别准则 1667

步骤 1. 输入样本集 X、类别数 c, 使用式 (26)
和式 (27) 并调用算法 1 分别计算 p(xxxs

i → xxxs)、σw

和 p(xxxs → xxx)、σb;
步骤 2. 根据式 (21) 和式 (22) 分别计算

Lw、BLbB
T;

步骤 3. 根据 QR 分解的基本原理, 得到 X =
QR, 其中根据文献 [29], 可以得到 X = QR, 其中
Q ∈ MD×r 由一组正交列向量组成, R ∈ M r×n 是

上三角矩阵, r = rank(X);
步骤 4. 设定参数 γ, 并根据式 (24) 计算得到

由 d 个最大特征值对应的单位特征向量组成的矩阵

Z;
步骤 5. 使用公式 U = QZ 得到变换矩阵 U ;
步骤 6. 根据式 (1) 输出输入样本集 X 对应的

低维嵌入集 Y = [yyy1, · · · , yyyn].

4 实验

本文通过测试一个人造数据集 2moons、四
个 UCI 数据子集 (即: IRIS 数据集、Ionosphere
数据集、Segment 数据集、Glass 数据集)[37]、两
个高维的基因数据集 (Leukemia 数据集、Colon
数据集) (http://www.molbio.princeton.edu/) 以
及两个人脸识别数据集 (ORL、Yale 数据集)
(http://www.cs.uiuc.edu/homes/dengcai2/) 来说
明本文提出的 CLMMC 方法在处理类内散度矩阵
非奇异、类内散度矩阵奇异的问题以及在保持图像

样本内在的几何结构方面都具有较好的特征提取能

力. 由于人工数据集和 UCI 数据集维数相对较低,
在测试过程中使用 CLMMC 方法时不采用 QR 分
解方法, 而在测试高维基因数据和人脸图像数据时
使用 QR 分解方法. 在实验过程中都使用最近邻分
类器.

4.1 测试 2moons数据集

人造 2moons 的数据集是一具有明显非线性流
形结构 (见图 1, 其中图 1 (a)、1 (b) 分别是训练样
本和测试样本). 从理论上讲欧氏空间是线性的黎
曼流形空间, 而非线性黎曼流形空间是典型的非欧
氏空间[38], 从这一层面上讲 2moons 的数据集所蕴
含的非线性流形结构表明该数据集的输入样本空间

是非欧氏空间. 因此通过测试该数据集来表明本文
CLMMC 方法在处理输入样本空间是非欧氏空间时
距离度量学习的有效性.
为了说明上述有效性, 我们对本文的 CLMMC

方法进行改造, 即使用欧氏空间的标准距离: Eu-
clidean 范数 ‖ · ‖ 来替代本文 CLMMC 方法中
语境距离, 我们把改造后的方法记为: Euclidean-
CLMMC, 在此基础上同本文的 CLMMC 方法进

行比较. 测试过程中采用 10-折交叉验证, 并令
CLMMC 算法中参数 γ = 2i−20, i = 1, · · · , 20,

Euclidean-CLMMC 参数 t = 2i, i = −2, · · · , 7, 测
试结果见表 1.

从表 1 可以看出, 当输入样本空间是非欧氏空
间时, 如果还使用经典的距离度量在一定程度上确
实影响了特征提取的效果, 这就充分说明了本文的
CLMMC 方法由于引入了语境距离度量, 从而在一
定程度上降低了距离度量学习对输入样本空间的依

赖性, 提高了特征提取的效果.

(a) 训练数据

(a) Training samples

(b) 测试数据

(b) Test samples

图 1 2moons 数据集

Fig. 1 2moons datasets

表 1 对 2moons 数据集的识别效果比较

Table 1 Recognition performance comparison on

2moons datasets

Algorithm Training accuracy Test accuracy

Euclidean-CLMMC 1 0.98

CLMMC 1 1

4.2 测试UCI数据集

UCI 数据集经常被一些特征提取方法通过测试
来说明该方法的特征提取能力[39−40]. 本文通过测试
4 个 UCI 数据子集 (见表 2) 来说明 CLMMC 方法
在解决具有非奇异类内散度矩阵特点的实际问题时
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表 2 Ionosphere、IRIS、segment、glass 数据集

Table 2 Ionosphere, IRIS, segment, and glass datasets

Datasets The number of training samples The number of test samples The number of features The number of subjects

Ionosphere 230 117 33 2

IRIS 100 50 4 3

Segment 1 540 770 18 7

Glass 140 72 9 6

所表现出的特征提取能力, 同时通过测试来验证本
文定理 1、定理 3 所表明的性质.

为了说明本文 CLMMC 方法具有较强

的特征提取能力, 我们将 CLMMC 方法同

LDA、MMC、LLD、CL-LLD 这 4 种特征提取
方法进行比较. 在测试过程中为了给不同算法选
择合适的参数, 本文使用 10-折交叉验证, 从而令
CLMMC 算法中参数同第 4.1 节, LLD 算法中参
数 t = 2i, i = −4, · · · , 9. 测试效果见表 3, 并使用
Ionosphere 数据集的测试结果来表明特征提取对分
类精度的影响 (图 2), 同时验证定理 1 (图 3 (a))、定
理 3 (图 3 (b)).
根据表 3、图 2 和图 3 可以得到如下结论:

图 2 特征提取结果对分类的影响

Fig. 2 Recognition accuracy vs.

dimension reduction

(a) 实验验证定理 1

(a) Experimental verification of Theorem 1

(b) 实验验证定理 3

(b) Experimental verification of Theorem 3

图 3 CLMMC 方法实验结果验证定理结论

Fig. 3 Experimental verification of the theorems by CLMMC method
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1) 从表 3 可以看出, 本文的 CLMMC 方法同
其他 4 种方法相比, 在处理具有非奇异类内散度矩
阵特点的数据集时表现出较好的特征提取效果和分

类精度, 这说明由于在 CLMMC 方法的权值中引入
了语境距离度量, 从而使得该方法更关注输入样本
空间本质的几何结构, 降低了对输入样本空间类型
的依赖, 在一定程度上提高了该方法的泛化能力.

2) 图 2 说明的是上述 5 种特征提取方法在测
试 Ionosphere 数据集时, 取得最好分类精度的情况
下所表现的不同特征提取结果对分类精度的影响.
从图中可以看出本文的 CLMMC 方法同其他 4 种
方法相似, 都具有随着特征提取维数的不断提高分
类精度也有所变化的特点, 从这一层面上可以表明
CLMMC 符合特征提取方法的一般规律.

3) 图 3 表现的是本文 CLMMC 方法在使用
Ionosphere数据集的测试结果来验证定理 1、定理 3
结论的效果. 由于 Ionosphere 数据集所对应的类内
散度矩阵是非奇异的, 则根据定理 1 可知 φ(γ) 是 γ

的严格单调增函数, 这一结论完全可以根据图 3 (a)
表现的实验结果得到验证; 而图 3 (b) 则表明的是本
文 CLMMC 方法在提取一个特征 (即 d = 1) 的情
况下所对应的特征提取效果, 从图 3 (b) 可以看出,
确实存在唯一的 γp 使得CLMMC与CL-LLD具有
相同的特征提取效果, 从而有力地证明了定理 3 结
论的正确性, 从这一层面上讲, 当类内散度矩阵非奇
异并且特征提取为一维特征时, 本文的 CLMMC 方
法完全可以替代 CL-LLD; 同时还可以从图 3 (b) 看
出本文 CLMMC 方法在提取相同维数特征后其特
征提取效果是随着参数 γ 的变化而变化的.

4.3 测试基因数据集

基因数据作为典型的高维小样本数据经常被用

来测试特征提取方法在处理小样本问题时的有效

性[41]. 本文使用 Leukemia、Colon 数据集 (见表 4)
来测试 CLMMC 方法在处理类内散度奇异问题的
有效性.
在测试过程中, 本文的 CLMMC 方法中的参

数 γ 选取范围和第 4.1 节相同. 然而通过测试发
现, LLD 方法在处理基因数据时如果参数 t 选取太

小将不能得到有效的权值, 因此在本测试过程中令
t = 2i, i = 8, · · · , 20. 同时由于基因数据往往会导
致类内散度发生奇异, 从而在使用 LDA、LLD、CL-
LLD 方法测试之前首先运用 PCA 方法对相应的
基因数据进行预处理, 即在每次使用上述方法之前
本文只需选取 n − 1 (代表训练样本数) 个主成分.
即将 Leukemia、Colon 训练数据集的维数分别从
71 129 和 21 000 变换为 39 和 29, 尽管变换后维数
大大降低, 但变换后的数据集包含了原数据集信息
量的 99.5% 以上, 同时可以在一定程度上确保变换
后的数据集对应的类内散度不会发生奇异性问题,
因此这样处理是合适的. 为了提高特征提取的有效
性, 本测试过程使用 5-折交叉验证. 需要说明的是
在使用 LDA 方法后只需提取 c − 1 (c 代表的是样
本类别数) 维特征. 测试结果见表 5 和图 4.
根 据 表 5 和 图 4 可 以 看 出, 本 文 的

CLMMC 方法确实可以克服高维小样本数

据 的 类 内 散 度 矩 阵 奇 异 性 问 题, 同 时 和
PCA+LDA、PCA+LLD、PCA+CL-LLD 的测试

表 4 Colon 和 Leukemia 数据集

Table 4 Colon and Leukemia datasets

Datasets The number of training samples The number of test samples The number of features The number of subjects Rank

Colon 30 32 2 000 2 30

Leukemia 40 32 7 129 2 40
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效果相比具有较为明显的优势, 体现出 CLMMC 方
法在处理高维的基因数据时具有较强的特征提取

能力. 同时由于 CLMMC 方法引入了 QR 分解技
术, 使得该方法在对高维数据进行特征提取时同其
他最大间距判别准则相比具有较高的特征提取效率.
比如在上述测试过程中, 传统的最大间距判别准则
需要分别求解 7 129× 7 129 的散度矩阵 (Leukemia
数据)、2 000× 2 000 的散度矩阵 (Colon 数据) 特
征值问题, 而本文的 CLMMC 方法只需分别求解
40× 40 的散度矩阵 (Leukemia 训练数据集的秩为
40)、30× 30 的散度矩阵 (Colon 训练数据集的秩为
30) 特征值问题, 从而在一定程度上降低了求解高阶
矩阵特征值问题的时间与空间复杂度.

4.4 测试人脸图像数据集

众所皆知人脸图像数据集蕴含着内在的非

线性流形结构[11−17, 22−35], 即该原始样本空间属
于非线性的黎曼流形空间. 为此通过测试 ORL
(32× 32)、Yale (32× 32) 两个人脸图像数据集来反
映本文提出的 CLMMC 方法在一定程度上能较好
地保持输入样本空间内在的几何结构以及对原始样

本空间类型具有较低的依赖程度. ORL 人脸数据包
含 40 个类别的人脸图像, 每一类别包含有 10 幅不
同人脸表情的图像 (见图 5); Yale 人脸数据则包含
有 15 个类别的人脸图像, 每一类别包含有 11 幅不
同人脸表情的图像 (见图 6).
在本测试过程中为了有效地说明本文提

出方法具有较好的特征提取能力, 我们使用
PCA+LDA、PCA+LPP、PCA+LLD 三种方法来
对比测试本文提出的 PCA+CL-LLD 和 CLMMC
方法. 其中, PCA+LDA、PCA+LLD、PCA+CL-
LLD 三种方法中的参数设置、PCA 方法的处理过
程和第 4.3 节相同, 而在 PCA+LPP 测试过程中
对热核参数 t 的设置则参考文献 [29] 的方法, 即
t = (2m)σ0,m = −9, · · · , 10, 其中, σ0 代表训练样

本的方差, PCA 数据预处理过程和其他几种方法相
同. 同时为了提高测试结果的有效性, 在测试过程中
分别对ORL 和 Yale 数据集每类选取 3 个和 5 个样
本作为训练样本来测试上述 5 种方法, 并分别使用
3-折交叉验证和 5-折交叉验证. 测试结果见表 6、
图 7 和图 8.

(a) Colon 数据集特征提取结果对分类的影响
(a) Recognition accuracy vs. dimension reduction on

Colon datasets

(b) Leukemia 数据集特征提取结果对分类的影响

(b) Recognition accuracy vs. dimension reduction on

Leukemia datasets

图 4 基因数据特征提取结果对分类的影响

Fig. 4 Recognition accuracy vs. dimension reduction on gene datasets

图 5 ORL 数据集中某一类所有图像

Fig. 5 All images in a certain class in ORL datasets

图 6 Yale 数据集中某一类所有图像

Fig. 6 All images in a certain class in Yale datasets
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(a) 3 个训练样本

(a) 3 trains

(b) 5 个训练样本

(b) 5 trains

图 7 ORL 数据特征提取结果对分类的影响

Fig. 7 Recognition accuracy vs. dimension reduction on ORL datasets

(a) 3 个训练样本

(a) 3 trains

(b) 5 个训练样本

(b) 5 trains

图 8 Yale 数据特征提取结果对分类的影响

Fig. 8 Recognition accuracy vs. dimension reduction on Yale datasets
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根据以上测试结果可以看出, 本文提出的
PCA+CL-LLD 和 CLMMC 方法同其他方法相比
具有更好的特征提取效果和分类精度, 这在一定程
度上说明本文的方法由于引入了语境距离度量能更

好地保持样本内在蕴含的几何结构, 降低了对原始
样本空间类型的依赖程度.

5 总结

本文通过分析 LLD 方法存在的问题和不足, 通
过引入语境距离度量并结合最大间距判别准则的基

本原理提出一种基于语境距离度量的拉普拉斯最大

间距判别准则: CLMMC. 该准则不但在一定程度
上避免小样本问题, 而且由于语境距离度量更关注
原始样本簇内在的本质结构而不是原始样本空间的

类型, 从而降低了该准则对特定样本空间的依赖程
度. 同时通过引入计算语境距离度量的新算法并结
合 QR 分解的基本原理提高了 CLMMC 在处理高
维矢量模式数据时的适应性和效率. 并从理论上讨
论 CLMMC 准则具有的基本性质以及与 LLD 准则
的内在联系. 最后通过测试证明 CLMMC 准则具有
一定的有效性. 然而, CLMMC 准则也存在着一定
的不足, 比如如何从理论上分析并结合运用实际去
寻找更适合高维矢量数据的语境距离度量的计算形

式将是我们以后工作的方向.
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