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Acrobot动态伺服控制及其对称虚约束方法研究

程红太 1 赵旖旎 1 张晓华 1

摘 要 研究了 Acrobot 这一垂直平面欠驱动机械臂的动态伺服控制问题. 该问题期望驱动 Acrobot 到达构形空间中任意

目标位置. 由于 Acrobot 不能稳定在除平衡点外的位置, 因此考虑将系统镇定到经过目标点的周期轨道上. 利用虚约束来描述

这样的轨道, 进而给出了在所选虚约束作用下系统的零动态和积分曲线. 接着设计了级联形式的控制器, 内环控制器基于改进

的反馈线性化方法, 引入了一个使内环呈现二阶系统特性的虚拟输入, 在该虚拟输入的基础上, 设计了基于 Lyapunov 稳定性

理论的外环控制器. 最后通过数字仿真证明所提出的方法合理有效, 并且获得比基于能量的动态伺服方法更优的结果.
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Dynamical Servo Control and Symmetrical Virtual Constraints

Method for the Acrobot

CHENG Hong-Tai1 ZHAO Yi-Ni1 ZHANG Xiao-Hua1

Abstract The dynamical servo control problem of a vertical planar underactuated manipulator acrobot is studied in

this paper. This problem aims to drive acrobot to any position in the construction space. Since the acrobot cannot be

stabilized at any position except the equilibrium points, we consider to stabilize the system to a periodic orbit which

passes through the target position. The virtual constraint is used to describe these periodic orbits, and then the zero

dynamics and the relative integral curve under the selected virtual constraint are given. A cascade form controller is

designed. The inner loop controller is based on the improved feedback linearization method and a virtual input which

makes the inner loop like a second-order system is introduced. With this virtual input, an outer loop controller is designed

based on Lyapunov stabilizing theory. The simulation results show the effectiveness of the designed control law, and that

this method is better than the energy based method.

Key words Acrobot, underactuated, dynamical servo control, virtual constraint, Lyapunov stability theory

欠驱动系统是指拥有比其自身自由度数少的驱

动的系统. 它代表了一大类实际系统, 比如太空飞行
器、移动机器人和柔性机器人. 这些系统与全驱动
系统相比更加难于控制, 是控制研究中的一个热点.
图 1 中所示的 Acrobot 系统是一个典型的结构相对
简单的欠驱动机械系统[1−3], 它由一根连杆和一根
摆杆组成, 摆杆连接有一驱动输入, 连杆绕肩部自由
转动. 它具有两个自由度却只有一个控制输入.

Acrobot 有 4 个开环平衡点, 其中比较典型的
是垂直向下和垂直向上两个, 前者是稳定的而后者
是不稳定的. 以 Acrobot 为对象, 人们展开了一系
列研究工作. 最早研究的是不稳定平衡点的镇定问
题[1−2], 然后 Spong 将上摆与平衡控制一起研究[2];
Xin 等提出了一种基于能量的上摆控制策略, 他们
利用系统机械能、摆杆摆角和角速度构造了一个
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Lyapunov 函数, 并通过对该函数的控制实现三个变
量的整体镇定, 所提出的控制策略可以将 Acrobot
镇定到一个经过最高点的轨道上, 进而可以很容易
实现起摆及平衡的切换[3].

图 1 Acrobot 示意图

Fig. 1 Structure of the Acrobot

除平衡控制之外, Berkemeier 等[4] 研究了倒立

轨迹跟踪问题. 他们选择了一个将 Acrobot 约束到
一个特殊流形的输出函数, 从而生成了一簇周期轨
道. Shiriaev 等[5−6] 研究了欠驱动机械系统附加虚

约束后的特性, 给出了闭环系统积分曲线方程的显
式解, 设计了基于 LQR 的轨道镇定控制器, 并将其
应用于多种系统中[7−10].
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针对欠驱动系统的特点, 本文研究一种新的运
动控制问题—动态伺服控制问题, 它所针对的不是
特定点的镇定或者特定轨迹的跟踪, 而是任意状态
的瞬时可达, 进而实现任意轨迹的动态跟踪; 不仅适
用于 Acrobot 对象, 类似的问题也存在于球棒系统、
直线倒立摆等系统中. 动态伺服控制可以应用于一
些简单的任务, 比如机械臂从一个点到另一个点的
搬运工作, 也可以为其他任务提供协助, 比如为平衡
控制提供合适的末端姿态或为灵长类仿生机器人飞

跃控制提供足够的起飞能量.
对欠驱动机械系统来说, 构形空间任意点的镇

定是不可能的, 然而一种可能的方式是将其镇定到
通过给定点的周期轨道上. 虚约束将原始系统限制
到一个子流形, 因而可以用来描述状态空间中的周
期轨道. 它并不存在于实际系统, 而是由控制输入引
入的. Shiriaev 等给出了一般积分曲线的表达式, 但
并未给出通过某一点的周期轨道的设计方法.

文献 [11] 采用了基于能量的方法实现了动态伺
服的控制, 其中存在着摆动姿态不优美, 所需驱动输
入大等问题, 本文针对这些问题, 结合虚约束方法对
问题重新分析, 并采用改进的反馈线性化方法实现
动态伺服控制.

1 Acrobot动力学模型

根据图 1 给出的结构以及给出的物理量定义,
建立系统动力学模型.
物理参数定义如下:
m1, m2 : 两杆质量

l1, l2 : 两杆长度

lc1, lc2 : 两杆铰链至质心距

I1, I2 : 两杆绕质心转动惯量

g : 重力加速度

τ : 输入力矩

利用 Lagrange 方程建立系统动力学模型.

d11q̈1 + d12q̈2 + h1 + ϕ1 = 0 (1)

d21q̈1 + d22q̈2 + h2 + ϕ2 = τ (2)

其中

d11 = θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2

d12 = d21 = θ2 + θ3 cos q2

d22 = θ2

h1 = −θ3q̇2 sin q2(2q̇1 + q̇2)
h2 = θ3q̇

2
1 sin q2

ϕ2 = θ5g cos(q1 + q2)
ϕ1 = θ4g cos q1 + φ2

θ1 = m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1

θ2 = m2l
2
c2 + I2

θ3 = m2l1lc2

θ4 = m1lc1 + m2l1

θ5 = m2lc2

其中, d11, d22 为自耦惯量加速度项, d12, d21 为互耦

惯量加速度项, h1, h2 为柯氏力项, ϕ1, ϕ2 为重力矩

项.

2 动态伺服定义及虚约束方程设计

下面给出动态伺服问题的相关定义[6]:
定义 1 (((动态伺服控制))). 对于系统: ẋ =

f(x, u), x(t0) = x0, 在控制作用下, 对于任意给
定轨迹 γ(t) 及允许误差 δ:

若 ∃T0 使得, t > T0 时, 有 |x(t)− γ(t)| < δ 成

立, 则称其为伺服轨迹跟踪;
若 ∃T0 及 ti > T0, i = 1, 2, 3, 使得

|x(ti)− γ(ti)| < δ, 则称其为动态伺服轨迹跟踪.
两者之间的区别是前者使得系统状态连续地收

敛到目标轨迹上; 而后者只要求它可以重复地到达
轨迹上的点. 这种弱化的控制目标使得它对欠驱动
系统是可以实现的.

对于 Acrobot 系统, 动态伺服实现的一个基本
要求是其可以重复到达任一状态点, 本文只讨论形
如 [q1, q2, q̇1, q̇2] = [q1d, q2d, 0, 0] 这样的目标点. 实
际上, 基于能量的动态伺服控制中采用的虚约束为
q2 = q2d, 这样的虚约束作用下系统能量守恒, 分析
与控制比较方便, 但姿态呆板, 不符合仿生学原理
(如图 2 (a) 所示).

Acrobot 亦称体操机器人, 从体操运动员的实
际运动中可以看出, 当运动员在摆动过程中, 特别是
当身体摆动至垂直向下位置时, 其身体是伸展开的.
由于不需要维持固定的角度, 身体随着惯性自由摆
动, 比较节省力气 (如图 2 (b)).

(a) 基于能量的方法摆动过程
姿态

(a) The swing gesture of

energy based method

(b) 体操运动员摆动过程
姿态

(b) The swing gesture of the

gymnast

图 2 基于能量的方法与体操运动员摆动过程姿态对比

Fig. 2 Comparison of the swing gesture of energy based

method and the gymnast
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运动员摆动过程中上下躯体夹角是变化的, 到
达垂直位置时伸直, 即其经过点 [−π/2, 0, q̇1, q̇2]. 为
了保证目标位置 [q1d, q2d, 0, 0] 可达, 需要寻找使得
这两点同时成立的虚约束, 容易看出最简单的是由
两点确定的线性虚约束, 可以表示为

a1q1 + a2q2 + a3 = 0 (3)

若 a1 6= 0, 上式可以转化为

q1 = aq2 + b (4)

其中

{
−π

2
= a · 0 + b

q1d = a · q2d + b
⇒





a =
q1d + π

2

q2d

b = −π

2

若 a2 6= 0, 上式可以转化为

q2 = cq1 + d (5)

一般情况下, 两种约束所得到的结果是一致的,
统一起见, 文中采用第一种形式.

3 虚约束作用下系统零动态分析

3.1 虚约束作用下系统零动态方程

定理 1 (动态伺服控制). 对于 Acrobot 系统,
在完整虚约束 p = φ(q) 作用下 (p, q 分别表示 q1 或

q2), 无论虚约束形式如何, 系统零动态方程均可以
写为如下形式:

α(q)q̈ + β(q, q̇)q̇2 + γ(q) = 0 (6)

证明. 假设 p = q1, q = q2, 则有 q1 = φ(q2), 两
边对时间求导有

q̇1 =
∂φ

∂q2

q̇2

q̈1 =
∂2φ

∂q2
2

(q̇2)
2 +

∂φ

∂q2

q̈2

(7)

将其代入模型中式 (1) 有

d11

(
∂2φ

∂q2
2

(q̇2)
2 +

∂φ

∂q2

q̈2

)
+d12q̈2+h1+ϕ1 = 0 (8)

整理有

0 =
(

∂φ

∂q2

d11 + d12

)
q̈2+

(
∂2φ

∂q2
2

d11 − θ3 sin q2(2
∂φ

∂q2

+ 1)
)

q̇2
2+

(θ4g cos (φ(q2)) + θ5g cos(φ(q2) + q2))

将各项系数定义为

α =
∂φ

∂q2

d11 + d12

β =
∂2φ

∂q2
2

d11 − θ3 sin q2(2
∂φ

∂q2

+ 1)

γ = θ4g cos (φ(q2)) + θ5g cos(φ(q2) + q2)

于是有

α(q)q̈ + β(q, q̇)q̇2 + γ(q) = 0 (9)

同理可证, 当 p = q1, q = q2 时结论也成立. ¤
3.2 零动态方程的一次积分

式 (9) 是虚约束作用下系统的零动态微分方程,
对应于不同的初值, 该微分方程将对应不同的积分
曲线, 而对于所研究的问题, 它的期望轨道是惟一
的, 因此需要获得描述该曲线的参数.

定理 2. 零动态微分方程 (9) 是可积的, 记:

β0(q) = 2
β(q)
α(q)

γ0(q) = −2
γ(q)
α(q)

(10)

并且令积分因子:

I = e

∫ q

q0

β0(x)dx
(11)

则其从 [q0, q̇0] 起始的一次积分的解的表示为

q̇2 = I−1

∫ q

q0

Iγ0(x)dx + Y0I
−1 (12)

其中 Y0 = q̇2
0.

证明. 令 Y = q̇2, 则有

q̈ =
dq̇

dt
=

dq̇

dq

dq

dt
=

dq̇

dq
q̇ =

1
2

dq̇2

dq
=

1
2

dY

dq
(13)

因此式 (9) 可写为

1
2
α(q)

dY

dq
+ β(q)Y + γ(q) = 0 (14)

于是有
dY

dq
+ β0(q)Y − γ0(q) = 0 (15)

两侧同乘积分因子 I 有

d(IY )
dq

= Iγ0(q) (16)
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对其进行积分有

IY =
∫ q

q0

Iγ0(x)dx + Y0 (17)

由于 I > 0, 因此有

Y = Y (q) = I−1

∫ q

q0

Iγ0(x)dx + Y0I
−1 (18)

¤
3.3 对称虚约束的积分表达式

将虚约束 (4) 两边对时间求导有

q̇1 = aq̇2

q̈1 = aq̈2

(19)

进一步代入式 (8), 并记:

A = θ2 + aθ1 + aθ2

B = (1 + 2a)θ3

(20)

于是有

α = A + B cos q2

β = −B sin q2

γ = θ4g cos(aq2 + b) + θ5g cos[(1 + a)q2 + b]

根据前面的推导过程有

I = e

∫ q2

q20

β0(x)dx
=

(
A + B cos q2

A + B cos q20

)2

(21)

于是可得:

Y (q) = −2g (F (q2)− F (q20))
(A + B cos q2)2

+

Y0

(
A + B cos q20

A + B cos q2

)2
(22)

其中

F (x) =
Aθ4 + 0.5Bθ5

a
sin(ax + b)+

Aθ5 + 0.5Bθ4

a + 1
sin[(a + 1)x + b]+

0.5Bθ4

a− 1
sin[(a− 1)x + b]+

0.5Bθ5

a + 2
sin[(a + 2)x + b]

4 周期轨道控制器设计

为了保证系统准确收敛到目标轨道上, 除对虚
约束函数进行控制外, 还需对轨道参数方程进行控
制. 总的来说, 需要对以下两个输出函数进行镇定.{

h = φ(q)− p

U = q̇2 − Y (q)
(23)

在文献 [5] 中, 作者采用了基于线性二次型调节
器 (Linear quadratic regulator, LQR) 的方法设计
控制器, 获得了非线性反馈系数的表达式, 这种方法
计算起来比较繁琐, 需要求解一系列非线性方程, 下
面采用级联形式的控制方法, 将虚约束作为内环, 轨
道参数作为外环实现系统由外自内逐级镇定.

4.1 虚约束镇定控制器设计

针对虚约束:

q1 = aq2 + b (24)

对虚约束输出函数及其二次时间求导有

h = aq2 + b− q1

ḣ = aq̇2 − q̇1

ḧ = aq̈2 − q̈1

(25)

从 Acrobot 系统动力学模型中可以反解出:

q̈1 =
−d12τ − d22(h1 + ϕ1) + d12(h2 + ϕ2)

d11d22 − d12d21

=

f1 + g1τ

q̈2 =
d11τ + d21(h1 + ϕ1)− d11(h2 + ϕ2)

d11d22 − d12d21

=

f2 + g2τ

将其代入式 (25), 与反馈线性化方法不同, 这里引入
虚拟输入变量 v 使得:

ḧ + K1ḣ + K2h = ν (26)

其中

ν = af2 + ag2τ − f1 − g1τ + K1ḣ + K2h (27)

该子系统具有如下形式的传递函数:

G(s) =
H(s)
ν(s)

=
1

s2 + K1s + K2

(28)

因此只需选择合适的参数, 即可实现子系统输
入输出稳定. 上述设计过程可以看作是反馈线性化
设计与状态反馈方法[12] 的结合, 虚拟输入变量实际
上是闭环子系统的给定, 当该变量为 0 时, 系统输出
收敛至 0. 同时, 该虚拟输入可以作为外环的控制变
量, 以达到镇定外环的目的. 下面来设计这样的周期
轨道镇定控制器.
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4.2 周期轨道镇定控制器设计

对虚约束 (24), 假设目标状态速度为 0, 即
Y0 = 0, 则其轨道方程为

U = q̇2
2 − I−1

∫
Iγ0dx (29)

构造控制 Lyapunov 函数 (Control Lyapunov func-
tion, CLF) 如下:

V =
1
2
U2 (30)

上式两边对时间求导有

U̇ = 2q̇2q̈2 + I−1β0q̇2

∫
Iγ0dx− γ0q̇2 =

q̇2

(
2q̈2 + I−1β0

∫
Iγ0dx− γ0

) (31)

于是有

V̇ = Uq̇2

(
2q̈2 + I−1β0

∫
Iγ0dx− γ0

)
(32)

由式 (25)、式 (26) 及系统模型 (1) 可知:

d11

(
aq̈2+K1ḣ+K2h−ν

)
+d12q̈2+h1+ϕ1 =0 (33)

于是可得:

q̈2 =
d11ν − d11(K1ḣ + K2h)− h1 − ϕ1

ad11 + d12

(34)

代入式 (32):

V̇ = Uq̇2 (g(·)ν + f(·)) (35)

其中

f(·) = −2
d11(K1ḣ + K2h) + h1 + ϕ1

ad11 + d12

+

I−1β0

∫
Iγ0dx− γ0

g(·) = 2
d11

ad11 + d12

因此只需:

ν = −K3 |U | sign(Uq̇2) + f(·)
g(·) (36)

即可实现外环镇定. 综上所述, 总的控制律为

τ =
−K3 |U | sgn(Uq̇2) + f(·)

g(·)
ag2 − g1

−
K1ḣ + K2h + af2 − f1

ag2 − g1

(37)

在上述控制律的作用下, 首先外环 Lyapunov 函数
V → 0, 因此内环虚拟输入 v → 0, 最终实现内外环
的共同收敛.

4.3 与基于能量的方法的比较

两者在运动形式上的区别是明显的, 下面来分
析它们之间在所需控制输入之间的差异.

对于基于能量的动态伺服控制算法, 稳态时它
的控制输入具有这样的形式:

τ =
d11(h2 + ϕ2)− d21(h1 + ϕ1)

d11

(38)

展开有

τ = θ3q̇
2
1 sin q2d + θ5g cos(q1 + q2d)−

d12

d11

(θ4g cos q1 + θ5g cos(q1 + q2d))
(39)

稳态时, 杆 1 摆动速度与角度有对应关系, 可以利用
机械能守恒来得到它们之间的关系, 由于

E = 0.5d11q̇
2
1 + θ4g sin q1 + θ5g sin(q1 + q2d) =

θ4g sin q1d + θ5g sin(q1d + q2d)
(40)

因此有:

q̇2
1 = 2g

θ4 sin q1d + θ5 sin(q1d + q2d)
d11

−

2g
θ4 sin q1 + θ5 sin(q1 + q2d)

d11

(41)

由式 (39) 和式 (41) 确定了 τ 与 q1 之间的函数

关系, 由此可以计算出给定为 [q1d, q2d] 时所需的最
大力矩, 图 3 (a) 给出了 q1d ∈ [−1, 1], q2d ∈ [0.1, 1]
时的最大力矩曲面.

对于前述基于虚约束的动态伺服控制方法: 其
控制输入式 (37), 当稳态时有 v = 0, 因此有

τ = h2 + ϕ2 − d22 + ad21

ad11 + d12

(h1 + ϕ1) (42)

展开有

τ = (a2 − 2a− 1)θ3 sin q2q̇
2
2+

θ5g cos(aq2 + b + q2)−
θ2 + a (θ2 + θ3 cos q2)

a (θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2) + θ2 + θ3 cos q2

−

θ4g cos(aq2 + b) + θ5g cos(aq2 + b + q2)
a (θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2) + θ2 + θ3 cos q2

(43)
由式 (22) 和式 (43) 确定了 τ 与 q2 之间的函数

关系, 由此可以计算出给定为 q1d, q2d 时所需的最大

力矩, 图 3 (b) 给出了 q1d ∈ [−1, 1], q2d ∈ [0.1, 1] 时
的最大力矩曲线.
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从图中可以明显看出这种差异, 事实上, 由于不
再强制要求 q2 = q2d, 而是在摆动过程中向着自然伸
展的方向运动, 意味着不必要消耗很大的力矩去维
持虚约束函数, 使系统状态集中在曲面的中心区域,
从而大大降低了控制力矩的需求.

(a) 基于能量的方法

(a) Energy based method

(b) 基于对称虚约束的方法

(b) Symmetrical virtual constraints based method

图 3 两种方法作用下最大稳态力矩

Fig. 3 The maximum torques under the two methods

5 仿真实验

为了验证所提出的基于虚约束的控制器设计方

法的有效性, 在Matlab/Simulink 平台上进行仿真.
所搭建的 Acrobot 模型采用下述参数:

表 1 仿真模型参数

Table 1 Model parameters for simulation

m1 m2 l1 l2 lc1 lc2 I1 I2 g

(kg) (kg) (m) (m) (m) (m) (kg·m2) (kg·m2) (m/s2)

1 1 1 2 0.5 1 1/12 1/3 9.81

从前面的设计过程可以看出, 整个控制器包含 3
个参数, 分别为K1,K2,K3. 其中, K1,K2 是用于内

环控制以使其产生二阶系统的输入输出特性, 可以
通过经典控制理论来选择合适的参数以保证稳定及

快速性; K3 是外环切换控制律的增益因子, 在一定
限度内, K3 越大, 外环收敛速度将越快, 因此仿真中
选择了如下一组控制参数, 它们保证了内环响应时
间约 0.2 s.

K1 = 20, K2 = 200, K3 = 50 (44)

仿真实验以 [q10, q20] = [0, 0] 为起始点, 以
[q1d, q2d] = [0, 1] (速度均为 0) 为目标点. 即从起
始点出发, 经过若干次摆动到达目标点. 作为对比,
利用文献 [11] 中给出的基于能量的动态伺服控制方
法进行同样的实验, 其控制参数为
kD = 15, kE = 0.5, kP = 22, kV = 45 (45)

图 4 (a)∼ 4 (d) 给出了两种控制方法的仿真结果.

(a) 能量方法状态曲线

(a) State curves of energy based method

(b) 虚约束方法状态曲线

(b) State curves of virtual constraints method

(c) 能量方法力矩曲线

(c) Torque curve of energy based method

(d) 虚约束方法力矩曲线

(d) Torque curve of virtual constraints method

图 4 两给定目标点 [q1d, q2d] = [0, 1] 时的仿真结果

Fig. 4 Simulation results when [q1d, q2d] = [0, 1]
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从曲线中可以看出, 虽然两种方法的最终轨道
是不同的, 基于能量的方法摆杆摆角是常值, 而虚约
束方法摆杆摆角随连杆摆角而变, 但它们在运动过
程中均达到了目标点, 实现了动态伺服控制的目标.
另外基于能量的方法稳态时, 需要最大 24N·m 的力
矩, 而虚约束法由于不需要维持固定的摆杆摆角, 因
此稳态时只需要最大 6N·m 的力矩. 这使得它更适
合于力矩有一定限制的 Acrobot 系统中.

6 结论

本文以 Acrobot 为对象研究了欠驱动机械系统
的动态伺服问题, 首先给出了其动力学模型以及动
态伺服问题的数学定义. 接着从问题入手设计了一
个线性虚约束, 该约束可以保证系统经过目标点时,
具有固定形态并且经过垂直向下平衡点, 从而达到
拟人的运动效果.
然后给出了 Acrobot 系统在虚约束作用下零动

态方程的规范形式并结合所设计的虚约束推导了其

积分曲线. 为了保证其可以收敛至目标轨道, 设计了
级联形式的控制器. 控制器分为内外两环, 内环采
用改进的反馈线性化方法, 引入了一个使内环呈现
二阶系统特性的虚拟输入, 在该虚拟输入的基础上,
构造了由轨道参数构成的 Lyapunov 函数, 并利用
符号函数控制律实现外环控制. 仿真实验证明了所
提方法的有效性, 并且与基于能量的方法相比, 该方
法收敛过程更快、更平滑, 精度更高, 所需的驱动输
入更小, 具有更良好的性能, 相关实物实验正在进行
中.
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