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常用 Fisher判别函数的判别矩阵研究

程正东 1, 2 章毓晋 3 樊 祥 1, 2, 4 朱 斌 1, 2

摘 要 在线性判别分析 (Linear discriminant analysis, LDA) 中, 比迹函数、比值函数和迹比函数是三种常用的 Fisher

判别函数, 每一个判别函数都可得到一个正交判别 (Orthogonal discriminant, OD) 矩阵和一个不相关判别 (Uncorrelated

discriminant, UD) 矩阵. 本文的主要目的是对这 6 种判别矩阵的获取方法及其性质进行系统分析, 拟期更清楚地认识它们的

联系与区别. 当类内协方差阵非奇异时, 比迹、比值函数的判别矩阵和迹比函数的 OD 矩阵的获取方法及性质已有研究, 本文

对迹比函数的 UD 矩阵的获取方法及性质进行了补充研究, 得到了迹比函数的 UD 矩阵与比迹、比值函数的 UD 矩阵是同一

矩阵以及迹比函数的 UD 矩阵的判别函数值不超过它的 OD 矩阵的结论. 当类内协方差阵奇异时, 6 种判别矩阵的获取方法

遇到了困难, 为克服这一困难, 本文首先用极限的思想重新定义了这三种判别函数, 然后采用求极限的方法得到了 6 种判别矩

阵的获取方法. 从所得的获取方法可以看出, 当所需的判别向量均在类内协方差阵的零空间中时, 6 个判别矩阵是同一矩阵.
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Study on Discriminant Matrices of Commonly-used Fisher

Discriminant Functions
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Abstract In linear discriminant analysis (LDA), ratio-trace, ratio-value, and trace-ratio are three Fisher discriminant

functions in common use. Each has one orthogonal discriminant (OD) matrix and one uncorrelated discriminant (UD)

matrix. This paper aims to systematically analyze the obtained approach and properties of these six discriminant matrices

and to more clearly recognize their relations and differences. When the within-class scatter matrix is nonsingular, the

research on the discriminant matrices of ratio-trace and ratio-value functions and the OD matrix of trace-ratio function

have already been done. This paper only discusses the obtained approach and properties of UD matrix of trace-ratio

function, and obtains such conclusions that the UD matrix of trace-ratio function is equal to that of ratio-trace and ratio-

value function, and the trace-ratio function value of UD matrix is no more than that of OD matrix. When the within-class

scatter matrix is singular, it is difficult to obtain these six discriminant matrices. To overcome the difficulty, this paper

introduces the limitation idea and redefines these three discriminant functions, then attains the obtained approach of the

six discriminant matrices by calculating the limitations. From these obtained approaches, we can conclude that the six

discriminant matrices are equal when the need discriminant vectors are all in the null space of the within-class scatter

matrix.

Key words Fisher discriminant function, orthogonal discriminant matrix, uncorrelated discriminant matrix, limit

在模式识别中, 基于 Fisher 判别准则的线性判
别分析 (Linear discriminant analysis, LDA) 是最
为基本的有监督线性子空间方法. Fisher 判别准则
是指对样本数据作线性投影, 使投影后数据的类间
离散度达到最大而类内离散度达到最小, LDA 的任
务就是寻找最佳投影. 寻找最佳投影的通用做法是
先设置一个合适的目标函数, 然后最优化目标函数
来得到最佳投影, 这样的目标函数常称为 Fisher 判
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别函数. 目前人们已提出了多种行之有效的 Fisher
判别函数, 其中最为常用的三种判别函数如下:

1) 比迹函数[1]:
J1(W ) = tr((WTSwW )−1(WTSbW ))

2) 比值函数[2]:

J2(www) =
wwwTSbwww

wwwTSwwww
3) 迹比函数[3]:

J3(W ) =
tr(WTSbW )
tr(WTSwW )

其中, Sb, Sw 分别表示样本数据的类间协方差阵与

类内协方差阵, www 与W 分别表示投影向量和投影矩

阵. 最大化 J1(W ) 与 J3(W ) 得到的最佳投影矩阵
W 称为判别矩阵, 其列向量称为判别向量; 最大化
J2(www) 可得到多个判别向量, 由它们可组成 J2(www)
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的判别矩阵. 需要注意的是, 本文中的判别向量都要
求是单位向量.
在最大化 Fisher 判别函数时, 需要对判别矩阵

W = (www1,www2, · · · ,wwwd) 附加一定的条件, 这是为了
避免各个判别向量之间的夹角很小但判别函数值却

很大的情形出现. 目前人们采用的附加条件主要有
两种: 一种是要求各个判别向量相互正交[2], 即满足
wwwT

i wwwj = 0 (i 6= j), 称之为正交判别 (Orthogonal
discriminant, OD) 矩阵, 这是从几何角度提出的附
加条件; 另一种是要求样本经不同判别向量投影后
的数据统计不相关[4], 即满足 wwwT

i Stwwwj = 0 (i 6= j,
St = Sw + Sb), 称之为不相关判别 (Uncorrelated
discriminant, UD) 矩阵, 这是从统计学角度提出的
附加条件. 每一个 Fisher 判别函数都可得到一个
OD 矩阵和一个 UD 矩阵, 因此上述三个判别函数
可得到 6 个判别矩阵. 在已有的文献中, 当类内协
方差阵 Sw 非奇异时, 对 J1(W ) 的 UD 矩阵W u

1 与

OD 矩阵W o
1 , J2(www) 的 UD 矩阵W u

2 与 OD 矩阵
W o

2 以及 J3(W ) 的 OD 矩阵 W o
3 的求取方法及性

质都有讨论[1−6], 但未见对 J3(W ) 的 UD 矩阵W u
3

的求取方法和性质进行讨论, 本文将补充相关内容.
上述三种判别函数的最大化方法各不相

同, 比迹函数 J1(W ) 的最大化方法是广义特
征值分解 (Generalized eigenvalue decomposition,
GEVD)[1], 比值函数 J2(www) 的最大化方法是
Foley-Sammon 变换 (Foley-Sammon transforma-
tion, FST)[2, 4],而迹比函数 J3(W )的最大化方法是
Wang-Yan (WY) 算法[3], 但这些方法只在 Sw 非奇

异时有效. 当 Sw 奇异时, 为克服它们的不足, Chen
等[7] 提出了零空间 LDA (Null linear discriminant
analysis, NLDA) 算法, Yang 等[8] 提出了双子空间

算法. 不过, 这些算法既缺乏理论依据, 也没能解决
Sw 奇异时 UD 矩阵的求解问题. 本文引入极限的思
想, 在 Sw 奇异时先用极限重新定义了上述三种判别

函数, 然后通过求极限的办法得到了最优判别矩阵.
这样, 既解决了 Sw 奇异时 UD 矩阵的求解问题, 也
从理论上证明了 NLDA 算法和双子空间算法的合
理性.

1 最大化方法与判别矩阵回顾

设有 N 个训练样本, 它们分属 c 个类别, 用 Sb,
Sw 分别表示样本数据的类间协方差阵与类内协方

差阵, St = Sw + Sb 表示样本数据的总体协方差阵.
本节主要回顾当 Sw 非奇异时上述三种判别函数最

大化方法和相应的判别矩阵, 以及当 Sw 奇异时的

NLDA 算法和双子空间算法.
1.1 GEVD与比迹函数的判别矩阵

最大化比迹函数 J1(W ) 就是作 Sb 相对于 Sw

的广义特征值分解, 即 J1(W ) 的判别矩阵是由广义
特征方程[1]

Sbwww = λSwwww 或 S−1
w Sbwww = λwww (1)

的特征向量构成的. 对此, 有
引理 1[9]. 若存在可逆矩阵 P , 使得

PTSbP = diag{λ1, λ2, · · · , λn}
PTSwP = diag{µ1, µ2, · · · , µn}

(2)

则 P 的各个列就是 Sb 相对于 Sw 的广义特征向量,
λ1/µ1, λ2/µ2, · · · , λn/µn 是相应的广义特征值.

由于 PTStP = PTSbP +PTSwP 为对角阵, 若
按列分块 P = (ppp1, ppp2, · · · , pppn), 则 pppiStpppj = 0 (i 6=
j), 即由 GEVD 得到的判别矩阵是 J1(W ) 的 UD
矩阵. 于是, J1(W ) 的 UD 矩阵W u

1 为

W u
1 =

(
ppp1

‖ppp1‖ ,
ppp2

‖ppp2‖ , · · · ,
pppd

‖pppd‖
)

(3)

其中, ‖ · ‖ 表示向量的 L2 范数, d 为所需判别向量

的个数, d ≤ c− 1.
对W u

1 作 QR 分解W u
1 = QR, Q 为正交阵, R

为上三角阵. 由于 J1(W ) 对可逆矩阵具有不变性,
因此 Q 就是 J1(W ) 的 OD 矩阵[5], 即W o

1 = Q.

1.2 FST与比值函数的判别矩阵

最大化比值函数 J2(www) 的方法是作关于 Sb 相

对于 Sw 的 Foley-Sammon 变换, 这是一种递推算
法, 其最一般的形式为:

引理 2[10]. 设 A 和 B 为 n 阶对称阵, A ≥ 0,
B > 0, 判别函数为 J(www) = (wwwTAwww)/(wwwTBwww), 则
满足附加条件wwwT

i Gwwwj = 0 (i 6= j, G > 0) 的判别矩
阵可由下述递推算法求得: 若已获得前 i 个判别向

量, 则第 i + 1 个判别向量是广义特征方程 PiAwww =
λBwww 的最大广义特征值所对应的单位特征向量, 其
中

Pi = I −GDi(DT
i GB−1GDi)−1DT

i GB−1 (4)

D0 = 0, Di = (www1,www2, · · · ,wwwi), i = 1, 2, · · · , d−1.
当 Sw 非奇异时, 令 A = Sb, B = Sw, 则[2, 4]

1) 当 G = I, 即

Pi = I −Di(DT
i S−1

w Di)−1DT
i S−1

w

时, 可得 J2(www) 的 OD 矩阵 W o
2 , 相应的变换称

为OFST (Orthogonal Foley-Sammon transforma-
tion);

2) 当 G = St, 即

Pi = I − StDi(DT
i StS

−1
w StDi)−1DT

i StS
−1
w
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时, 可得 J2(www) 的 UD 矩阵 W u
2 , 相应的变换称为

UFST (Uncorrelated Foley-Sammon transforma-
tion).

1.3 WY算法与迹比函数的判别矩阵

WY 算法是一种迭代算法, 它的理论基础是以
下两个引理:
引理 3[3]. 设 J3(W ) 的 OD 矩阵为W o

3 , 则

β∗ =
tr((W o

3 )TSbW
o
3 )

tr((W o
3 )TSwW o

3 )
= max

wwwT
i

wwwj=0

‖wwwi‖=1

(
tr(WTSbW )
tr(WTSwW )

)

(5)
充要条件是

tr((W o
3 )T(Sb − β∗Sw)W o

3 ) =
max

wwwT
i

wwwj=0

‖wwwi‖=1

{tr[WT(Sb − β∗Sw)]} = 0 (6)

引理 4[3]. 对任意的 0 < β ≤ β∗, 若

Wβ = arg max
wwwT

i
wwwj=0

‖wwwi‖=1

{tr[WT(Sb − βSw)W ]}

使得

β̃ =
tr(WT

β SbWβ)
tr(WT

β SwWβ)
(7)

则 β ≤ β̃ ≤ β∗.
引理 3 指出 J3(W ) 的OD 矩阵W o

3 是矩阵 (Sb

− β∗Sw) 的前 d 个最大特征值对应的特征向量组成

的列正交矩阵; 而引理 4 则给出了求取参数 β∗ 的迭
代方法, 由此可得获取W o

3 的WY 迭代算法 (见算
法 1).

算法 1 (获取WWWooo
3 的WY 迭代算法).

步骤 1. 初始化, 令 β(0) = 0;迭代次数 t = 1, 2, · · · , T .

步骤 2. 对 (Sb − β(t−1)Sw) 作特征值分解, 取前 d 个

最大特征值对应的特征向量组成列正交矩阵W (t), 即

W (t) = max
wwwT

i wwwj=0

‖wwwi‖=1

tr{WT(Sb − β(t−1)Sw)W}

步骤 3. β(t) =
tr{(W (t))TSb(W

(t))}
tr{(W (t))TSw(W (t))} .

步骤 4. 若 |β(t−1) − β(t)| < ε (ε 为给定的很小正数),

中止; 否则, 转到步骤 2; 于是, W o
3 = W (T ), β∗ = β(T ).

1.4 NLDA算法

NLDA 算法[7] 只能获取零空间 S−1
w (0) = {xxx|

Swxxx = 0} 中的判别向量, 它的判别函数为

Jb(www) =
wwwTSbwww

wwwTwww
, www ∈ S−1

w (0) (8)

最大化 Jb(www) 的方法[11] 是: 先对 Sw 作特征值

分解以得到零特征值对应的特征向量组成的列正交

矩阵 Q, 然后对 QTSbQ 作特征值分解以得到前 d

个最大特征值对应的特征向量组成的列正交矩阵 V .
于是W = QV 就是 NLDA 算法的判别矩阵, 显然
它是 OD 矩阵.

1.5 双子空间算法

由于 NLDA 算法只能获取零空间 S−1
w (0) 中的

判别向量, 当零空间 S−1
w (0) 的维数较小时, 其所得

到的判别矩阵往往因为判别向量的个数太少而不

能完成模式识别任务. 为克服这一不足, Yang 等提
出了双子空间算法[8], 即不仅要由 NLDA 算法得到
S−1

w (0) 中的判别向量, 还要由 FST 得到 Sw 的主空

间 (S−1
w (0))⊥ = {xxx|xxxTyyy = 0, yyy ∈ S−1

w (0)} 中的判
别向量, 这些判别向量合在一起组成判别矩阵. 双
子空间算法分为两种: 一种用于求 OD 矩阵, 称为
NLDA + OFST算法; 另一种试图用于求UD矩阵,
称为NLDA + UFST, 但它得到的并不是UD 矩阵.

2 SSSwww 非奇异时W u
3W u
3W u
3 的获取方法及其性质

当 Sw 非奇异时,在已有的文献中未见对 J3(W )
的 UD 矩阵W u

3 的获取方法及其性质进行讨论, 本
节将补充相关内容.

2.1 W u
3W u
3W u
3 的获取方法

迹比函数 J3(W ) 的 UD 矩阵W u
3 应为

W u
3 = arg max

wwwT
i

Stwwwj=0

‖wwwi‖=1

(
tr(WTSbW )
tr(WTSwW )

)
(9)

由于 St 正定, 存在可逆阵 H, 使得 HTStH = I, 令
S̃b = HTSbH, S̃w = HTSwH, Φ = H−1W , 则式
(9) 可写为

Φ̃ = arg max
φφφT

i
φφφj=0

‖φφφi‖=1

(
tr(ΦTS̃bΦ)
tr(ΦTS̃wΦ)

)
, Φ = (φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφd)

(10)
由引理 3和引理 4知, 式 (10)中的 Φ̃可由WY

算法求得, 于是 W u
3 = HΦ̃R−1, 其中 R 是对角阵,

其对角元是 HΦ̃ 的对应列的模长. 可见, J3(W ) 的
UD 矩阵本质上也是由WY 算法求得. 算法 2 给出
了获取W u

3 的WY 算法步骤.
算法 2 (获取WWWuuu

3 的WY算法).

步骤 1. 求取 H, 使得 HTStH = I;

步骤 2. 计算 S̃b = HTStH 和 S̃w = HTSwH;

步骤 3. 对 S̃b 与 S̃w 实施获取 OD 矩阵的WY 迭代算

法, 得到矩阵 Φ̃;
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步骤 4. 对 HΦ̃ 的各个列实施单位化, 即得到 J1(W )

的 UD 矩阵W u
3 .

2.2 W u
3W u
3W u
3 的性质

文献 [6] 证明了比值函数 J2(www) 的 UD 矩阵
W u

2 与比迹函数 J1(W ) 的 UD 矩阵W u
1 是相等的,

下面将证明迹比函数 J3(W ) 的 UD 矩阵W u
3 也等

于比迹函数的 UD 矩阵W u
1 , 即有定理 1 成立.

定理 1. W u
3 = W u

1 = W u
2 .

证明. 设

η∗ = max
φφφT

i
φφφj=0

‖φφφi‖=1

(
tr(ΦTS̃bΦ)
tr(ΦTS̃wΦ)

)
(11)

由引理 3 知,

Φ̃ = arg max
φφφT

i
φφφj=0

‖φφφi‖=1

{tr[ΦT(S̃b − η∗S̃w)Φ]} (12)

因此, Φ̃ 是 S̃b − η∗S̃w 的前 d 个最大特征值对应的

特征向量构成的列正交矩阵. 设 Ψ 是 S̃b − η∗S̃w 的

所有特征向量构成的正交矩阵, 则有

ΨT(S̃b − η∗S̃w)Ψ = ∆ = diag{µ1, µ2, · · · , µn}
(13)

令 P = HΨ, 则有
{

PT(Sb − η∗Sw)P = ∆
PTStP = PT(Sb + Sw)P = I

(14)

从而 



PTSbP =
I + η∗∆
1 + η∗

PTSwP =
I −∆
1 + η∗

(15)

由引理 1 知, P 的各个列是 Sb 相对于 Sw 的

广义特征向量. 又 Φ̃ 是由 Ψ 的前 d 列构成, 因此
J3(W ) 的 UD 矩阵W u

3 也是由 Sb 相对于 Sw 的前

d 个最大广义特征值对应的单位特征向量构成的. ¤
定理 1 表明, 三种判别函数的 UD 矩阵尽管获

取方法不同, 但所得的结果相同, 由此可将三种判别
函数的 UD 矩阵统一记为W u.

文献 [5] 证明了 J2(www) 的 UD 向量的函数值不
超过它的 OD 向量的函数值, 实际上 J3(W ) 也有类
似的结论. 为了证明这一结论, 需要下面两个引理:
引理 5[12]. 设 A = (aij) 为 n 阶正定阵, A−1 =

(aij), 则 aii ≥ a−1
ii .

引理 6[12]. 设 A 为 n 阶对称阵, U 为其前 d 个

最大特征值所对应的单位正交特征向量矩阵, 则对
于任意 n× d 列正交矩阵 V , 有

tr(UTAU) = max
v

tr(V TAV ) (16)

定理 2. J3(W u
3 ) ≤ J3(W o

3 ).
证明. 设矩阵 V 是由 Sb 相对于 Sw 的所有单

位广义特征向量组成的矩阵, 对应的特征值从大到
小排列, 则 V 的前 d 列就是W u

3 , 由引理 1 不难得
到

V T(Sb − β∗Sw)V = Λ (17)

其中, Λ 是对角阵, β∗ 由式 (5) 定义. 对 V 实施 QR
分解, 即 V = QR, 其中Q 是列正交矩阵, R 是上三

角阵. 对 R 和其逆 R−1 进行分块, 得

R =

[
R11 R12

0 R22

]
, R−1 =

[
R−1

11 −R−1
11 R12R

−1
22

0 R−1
22

]

(18)
其中, R11 为 d 阶方阵. 由于 V 的各个列都是单

位向量, 所以 V TV = RTR 的对角元全为 1, 从而
RT

11R11 的对角元也全为 1. 于是, 由式 (6) 和 (17),
得

0 = tr((W o
3 )T(Sb − β∗Sw)W o

3 ) =

tr((W o
3 )T(V T)−1ΛV −1W o

3 ) =

tr((W o
3 )T(QTRT)−1Λ(QR)−1W o

3 ) ≥
tr((I, 0)(RT)−1ΛR−1(I, 0)T) =

tr{ΛR−1

[
I 0
0 0

]
(RT)−1} =

tr

{
Λ

[
R−1

11 (RT
11)

−1 0
0 0

]}
=

tr{Λ1(RT
11R11)−1} ≥

tr(Λ1) = tr((W u
3 )T(Sb − β∗Sw)W u

3 ) (19)

其中, Λ1 是由 Λ 的前 d 个对角元素构成的对角阵.
式 (19) 中的第 1 个不等式利用引理 6 将W o

3 替换

为 Q(I, 0)T, 第 2 个不等式利用了引理 5, 最后一个
等式是因为W u

3 是由 V 的前 d 列构成. 因此

J3(W u
3 ) =

tr((W u
3 )TSbW

u
3 )

tr((W u
3 )TSwW u

3 )
≤ β∗ = J3(W o

3 )

(20)
¤

3 SwSwSw 奇异时的判别矩阵

当 Sw 奇异时, 比迹函数 J1(W ) 与比值函数
J2(www) 皆不能使用, 迹比函数 J3(W ) 在一定条件下
也不能使用. 这时, 需要重新合理地定义这三个判别
函数.

3.1 SwSwSw 奇异时判别函数的定义

本文采用极限的思想来定义这三个判别函数.
对 Sw 作特征值分解, 零特征值对应的特征向量组成
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的列正交矩阵记为 Q, 非零特征值对应的特征向量
组成的列正交矩阵记为 Q1, 则

Sw = [Q,Q1]

[
0 0
0 Λ

][
QT

QT
1

]
= Q1ΛQT

1 (21)

其中, Λ 是非零特征值构成的对角阵, 特征值从小到
大排列. 现将 Sw 中的零特征值用参数 α (> 0) 替
代, 得到矩阵

Sa = [Q,Q1]

[
αI 0
0 Λ

][
QT

QT
1

]
=

Q1ΛQT
1 + αQQT = Sw + αQQT (22)

显然, Sα 非奇异; 而当 α → 0 时, Sα → Sw. 于是,
当 Sw 奇异时, 比迹函数、比值函数和迹比函数可分
别定义为





J1(W ) = lim
α→0

Jα
1 (W ) =

lim
α→0

tr[(WTSαW )−1(WTSbW )]

J2(www) = lim
α→0

Jα
2 (www) = lim

α→0

wwwTSbwww

wwwTSαwww

J3(W ) = lim
α→0

Jα
3 (W ) = lim

α→0

tr(WTSbW )
tr(WTSαW )

(23)
由于 Sα 非奇异, 最大化 Jα

1 (W )、Jα
2 (www) 和 Jα

3 (W )
可得相应的判别矩阵. 由于这些判别矩阵都是变量
α 的函数, 因此不难看出, 当 α → 0 时, Jα

1 (W )、
Jα

2 (www) 和 Jα
3 (W ) 的判别矩阵的极限就是 Sw 奇异

时 J1(W )、J2(www) 和 J3(W ) 的判别矩阵.

3.2 SwSwSw 奇异时的UD矩阵

令 Stα = Sb + Sα, 若非零向量 www1, www2 满足

wwwT
1 Stαwww2 = 0, 则称 www1, www2 关于 Stα 共轭正交. 在
式 (23) 中, 对判别函数 Jα

1 (W ) 采用 GEVD 可得
关于 Stα 共轭正交判别矩阵 W uα

1 , 对 Jα
2 (www) 采用

UFST 可得关于 Stα 共轭正交判别矩阵 W uα
2 , 对

Jα
3 (W ) 采用算法 2 所给的WY 算法可得关于 Stα

共轭正交判别矩阵W uα
3 . 由于 Stα → St, 因此当 α

→ 0时, W uα
1 、W uα

2 和W uα
3 的极限分别是 Sw 奇异

时判别函数 J1(W )、J2(www) 和 J3(W ) 的 UD 矩阵.
又由于 Sα 非奇异, 由定理 1 知, 判别矩阵 W uα

1 =
W uα

2 = W uα
3 , 从而它们的极限相同, 因此当 Sw 奇

异时判别函数 J1(W ), J2(www) 和 J3(W ) 的 UD 矩阵
也是相同的. 记判别函数 Jα

1 (W )、Jα
2 (www) 和 Jα

3 (W )
关于 Stα 共轭正交的判别矩阵为 W uα, 判别函数
J1(W )、J2(www) 和 J3(W ) 的 UD 矩阵为 W u, 下面
通过对W uα 求极限来获取W u.
采用式 (22) 记号, 令

Hα = [Q,Q1]

[
α−

1
2 Is 0
0 Λ− 1

2

]
(24)

其中, Is 为 s 阶单位矩阵, s 是零空间 S−1
w (0) 的维

数, 则




HT
α SαHα = I

HT
α SbHα =[

α−1QTSbQ α−
1
2 QTSbQ1Λ−

1
2

Λ− 1
2 QT

1 SbQα−
1
2 Λ− 1

2 QT
1 SbQ1Λ−

1
2

]

(25)
对 HT

α SbHα 特征值分解, 使得

HT
α SbHα =
[

Vα1 Vα2

] [
α−1∆α1 0

0 ∆α2

]
[ Vα1 Vα2 ]T

(26)
令 P̃α = Hα[ α

1
2 Vα1 Vα2 ], 注意到 Stα = Sb + Sa,

则有




P̃T
α StαP̃α =

[
∆α1 + αIs 0

0 ∆α2 + I

]

P̃T
α SαP̃α =

[
αIs 0
0 I

]

P̃T
α SbP̃α =

[
∆α1 0
0 ∆α2

]
(27)

由引理 1 知, 将 P̃α 的前 d 列单位化后组成的矩阵

即W uα.
在式 (27) 中, 令 α → 0, 得





P̃TStP̃ =

[
∆1 0
0 ∆2 + I

]

P̃TSwP̃ =

[
0 0
0 I

]

P̃TSbP̃ =

[
∆1 0
0 ∆2

]
(28)

其中, P̃α = Hα[ α
1
2 Vα1 Vα2 ] → P̃ = [P̃1, P̃2],

∆α1 → ∆1, ∆α2 → ∆2. 显然, 将 P̃ 的前 d 列单位

化后组成的矩阵就是所求的 UD 矩阵W u.
进一步, 若令

Vα1 =

[
Vα11

Vα21

]
, Vα2 =

[
Vα12

Vα22

]

则由式 (25) 和 (26) 得
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α−1Vα11∆α1V
T

α11 + Vα12∆α2V
T

α12 = α−1QTSbQ

(29)
从而

QTSbQ = lim
α→0

(Vα11∆α1V
T

α11 + αVα12∆α2V
T

α12) =

lim
α→0

Vα11∆α1V
T

α11 = V11∆1V
T
11 (30)

其中, Vα11 → V11. 式 (30) 说明 V11 是由QTSbQ 的

特征向量构成的正交矩阵, 而对角矩阵 ∆1 的对角

元素就是 QTSbQ 的特征值. 又

P̃1 = lim
α→0

Hα(α
1
2 Vα1) =

lim
α→0

[Q,QT]

[
Is 0
0 α

1
2 Λ− 1

2

][
Vα11

Vα21

]
=

QV11 (31)

因此, P̃1 就是零空间 S−1
w (0) 中由 NLDA 算法得到

的判别矩阵.
若 St 非奇异, 注意到 St = Sb + Sw, 由引理 1,

可得 



PTStP =

[
Is 0
0 I

]

PTSwP =

[
0 0
0 I −∆

]

PTSbP =

[
Is 0
0 ∆

]
(32)

对照式 (28) 与 (32), 并结合引理 1 知, P̃ 与 P 都是

由 Sb 相对于 St 的广义特征向量组成的矩阵. 若记
P = (P1, P2), 则 P̃2 与 P2 的各个列单位化后二者

相等, 从而 P̃2 可由 P2 替代, 即零空间 S−1
w (0) 之外

的 UD 矩阵可由 Sb 相对于 St 的 GEVD 获得. 但
P̃1 不能由 P1 替代, 这是因为式 (32) 中的 P1 不唯

一, P̃1 只是 P1 的一个解, 直接作 Sb 相对于 St 的

GEVD 未必能得到 P̃1.
上述讨论说明, 通过取极限获取的 Sw 奇异时的

UD矩阵由两部分构成: 一部分在零空间 S−1
w (0)中,

可由 NLDA 获得; 另一部分在零空间 S−1
w (0) 之外,

可由 Sb 相对于 St 的 GEVD 获得. 基于此, Sw 奇

异时获取 UD 矩阵的方法称为 NLDA+ GEVD 算
法, 算法 3 列出了该算法的步骤.
算法 3 (SwSwSw 奇异时获取UD矩阵的NLDA +

GEVD算法).

步骤 1. 对样本实施 PCA 降维, 使得 St 非奇异;

步骤 2. 特征值分解 Sw 得到Q,再特征值分解QTSbQ,

得到 V11, 记 P̃1 = QV11;

步骤 3. 计算 Sb 相对 St 的广义特征向量矩阵 (P1, P2);

步骤 4. 用 P̃1 替换 P1, 得到矩阵 P = (P̃1, P2), 再将 P

的前 d 个列单位化, 由它们即可组成 UD 矩阵W u.

需要指出的是, NLDA+ GEVD 算法与 NLDA
+ UFST 算法所得的结果不同, 这是因为 NLDA
+ UFST 算法是在 Sw 的主空间 (S−1

w (0))⊥ 中求取
UD 向量, 由于主空间 (S−1

w (0))⊥ 与零空间 S−1
w (0)

正交, 从而零空间 S−1
w (0) 中的 UD 向量与主空间

(S−1
w (0))⊥ 中的 UD 向量正交, 不满足不相关性, 因

此, NLDA+UFST 算法得到的不是 UD 矩阵.

3.3 SwSwSw 奇异时的OD矩阵

当 Sw 奇异时, 尽管三种判别函数 J1(W )、
J2(www) 和 J3(W ) 的 UD 矩阵相同, 但它们的 OD
矩阵一般不同.

1) 对于 J1(W ), 将 NLDA ＋ GEVD 算法得到
的 UD 矩阵W u 进行 QR 分解, 即得它的 OD 矩阵
W o

1 .
2)对于 J2(www), Jα

2 (www)的OD矩阵W oα
2 = (wwwoα

21 ,
wwwoα

22 , · · · , wwwoα
2d ) 的极限W o

2 = (wwwo
21, wwwo

22, · · · , wwwo
2d)

即得到它的 OD 矩阵. 下面计算W oα
2 的极限.

由式 (22) 易得, Sα = αQQT +Q1ΛQT
1 , S−1

α =
α−1QQT + Q1Λ−1QT

1 , QTQ1 = 0, Λ = QT
1 SwQ1.

由 FST 知, wwwoα
21 是矩阵 S−1

α Sb 的最大特征值对应的

特征向量. 由于矩阵 S−1
α Sb 与矩阵 αS−1

α Sb 具有相

同的特征向量, 且当 α → 0 时,

αS−1
α Sb = (QQT + αQ1Λ−1QT

1 )Sb → QQTSb

(33)
因此, wwwo

21 是矩阵 QQTSb 的最大特征值对应的特征

向量. 记 QTSbQ 的最大特征值对应的特征向量为

ννν1, 则wwwo
21 = Qννν1.

令Dα1 = wwwoα
21 , D1 = wwwo

21,则wwwoα
22 是矩阵 S−1

α (I
−Dα1(DT

α1S
−1
α Dα1)−1DT

α1S
−1
α )Sb 的最大特征值对

应的特征向量. 由于

αS−1
α (I −Dα1(DT

α1S
−1
α Dα1)−1DT

α1S
−1
α )Sb =

(I − (QQT + αQ1Λ−1QT
1 )Dα1(DT

α1(QQT+

αQ1Λ−1QT
1 )Dα1)−1Dα1)(αS−1

α Sb) →
(I −QQTD1(DT

1 QQTD1)−1DT
1 )QQTSb =

(QQT −Qννν1ννν
T
1 QT)Sb (34)

因此, wwwo
22 是矩阵 (QQT − Qννν1ννν

T
1 QT)Sb 的最大特

征值对应的特征向量. 若记 QTSbQ 的第二大特征

值对应的特征向量为 ννν2, 则不难得到 wwwo
22 = Qννν2.

依此类推, 设 QTSbQ 的第 i 大特征值对应的特征向

量为 νννi, 则有
wwwo

2i = lim
α→0

wwwoα
2i = Qνννi, i = 1, 2, · · · , s (35)

即 Sw 奇异时, 比值函数 J2(www) 的前 s 个 OD 向量
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就是零空间 S−1
w (0) 中由 NLDA 算法得到的 OD 向

量, 其中 s 是零空间 S−1
w (0) 的维数.

令 Dαs = (wwwoα
21 ,wwwoα

22 , · · · ,wwwoα
2s ), Ds = (wwwo

21,
wwwo

22, · · · ,wwwo
2s), 则 wwwoα

2(s+1) 是特征方程 (36) 的最
大特征值对应的特征向量

(I −Dαs(DT
αsS

−1
α Dαs)−1DT

αsS
−1
α )Sbwww

oα
2(s+1) =

λαSαwwwoα
2(s+1) (36)

两边同时令 α → 0, 得

Q1Q
T
1 Sbwww

o
2(s+1) = λQ1ΛQT

1 wwwo
2(s+1) (37)

记 νννs+1 为 QT
1 SbQ1 相对于 QT

1 SwQ1 的最大广义特

征值对应的特征向量, 则wwwo
2(s+1) = Q1νννs+1.

令 Dα(s+1) = (Dαs,www
oα
2(s+1)), Ds+1 = (Ds,

wwwo
2(s+1)), 则 wwwoα

2(s+2) 是特征方程 (38) 的最大特征
值对应的特征向量

(I −Dα(s+1)(DT
α(s+1)S

−1
α Dα(s+1))−1DT

α(s+1)S
−1
α )×

Sbwww
oα
2(s+2) = λαSαwwwoα

2(s+2) (38)

对其两边取极限, 得

lim
α→0

[(I −Dα(s+1)(DT
α(s+1)S

−1
α Dα(s+1))−1×

DT
α(s+1)S

−1
α )Sbwww

oα
2(s+2)] = lim

α→0
[λαSαwwwoα

2(s+2)]

(39)

lim
α→0

[(I −Ds+1(DT
s+1S

−1
α Ds+1)−1×

DT
s+1S

−1
α )Sbwww

oα
2(s+2)] = lim

α→o
[λαSαwwwoα

2(s+2)]

(40)

lim
α→0

[(I −QQT −Q1νννs+1(νννT
s+1Λ

−1νννs+1)−1)×
νννT

s+1Λ
−1QT

1 )Sbwww
oα
2(s+2)] = lim

α→0
[λαSαwwwoα

2(s+2)]

(41)

(Q1Q
T
1 −Q1νννs+1(νννT

s+1Λ
−1νννs+1)−1)νννT

s+1Λ
−1QT

1 )×
Sbwww

o
2(s+2) = λs+2Q1ΛQT

1 wwwo
2(s+2) (42)

记 νννs+2 为 (I − νννs+1(νννT
s+1(Q

T
1 SwQ1)−1νννs+1)−1νννT

s+1

× (QT
1 SwQ1)−1)QT

1 SbQ1 相对于 QT
1 SwQ1 的最大

广义特征值对应的特征向量, 则wwwo
2(s+2) = Q1νννs+2.

类似地, 记 νννs+i 为 (I −Hi(HT
i (QT

1 SwQ1)−1×
Hi)−1HT

i (QT
1 SwQ1)−1)QT

1 SbQ1 相对于 QT
1 SwQ1

的最大广义特征值对应的特征向量, 其中 Hi =
(νννs+1, · · · , νννs+i−1), 则

wwwo
2(s+i) = lim

α→0
wwwoα

2(s+1) = Q1νννs+i,

i = 1, 2, · · · , d− s (43)

不难看出, νννs+i 是对判别函数

J2Q1(ννν) =
νννTQT

1 SbQ1ννν

νννTQT
1 SwQ1ννν

(44)

实施 OFST 得到的第 i 个向量, 因此在零空间
S−1

w (0) 之外的判别向量是由 OFST 得到的; 由
于 Q 与 Q1 正交, 所以这些判别向量都在主空间
(S−1

w (0))⊥ 中.
由上述讨论可知, J2α(www) 的 OD 矩阵的极限就

是由 NLDA+ OFST 算法获得的 OD 矩阵, 这实际
上从理论上说明了双子空间算法的合理性.

3) 对于 J3(W ), 当 d > dim(S−1
w (0)) 时, 可

由 WY 算法直接得到 OD 矩阵 W o
3 . 当 d ≤

dim(S−1
w (0)) 时, 不难看出 J3(W ) 的函数值最大

可以达到 +∞. 因此, 若记

βα =
tr((W oα

3 )TSbW
oα
3 )

tr((W oα
3 )TSαW oα

3 )
= max

wwwT
i

wwwj=0

‖wwwi‖=1

(
tr(WTSbW )
tr(WTSαW )

)

(45)
则当 α → 0 时, βα → +∞. 由引理 3 知, W oα

3 是矩

阵 (Sb − βαSα) 前 d 个最大特征值对应的特征向量.
由于矩阵 (Sb−βαSα)与矩阵 (Sb/βα−Sα)具有相同
的特征向量, 且当 α → 0 时, (Sb/βα−Sα) → −Sw,
因此W o

3 中的 d 个判别向量wwwo
31,www

o
32, · · · ,wwwo

3d 全部

落在零空间 S−1
w (0) 中. 这与文献 [13] 结论相同, 但

零空间 S−1
w (0) 中的列正交矩阵并不唯一, W o

3 只是

其中的一个解.
令 W o

3 = QV , 其中 Q 由式 (21) 定义, V =
(ννν1, · · · , νννd) 是列正交矩阵. 下面证明 V 是矩阵

QTSbQ 的前 d 个最大特征值对应的特征向量. 首先

αβα → tr((W o
3 )TSbW

o
3 ) = η (46)

若令wwwoα
3i = wwwo

3i + γγγiα, 则

γγγiα → 0, βαγγγiα → 0 (47)

其次

(Sb − βαSα)wwwoα
3i = λiαwwwoα

3i (48)

(Sb − βαSα)(Qνννi + γγγiα) = λiα(Qνννi + γγγiα) (49)

两边左乘 QT, 并将式 (22) 代入式 (49), 得

QT[Sb − βα(αQQT + Q1ΛQT
1 )](Qνννi + γγγiα) =

λiαQT(Qνννi + γγγiα) (50)

化简, 得

QTSbQνννi− (αβανννi +βαQTγγγiα) = λiανννi +(QTγγγiα)
(51)
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令 α → 0, 得

QTSbQνννi = (λi + η)νννi (52)

由此说明, 当 d ≤ dim(S−1
w (0)) 时, J3(W ) 的 OD

矩阵就是由 NLDA 算法得到的判别矩阵.
综合第 3.2 节与第 3.3 节关于三种判别函数在

Sw 奇异时的判别矩阵的讨论结果, 不难得到:
定理 3. 当判别向量的个数 d ≤ dim(S−1

w (0))
时, 三种判别函数的 6 个判别矩阵是同一个矩阵, 它
就是由 NLDA 算法得到的判别矩阵.

特别地, 当样本被 PCA 降维至 N − 1 时, 零空
间 S−1

w (0) 中含有 c− 1 个判别向量, 若取 d = c− 1,
则 NLDA 算法就是唯一最优算法.

4 实验

本文将分别在 Yale 人脸库和 Feret 人脸库[14]

上验证文中的结论. Yale 人脸库含有 15 个人的 165
幅图像,每人有 11幅图像,图像均为 100像素× 100
像素. 实验时, 每人随机取 5 幅共 75 幅图像作为训
练集,余下 90幅图像作为测试集. Feret数据库中的
一个子库包含 1 010 人, 每人 2 幅图像, 只取前 200
人共 400 幅图像用于实验, 实验前手工标定两眼中
心进行校正, 并将每幅图像裁剪成 128 像素 × 128
像素. 实验时, 随机取 100 人的 200 幅图像作为训练
集, 余下 100 人的 200 幅图像作为测试集. 每个实
验都做 10 轮, 取 10 轮结果的平均作为最后的结果.
在实施 LDA 之前先用 PCA 将样本降维, 记样本数
为 N , 降维后样本的维数为 n, 取投影轴的个数 d =
rank(Sb). 采用最近邻分类器, 以余弦距离作为距离
度量.

4.1 对定理 1的验证

欲验证 J3(W ) 的 UD 矩阵 W u
3 与 J1(W ) 的

UD 矩阵W u
1 和 J2(www) 的 UD 矩阵W u

2 相同, 只需
验证矩阵W u

3 与W u
1 , W u

2 的距离为零. 在 Yale 人
脸库上进行实验, 取 n = 20, 30, 40, 50, 60 等 5 个
不同的值, 这时矩阵 Sw 非奇异, 表 1 给出了实验结
果, 表 1 中的 ‖ · ‖ 表示矩阵的 Frobenius 范数. 由
表 1可见,尽管矩阵W u

3 与W u
1 , W u

2 的距离不为零,
但距离值已非常小, 考虑到计算误差, 可以认为三种
判别函数的 UD 矩阵是相同的.

4.2 对定理 2的验证

为验证 J3(W u
3 ) ≤ J3(W o

3 ), 依然在 Yale 人脸
库上进行实验. 取 n = 20, 30, 40, 50, 60 等 5 个不
同的值, 实验结果见表 2. 由表 2 可见, J3(W ) 的
UD 矩阵的函数值不超过它的 OD 矩阵的函数值.

表 1 Yale 人脸库上W u
1 , W u

2 , W u
3 之间的距离

Table 1 The distances among W u
1 , W u

2 , and W u
3 on

Yale face database

J3(W ) ‖W u
3 −W u

1 ‖ ‖W u
3 −W u

2 ‖
n = 20 6.9417× 10−14 5.8693× 10−14

n = 30 6.8088× 10−14 6.7884× 10−14

n = 40 1.2418× 10−13 1.7141× 10−13

n = 50 1.7973× 10−13 2.1578× 10−13

n = 60 3.9103× 10−11 1.5181× 10−11

表 2 W u
3 与W o

3 在 Yale 人脸库上迹比函数值的比较

Table 2 Comparison of the trace-ratio function values

between W u
3 and W o

3 on Yale face database

J3(W ) W u
3 W o

3

n = 20 3.7852 5.2126

n = 30 9.2748 11.2145

n = 40 16.3735 19.8646

n = 50 31.4948 37.6231

n = 60 75.1909 90.1838

4.3 NLDA + GEVD算法与NLDA + UFST
算法的比较

若要对 NLDA + GEVD 算法得到的判别矩阵
W u 与 NLDA + UFST 算法得到的判别矩阵 W y

进行比较, 实际上只需比较它们的比值函数值即可.
在 Yale 人脸库上以 n = N − 10 为例进行实验, 此
时 Sw 奇异, 有 5 个判别向量在零空间 S−1

w (0) 中,
余下的 9 个判别向量在零空间 S−1

w (0) 外, 它们的比
值函数值见表 3. 从表 3 可以看出, 在零空间 S−1

w (0)
中两种算法得到的 5 个判别向量是一样的, 这是
因为它们都是由 NLDA 算法得到的. 但在零空间
S−1

w (0) 之外两种算法得到的 9 个判别向量是不同
的, 这是因为 NLDA + GEVD 算法得到的判别向
量满足不相关性, 而 NLDA + UFST 算法得到的判
别向量不满足不相关性, 即W u 是 UD 矩阵, 而W y

不是.

4.4 6种判别矩阵的判别性能比较

由定理 1 和第 4.1 节的结论知, 三种判别函数
实际上只得到了 1 个 UD 矩阵和 3 个 OD 矩阵共 4
个不同的判别矩阵. 为比较它们的判别性能, 分别在
Yale人脸库和 Feret人脸库上进行实验. 实验时, 让
n从 1变化到N−1,记录下正确识别率,结果见图 1
和图 2. 由图 1 和图 2 可见, 三种 OD 矩阵的判别
性能较接近, 但 UD 矩阵的判别性能与它们有较大
差别. 由定理 2 知, UD 矩阵的函数值不超过 OD 矩
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阵, 虽然在 Yale 人脸库上 UD 矩阵的判别性能弱于
OD 矩阵, 但在 Feret 人脸库上 UD 矩阵的判别性
能却强于 OD 矩阵, 这说明判别矩阵的函数值并不
能准确反映判别性能.

表 3 NLDA + GEVD 算法与 NLDA + UFST 算法的比较

Table 3 Comparison between NLDA + GEVD algorithm

and NLDA + UFST algorithm

J2(wwwi) 值 W u W y

i = 1 43 793 492.7781 43 793 492.7781

i = 2 21 469 744.1039 21 469 744.1039

i = 3 16 020 838.0020 16 020 838.0020

i = 4 12 857 366.4798 12 857 366.4798

i = 5 8 894 362.4360 8 894 362.4360

i = 6 3 260 446.3555 3 260 975.4491

i = 7 695 461.5540 695 750.6067

i = 8 774.5882 1 138.5426

i = 9 350.5667 451.1253

i = 10 163.2153 194.5261

i = 11 87.4238 107.0164

i = 12 54.6687 66.9784

i = 13 32.0990 39.9374

i = 14 19.3317 23.0465

正确识别率 (%) 97.8889 97.7778

图 1 判别矩阵在 Yale 人脸库上的判别性能比较

Fig. 1 Comparison of discriminant performances of

discriminant matrixes on Yale face database

5 总结

本文对比迹函数 J1(W )、比值函数 J2(www) 和迹
比函数 J3(W ) 的 6 种判别矩阵进行了系统分析. 当

Sw 非奇异时, 讨论了它们的区别与联系; 当 Sw 奇

异时, 采用极限的思想讨论了它们的获取方法.

图 2 判别矩阵在 Feret 人脸库上的判别性能比较

Fig. 2 Comparison of discriminant performances of

discriminant matrixes on Feret face database
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