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基于前向后向算子分裂的稀疏性正则化图像超分辨率算法

孙玉宝 1, 2 费 选 1 韦志辉 1 肖 亮 1

摘 要 提出了一种新的基于稀疏表示正则化的多帧图像超分辨凸变分模型, 模型中的正则项刻画了理想图像在框架系统下

的稀疏性先验, 保真项度量其在退化模型下与观测信号的一致性, 同时分析了最优解条件. 进一步, 基于前向后向算子分裂法

提出了求解该模型的不动点迭代数值算法, 每一次迭代分解为仅对保真项的前向 (显式) 步与仅对正则项的后向 (隐式) 步, 从

而大幅度降低了计算复杂性; 分析了算法的收敛性, 并采取序贯策略提高收敛速度. 针对可见光与红外图像序列进行了数值仿

真, 实验结果验证了本文模型与数值算法的有效性.
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Sparsity Regularized Image Super-resolution Model via Forward-backward

Operator Splitting Method

SUN Yu-Bao1, 2 FEI Xuan1 WEI Zhi-Hui1 XIAO Liang1

Abstract A convex variational model is proposed for multi-frame image super-resolution with sparse representation

regularization. The regularization term constrains the underlying image to have a sparse representation in a proper

frame. The fidelity term restricts the consistency with the measured image in terms of the data degradation model. The

characters of the optimal solution to the model are analyzed. Furthermore, a fixed-point numerical iteration algorithm is

proposed to solve this convex variational problem based on the proximal forward-backward splitting method for monotone

operator. At every iteration, the forward (explicit) gradient step for the fidelity term and the backward (implicit) step

for regularization term are activated separately, thus complexity is decreased rapidly. The convergence of the numerical

algorithm is studied and a continuation strategy is exploited to accelerate the convergence speed. Numerical results for

optics and infrared images are presented to demonstrate that our super-resolution model and numerical algorithm are

both effective.

Key words Super-resolution, sparse representation, forward-backward splitting, proximal operator, threshold shrinkage

红外、可见光等成像系统获取数字图像是一个

相对复杂的过程, 受到诸如运动变形、光学模糊、低
采样率、随机噪声等多种退化因素的影响, 捕获的往
往是低分辨率退化图像, 不能满足科学研究与工程
实践的需要. 超分辨率 (Super-resolution, SR) 重建
是一种由低分辨率 (Low-resolution, LR) 退化图像
序列重建一幅 (或序列) 高分辨率 (High-resolution,
HR) 清晰图像的二代复原技术[1], 在红外成像、遥
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感、医学成像、层析成像等诸多领域具有广泛的应用

前景. SR 重建涉及图像配准、运动估计、去噪、恢
复、图像建模等多种图像处理任务, 是当前国际上图
像处理、计算机视觉等多学科领域众多研究者关注

的热点问题. 从数学角度看, SR 重建为 Hardmard
意义下的不适定反问题, 需要采用正则化理论进行
求解, 在此框架下正则项的设计是一个关键问题, 在
图像处理中体现为图像建模理论的研究, 图像模型
的合理选择与设计直接决定着 SR 重建图像的质量.
从图像函数空间建模角度看, 当取 Tikhonov 正则
项时, 目标函数为二次的, 较为容易求解, 但会模糊
恢复图像中的边缘、纹理等重要几何结构. 为了保
持恢复图像的边缘结构, 在图像建模理论中广泛研
究的全变分 (Total variation, TV) 模型[2] 在 SR 重
建领域也获得了高度重视. 2000 年, Capel 等[3] 提

出基于该模型的文本图像超分辨率重建算法, 但是
全变差模型仍存在阶梯效应以及小尺度结构磨光等

缺点. 同时由于 TV 正则项为不可微的非线性泛函,
当前通常采用梯度下降法求解, 收敛速度慢且对时
间步长的选择也较为敏感, 数值复杂度较高[4]. 如何
设计既能够保持边缘、轮廓等几何结构又具有较低
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数值计算复杂度的多幅图像超分辨算法是当前该领

域有待解决的难点问题.
稀疏表示理论认为自然图像在合适的过完备字

典下总存在稀疏的表示, 即: 大部分表示系数为零,
只有少数的非零大系数. 图像稀疏表示模型能够刻
画图像的内在结构和先验属性, 在图像去噪、去模
糊、压缩感知等反问题中已经得到了广泛的应用,
并且都获得了出色的实验结果[5−7]. 因而本文提出
了一种新的基于稀疏表示正则化的多帧图像超分辨

凸变分模型, 模型中的正则项刻画了理想图像在框
架字典下的稀疏性先验约束, 保真项度量其在退化
模型下与观测信号的一致性, 同时分析了该模型解
最优解条件. 前向后向算子分裂法 (Forward back-
ward splitting, FBS) 采取一种分而治之的策略, 能
够将复杂问题分解为一系列简单子问题的迭代求解,
是凸分析中一种经典而有效的优化算法, 具有很好
的收敛性. 当前该数值优化算法在图像处理中得到
了广泛的应用[8]. 因此, 本文基于前向后向算子分裂
法提出了求解该模型的不动点迭代数值算法, 每一
次迭代分解为仅对保真项的前向 (显式) 步与仅对正
则项的后向 (隐式) 步, 从而可大幅度降低超分辨重
建的计算复杂性; 分析了该算法的收敛性, 并采取序
贯策略 (Continuation method) 进一步提高算法的
收敛速度. 针对可见光与红外图像序列进行了数值
仿真, 实验结果验证了本文模型与数值算法的有效
性, 同全变差图像模型相比, 能够更加有效地保持恢
复图像的边缘、轮廓等几何结构.

1 稀疏性正则化的超分辨重建模型

1.1 SR重建数据观测模型

在设计 SR 算法前, 首先需要建立观测数据与
理想数据间的退化模型, 准确的退化建模对 SR 重
建至关重要. 假设给定包含 K 帧大小为 n1 × n2 的

LR 退化图像序列 {gk|k = 1, · · · ,K}, 超分辨率的
任务是重建一幅大小为 q1n1 × q2n2 的高分辨率清

晰图像 u, 其中 q1, q2 分别为水平方向和垂直方向的

分辨率提高因子. 记 L = n1n2, N = q1n1q2n2, 退
化模型采用矩阵 –向量表达如下:

gk = DkBkFku + vk, k = 1, 2, · · · ,K (1)

其中, gk ∈ RL 表示第 k 帧低分辨率图像, u ∈ RN

表示原始的高分辨率清晰图像, vk ∈ RL 表示加性

随机噪声, Fk ∈ RN×N 表示 gk 相对 u 的运动变形

矩阵, Bk ∈ RN×N 表示光学模糊矩阵, Dk ∈ RL×N

为下采样矩阵. 令Hk = DkBkFk, Hk 为RN → RL

的有界线性算子, 则式 (1) 可简写为

gk = Hku + vk, k = 1, 2, · · · ,K (2)

1.2 图像稀疏表示模型

图像稀疏表示是一个新兴的图像模型, 在这
个模型中, 将图像信号 u ∈ RN 表示为一组原子

{φi}i∈I 的线性组合:

u = Φα (3)

其中, I = {1, · · · , I} (I ∈ N) 为原子参数指标集
(为有限集合), Φ ∈ RN×I 为所有原子作为列向量

组合而成的字典矩阵. 当 I > N 时 Φ 是过完备的
冗余字典, 表示方式并不唯一, 期望从中选择稀疏的
表示系数 α = (αi)i∈I, 即只有很少的为非零元素,
‖α‖0 ¿ n, 从而对图像 u 形成稀疏表示.
传统地, 通常采用傅里叶字典、DCT 以及小波

字典等非冗余的正交系统对图像形成表示, 现代计
算调和分析研究表明, 当 {φi}i∈I 为过完备框架系

统时, 能够对图像形成更为稀疏的表示. 框架系数
α = Ux 确定信号 x 的一个完全且稳定的信号表

示, 其中 U 为框架算子, 它是单射的有界线性算子,
定义为:

U : H → l2(I) : x 7→ (〈x,φi〉)i∈I (4)

其共轭算子 U∗ 为满射的有界线性算子, 如下:

U∗ : l2(I) → H : (αi)i∈I 7→
∑
i∈I

αiφi (5)

当 A = B = C 时, {φi}i∈I 为紧框架, 满足
UU∗ = cId, Id 为单位算子. 当前存在许多紧框
架系统, 如由两组正交小波基级联的实对偶树小波
分解可构成 L2(R2) 空间的框架. 此外非下采样小
波、多尺度几何分析 (Curvelet、Contourlet 等) 也
可构成空间 L2(R2) 的紧框架.
图像的过完备稀疏表示使信号能量只集中于较

少的原子, 具有非零系数的原子揭示了信号的主要
特征与内在结构, 从而为几何结构保持的图像超分
辨率重建奠定了良好的基础. 基于理想高分辨率图
像在框架系统下的稀疏表示式 (3), 图像退化模型
(2) 可表示为

gk = HkU
∗α + vk, k = 1, 2, · · · ,K (6)

1.3 超分辨重建模型

根据式 (6) 的数据退化模型, 为了重建高分辨
率图像, 自然地可建立一个新的关于框架系数的变
分问题, 对理想图像的先验约束转变为对框架系数
的稀疏性约束. 当退化模型 (2) 中噪声 vk 为独立同

分布的高斯白噪声时, 根据正则化理论, 数学上稀疏
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性正则化的超分辨重建可建模为如下变分问题:

α̃ = arg min
α∈l2(I)

f(α) = (7)

1
2

K∑
k=1

‖HkU
∗α− gk‖2

2+λ
∑
i∈I

ϕi(αi)

其中, {φi}i∈I 为稀疏性度量函数, 约束框架系数的
稀疏性. 目标泛函 (7) 中综合了框架系数的稀疏性
约束与在数据保真信息, λ 为正则化参数, 权衡两项
的作用. 最小化此能量泛函, 可恢复出高分辨率图
像:

ũ =
∑
i∈I

α̃iφi (8)

对上述的稀疏性正则化超分辨模型 (Sparsity reg-
ularized super-resolution reconstruction, SRSR).
记所有下半连续凸函数 f : R → (−∞,+∞) 组成
的集合为 Γ0(R), 此时模型 (7) 具有凸性, 具有全
局最有解. 同时, 为了有效度量框架系数的稀疏性,
要求稀疏性惩罚函数满足下面的条件: {φi}i∈I 为

偶对称的连续非负函数, 在 [0,+∞) 上非递减, 且
φi(0) = 0. 但对其并无光滑性要求, 从而可选择更
为广泛的稀疏性惩罚函数.

SRSR 模型中字典 Φ 的选择是一个重要问题,
根本性的要求是 Φ 要能对图像形成稀疏表示, 如
果同时具备快速的分解与重建算法则可降低模型

数值求解的复杂度. 紧框架系统通常具有快速的分
解与重建算法, 在稀疏逼近性能、分解与重建复杂
度间作出了较好的权衡. 第二代离散 Curvelet 紧
框架是继小波变换之后, 更匹配图像属性的一种多
尺度、多方向性变换, 能够有效地稀疏表示图像中
的边缘与轮廓结构, 对于具有 C2 阶曲线奇异性的

光滑图像能够形成近似最优的逼近, 同时具有快速
的变换算法, 对于 n1 × n2 图像, 算法复杂度仅为
N log2N(N = n1 × n2)[9]. 因此数值实验中选取
Curvelet 紧框架系统作为本文的稀疏表示字典.

2 SRSR模型性质及其数值算法分析

2.1 SRSR模型性质分析

在分析该 SRSR 模型特性之前, 先介绍邻近算
子的概念. Moreau 于 1962 年将凸投影算子进行推
广, 提出了邻近算子的概念. 令 f ∈ Γ0(H), H 为

Hilbert 空间, 给定 γ > 0, 函数 f 的邻近算子定义

为:

proxγf : H → H : x →
arg min

y∈H
f(y) +

1
2γ
‖y − x‖2

2

(9)

当 γ = 1 时, 简记为 proxγf . proxγf 为上述变分的

唯一解. 为了便于叙述, 针对上述的变分模型 (7), 令
f1 = 1

2

∑K

k=1 ‖HkU
∗α− gk‖2

2, f2 = λ
∑

i∈I ϕi(αi),
定义函数 Ψ(u) = 1

2

∑K

k=1 ‖Hku− gk‖2

2, 则 f1 =
Ψ ◦ U∗(α), “◦” 表示算子的复合操作. 下面分析模
型 (7) 的最优解条件:
定理 1 (最优解条件). 设 α = {αi}i∈I ∈ l2(I),

(ηi)i∈I = U ◦ ∇Ψ ◦ U∗(αi)i∈I, γ ∈ (0,+∞), 则
1) (αi)i∈I 为凸变分模型 (7) 的解当且仅当

∀i ∈ I, αi = proxγ,λϕi
(αi − γηi);

2) 如果序列 {αn} 遵循迭代公式: αn+1 =
proxγ,f2(αn − γηn), 且 αn+1 = αn, 则 αn 为变

分模型 (7) 的解;
证明. 定理 1 的详细证明过程参见附录 A. ¤

2.2 前向后向分裂算法及其收敛性分析

定理 1 中 2) 给出了用于数值求解变分问题 (7)
的不动点迭代格式, 该迭代公式即为前向后向算子
分裂过程, 由两个分离的子步骤组成. 第 1 步为仅对
f1 的前向步:

α
n+ 1

2
i = αn

i − γηi, ∀i ∈ I (10)

体现为对 f1 的梯度下降操作; 第 2 步为仅对 f2 的

后向步:

αn+1
i = proxγ,λϕi

(αn+ 1
2

i ), ∀i ∈ I (11)

需要求解稀疏性度量函数的邻近算子. 从数值线性
代数的角度看: 第 1 步是显式 (Explicit) 的迭代格
式, 比较容易计算, 但对迭代步长具有严格的要求;
而第 2 步采用全隐式 (Implicit) 的迭代格式, 具有
很好的收敛性, 通常情况下具有较高的计算复杂度.
算子分裂法是一个有效的折衷方法, 无需求解整个
目标函数的邻近算子, 同时能够有效利用隐式方法
的优点, 从而有效降低了本文 SRSR 算法的复杂度.
借助于前向后向算子分裂算法的一般性收敛性定理,
针对变分模型 (7), 下面分析本文不动点迭代数值算
法的收敛性.

定理 2 (收敛性定理). 设凸变分模型 (7) 的最
优解存在, 令 Tk = HkU

∗, β =
∑m

k=1 ‖T ∗k Tk‖, 若
0 < infn≥0 γn ≤ supn≥0 γn < 2

β
, 则由如下迭代公式

(αn+1
i )i∈I = (proxγn,λϕi

(αn
i − γnηn

i ))i∈I (12)

产生的序列 {αn}n∈N 能够收敛于模型 (7)的某一最
优解.
证明. 定理 2 的详细证明过程参见附录 B. ¤
实际问题中, 针对式 (11) 的后向步, 考虑式 (1)

的数据退化模型, 对于有界线性变换 U , 只需对融合
后的图像作一次变换即可, 当 Fk 为平移运动, Bk 为
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空间移不变的模糊退化情形时, Fk 与 Bk 在周期边

界条件下对应循环矩阵, 两者间的乘积具有可交换
性, 从而有 FT

k BT
k = BT

k FT
k 以及 BkFk = FkBk

[10],
若每一帧 LR 图像的模糊算子 Bk 均相同, 统一记为
B, 则式 (11) 可表示为

αn+ 1
2 =

γn

c
UBT

K∑
k=1

FT
k DT(gk−DFkBU∗αn) + αn

(13)
使得每一次迭代只需做二次模糊操作, 可进一步降
低卷积的运算次数.
前向后向算子分裂算法中的第二个子步式 (12)

中还需要确定稀疏性惩罚函数 {φi}i∈I 的邻近算子.
对于某些特定函数, 其邻近算子存在解析表达式. 例
如: 当稀疏性度量函数为 l1 范数时对应的是逐个分

量的软阈值操作:

αn+1
i = sgn(αn+ 1

2
i )max

(∣∣∣αn+ 1
2

i

∣∣∣− γnλ, 0
)

, i ∈ I
(14)

可以看出: 计算 l1 范数的邻近算子只具有线性复杂

度, 从而每一步迭代的运算量主要由第一个梯度下
降子步式 (13) 决定.
同时, 根据定理 1, 凸变分模型 (7) 的最优解

条件蕴涵数值算法的收敛性判别标准. 因此本文设
置一个适当的容许性常数 ξstop, 当 ‖αn+1 −αn‖ ≤
ξstop 或 ‖αn+1 −αn‖/‖αn+1‖ ≤ ξstop 时, 即认为算
法收敛, 停止迭代. 原则上本文算法的收敛性不依赖
于初始迭代点 α0, 既可选择零向量也可以选择某种
近似解. 为了减少迭代次数, 本文选取如下最小二乘
问题的解作为迭代算法的初始点:

α0 = arg min
α∈l2(I)

1
2

K∑
k=1

‖HkU
∗α− gk‖2

2 (15)

对于本文的模型 (7), 退化矩阵 Hk 条件数通常

很大. 当正则化参数 λ 值较大时, 由于正则项的作用
可降低该问题的条件数, 从而加快数值算法的收敛
速度, 但解与原模型解的误差较大. 因此综合考虑上
述两方面, 本文采取 Lagrange 乘子的序贯方法, 起
初使用较大的 λ, 然后采取一定的策略逐渐地降低,
例如: 逐次缩小一倍. 同时在此过程中, 较大 λ 时模

型 (8) 的近似最优解将作为较小正则化参数时的初
始解, 如此循环执行, 直至达到问题模型中预先设定
的 λ 值, 本文称之为序贯的前向后向算子分裂算法.
算法的伪代码如下:
步骤 1. 输入多帧的低分辨率图像 {gk}1¿k¿K ,

设置正则化参数 λ, 最优性参数 ξstop;
步骤 2. 选择初始迭代点 α0, n = 0, 设置序列

λ1 > λ2 > · · · > λL = λ;

步骤 3. For λ = λ1, λ2, · · · , λL

步骤 4. Do
步骤 5. αn+1/2 = αn − γηn

步骤 6. αn+1 = proxγn,f2α
n+1/2

步骤 7. n = n + 1
步骤 8. Until ‖αn+1 −αn‖/‖αn+1‖ ≤ ξstop

步骤 9. α0 = αn, n = 0
步骤 10. End For;
步骤 11. 输出 SR 重建图像

3 实验结果与分析

下面通过一系列仿真实验来验证本文 SRSR 及
其数值算法的有效性, 并与通过梯度下降法求解传
统的基于 TV 模型超分辨重建[3] (Total variation
super-resolution, TVSR) 在数值运算效率、恢复
质量等方面进行比较分析. 将分别从复原图像的
视觉效果、峰值信噪比 (Peak signal-to-noise ratio,
PSNR)和相对误差 (Relative error, ReErr)方面来
评价超分辨率复原算法的性能优劣.
仿真实验中, 选取第二代离散 Curvelet 变换作

为本文 SRSR 模型中的稀疏表示框架, 采用 l1 范数

作为稀疏性度量标准. 根据退化模型 (1), 原始高分
辨图像分别经过水平方向和垂直方向分别平移 1 ∼
4 个像素、标准方差为 0.5 的 3 × 3 高斯模糊、4 倍
率的下采样和方差为 5 的高斯白噪声退化后生成 9
帧低分辨率图像, 将其用作仿真实验的样本数据.
图 1 和图 2 分别展示了本文模型 SRSR 以及

TVSR 对原始高分辨图像 Women (图 1 (a)), In-
frared person (图 2 (a)) 的 SR 重建结果. 实验中,
紧框架 Curvelet 进行 5 层变换, 2 ∼ 4 层分解均为
16 个方向. 本文模型选取正则化参数 λ = 32, 采取
序贯的前向后向分裂数值算法, 具体的不动点迭代
按式 (13) 与 (14) 执行, 同时在应用梯度下降法求
解 TVSR 模型时, 取正则化参数 λ = 32, 迭代步长
ι = 0.001, ε = 0.1;图 1 (c)和图 2 (c)列出了TVSR
模型经 400 次梯度下降迭代后的重建图像, 图 1 (d)
和图 2 (d) 则给出了本文模型经算法 2 仅迭代 20 次
后的重建图像. 从实验结果看, TV 模型超分辨重建
尽管能够很好地保持图像中的大尺度边缘和轮廓结

构, 但可以看出在平坦以及纹理区域产生了阶梯效
应, 同时纹理结构等小尺度损失严重. 然而本文算法
在重建大尺度局部几何结构的同时, 能够更加有效
地保持纹理等小尺度细节内容, PSNR 提高了大约
4 dB. 同时从运算效率看, 本文算法只需迭代很少的
步数即可获取很好的重建结果, 因而具有较低的运
算复杂度. 更为详细的比较结果参见表 1. 图 3 则给
出了本文算法 (SRSR) 针对两幅不同图像 (图 1 (a)、
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图 2 (a)) 的 SR 重建性能指标 PSNR、ReErr 随迭
代次数的函数曲线. 可以看出, 只需迭代较少的次数
即可获得较高质量的重建图像.
为了验证数值算法的收敛性, 图 4 (a) 和

4 (b) 分别给出了针对上述两幅图像时目标函数
值比率 10lg(f(αn)/f(α0)) dB 与目标解相对误差

‖αn+1 −αn‖/‖αn+1‖(对数尺度) 随迭代次数的函
数衰减变化曲线. 从图 4 可以看出, 相对比率与相对
误差都随着迭代有着较为快速的衰减, 并最终趋于
平稳, 从而说明本文基于前向后向算子分裂的不动
点迭代数值算法具有很好的渐近收敛性.

(a) 原 HR 图像
(a) Original HR image

(b) 4 倍上采样图像

(b) 4 times up-sampling

image

(c) TVSR
(c) TVSR

(d) SRSR
(d) SRSR

图 1 SRSR (本文) 与 TVSR 超分辨重建图像的 PSNR 比较 (Women 图像)

Fig 1 The comparison of super-resolution reconstruction images using SRSR and TVSR algorithms (Women image)

(a) 原 HR 图像
(a) Original HR image

(b) 4 倍上采样图像

(b) 4 times up-sampling

image

(c) TVSR
(c) TVSR

(d) SRSR
(d) SRSR

图 2 SRSR (本文) 与 TVSR 超分辨重建图像的 PSNR 比较 (Infrared person 红外图像)

Fig 2 The comparison of super-resolution reconstruction images using SRSR and TVSR algorithms

(Infrared person image)

(a) PSNR 曲线

(a) PSNR

(b) 相对误差 ReErr 曲线

(b) ReErr

图 3 针对两幅不同图像 (Women、Infrared person), 本文 SRSR 算法的性能指标 PSNR、ReErr

随迭代次数的函数曲线

Fig 3 The plots of reconstructed PSNR and ReErr of SRSR algorithm as a function of iteration number (Women,

Infrared person)
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(a) 目标函数值比率的衰减图形

(a) The plot of ratio of objective function value

(b) 目标解相对误差的衰减图形

(b) The plot of relative error

图 4 针对两幅不同图像 (Women、Infrared person), 本文前向后向数值算法的收敛性图形

Fig 4 The plots of ratio of objective function value and relative error as a function of iteration number

(Women, Infrared person)

表 1 SRSR 与 TVSR 算法性能与运行时间的定量比较

Table 1 The reconstruction results and run-time of SRSR and TVSR algorithms

Image Algorithm Iteration Time (s) PSNR ReErr

Women TVSR 400 530.9844 29.5291 0.0035

Women SRSR 20 37.1406 32.5781 0.0018

Infrared person TVSR 400 512.9688 31.8422 0.0102

Infrared person SRSR 20 37.1094 36.2771 0.0037

4 结论与展望

利用图像在框架下的稀疏表示模型, 本文提出
了稀疏性正则化的图像超分辨模型 (SRSR), 能够有
效保持超分率重建图像的几何结构, 同时采用前向
后向的算法子分裂法能够有效降低数值算法的复杂

度. 然而, 图像是复杂信号, 单一框架 (字典) 并不能
稀疏表示其中的多种结构成份, 从而不利于 SR 重
建, 因此字典中应包含多种结构类型的子字典, 但多
个子字典级联组合而成的多成份字典并不存在相应

的快速分解与重构算法, 如何解决此矛盾是一个关
键, 作者已经在着手于该算法的研究, 将在随后的论
文中作进一步探讨.

附录A 定理 1的证明

证明. 令 χ = l2(I), {ei}i∈I 为 l2(I) 的标准正交基, 则

变分模型 (8) 可改写为

min
α∈χ

1

2

m∑

k=1

‖HkU∗α− gk‖22 + λ
∑
i∈I

ϕi(〈α, ei〉)

根据模型 (8) 对函数的 {ϕi}i∈I 的假设, 由文献 [8] 中

例 2.19 (i), 可知 f2 = λ
∑

i∈I ϕi(〈α, ei〉) ∈ Γ0(R). 由于

{Hk}1≤k≤K : H → H, U∗ : χ → H 皆为线性有界

算子, Ψ ∈ Γ0(R) 且为有限函数, 则 f1 ∈ Γ0(R), 并且

∇f1 = U ◦ ∇Ψ ◦ U∗, 其中 ∇Ψ =
∑m

k=1 H∗
k (Hkα− gk).

记模型 (7) 解的集合为 S. 由凸分析理论中算子运算的基本

性质[11], 可作如下推导:

α ∈ S ⇔ 0 ∈ ∂(f1 + f2)(α) = ∂f2(α) + {∇f1(α)} ⇔
−∇f1(α) ∈ ∂f2(α) ⇔
(α− γ∇f1(α))−α ∈ γ∂f2(α) ⇔
α = proxγ,f2(α− γ∇f1(α)) ⇔
α = proxγ,f2(α− γ(U ◦ ∇Ψ ◦ U∗)(α)) ⇔
(α)i∈I = proxγ,f2(αi − γηi)i∈I

由文献 [8] 中例 2.19 (ii), 上式可进一步表示为: (α)i∈I =

(proxγ,λϕi(αi − γηi))i∈I, 记 T = proxγ, f2(I − γη), 上述公

式表明 (αi)i∈I 为变分模型 (8) 的解当且仅当 α = Tα, 由此

第二个命题也自然成立. 从而, 命题得证. ¤

附录 B 定理 2的证明

证明. 记 Tk = HkU∗, f1 = 1
2

∑m
k=1 ‖Tkα− gk‖22,

f2 = λ
∑

i∈I ϕi(αi), 由问题假设 Tk 为有界线性算子, 因此

f1 ∈ Γ0(H), 并且可微, ∇f1 =
∑m

k=1 T ∗k (Tkα− gk), 其中



1238 自 动 化 学 报 36卷

T ∗k 为 Tk 的共轭算子. 根据 Lipschitz 连续的定义:

‖∇f1(x)−∇f2(y)‖ =

∥∥∥∥
m∑

k=1

T ∗k Tk(x− y)

∥∥∥∥ ≤
m∑

k=1

‖T ∗k Tk(x− y)‖ ≤
m∑

k=1

‖T ∗k Tk‖ ‖x− y‖ ,

∀(x, y) ∈ H2

因此, ∇f1 为 Lipschitz 连续, 且 Lipschitz 常数为 β =∑m
k=1 ‖T ∗k Tk‖. 进一步, 由文献 [12] 中引理 2.10.2, (∇f1)

−1

是模数为 1/β 的强单调算子. 令算子 T1 = ∇f1, T2 = ∇f2,

式 (13) 即为前向后向后算子分裂算法应用于算子 T1, T2 时

的不动点迭代公式. 由问题假设, 依据文献 [13] 中推论 6.5,

满足其收敛性条件, 从而序列 {αk} 能够收敛于凸变分问题
(7) 的某一最优解. ¤
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