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关于PnP问题多解的分布与解的稳定性的讨论

孙凤梅 1 王 波 2

摘 要 PnP (Perspectire-n-Point) 问题是一种基于单幅图像的定位方法, 由于不需要建立图像点之间的对应关系, 所以, 在

机器人定位等应用中得到了广泛的应用. 多解性和解的稳定性是 PnP 问题的两个重要问题, 直接关系到具体视觉问题的成败.

那么, PnP 问题的多解是如何分布的呢? 多解一定意味着解是不稳定的吗? 这些问题文献中几乎没有任何报道. 本文以 P3P

问题为研究对象, 对这些问题进行了一些探讨, 研究结果对揭示 PnP 问题解的分布规律以及解的稳定性问题具有一定的参考

价值.
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A Note on the Roots Distribution and Stability of the PnP Problem

SUN Feng-Mei1 WANG Bo2

Abstract The PnP problem is a widely used method in pose determination since it is a single-view based approach and

does not need any image point correspondences, a difficult task itself in computer vision. The multiplicity and stability

of solutions in the PnP problem are two important issues, they somehow directly determine the sucess or failure of a real

application. Then questions arise: What is the distribution of the multiple solutions? Does the exsistence of multple

solutions necessarily mean that the solutions are not stable? There are no related reports on such issues in the literature

to our knowledge. In this work, these two issues are investigated in terms of P3P problem, and the obtained results could

provide some insight for the problem of the multiplicity and stability of the PnP problem, and could be of reference to

the people in the field.
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基于视觉的定位, 传统的应用场合是视觉机器
人导航, 特别是即时定位与地图构建技术 (Simulta-
neous location and mapping, SLAM). 随着传感技
术和网络技术的发展, 以及图像技术的普及, 基于
视觉的定位已成为一门快速发展的新型学科. 从计
算机视觉的观点看, 三维重建这个计算机视觉的中
心问题, 近年来, 其重要性似乎正在被视觉定位所代
替. 究其原因, 这主要是由于如下新型应用的兴起和
新型技术的产生所导致的:

1) 虚拟现实、混合现实技术. 其中对物体和观
测者的定位是能否取得 “真实感、沉浸感” 的核心支
撑技术.

2) 普适游戏和动漫制作. 普适游戏一般玩家要
在大场景运动, 对玩家实时、高精度定位是一项关键
支撑技术, 也是目前还没有很好解决的一项技术.

3) 旅游等. 利用手机拍一幅图片, 然后发送到
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服务中心, 通过图片确定用户所在的位置, 这是目前
正在兴起的具有重大商业价值的一项应用.

4)航空航天.飞行器的定位和抓取, 目前几乎无
一例外需要视觉定位方法, 而无人机辅助视觉导航,
几乎是任何无人机系统不可或缺的子系统.

5) 视觉辅助导航. 在有些情况下, 特别是城市
环境中不可避免地存在遮挡的情况下, 利用视觉对
GPS 等进行辅助定位, 具有重要的军事和民用价值.
2006 年, MIT Technology Review 将此项技术列为
具有重大军事应用价值的未来技术.
正是这些新型应用的兴起和新型技术的应用,

极大地推动着视觉定位技术的发展, 使得定位技术
已不再限制在一些传统行业、传统领域, 它已经成为
一门新兴的学科. 其中, 基于视觉的定位技术应该说
是应用最广泛的技术.
定位技术不仅具有重要的应用价值, 同时也具

有重要的科学研究意义. Gibson 理论认为, 人类视
觉有二大功能: 一是适应外界环境, 二是控制自身运
动. Marr 理论认为, 从图像恢复场景的可见三维表
面是人类视觉的主体功能. 尽管 Gibson 理论是整体
视觉机制, Marr 理论是从局部到整体的重建机制,
但二种理论都认为人类视觉的目的是对外界环境的

感知. 人类在对外界信息的获取过程中, 最基本的信
息包含 4 类: 位置、形状、运动和颜色. 这里的位置
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信息, 也就是视觉定位技术. 作者认为, 目前计算机
视觉界如果能对这 4 类基本信息可靠获取的话, 计
算机视觉领域的大多数问题也就基本解决了. 对这
4类信息中的任何一类如果能有突破性进展的话, 将
必然大大推动计算机视觉研究的进展.
基于视觉的定位, 可以大体分为基于多幅图像

的定位和基于单幅图像的定位. 基于单幅图像的
定位由于不需要确定图像点之间的对应关系 (图像
点匹配是计算机视觉界的一个经典难题), 所以应
用范围更加广泛. PnP 问题 (Perspective-n-Point
problem) 是基于单幅图像对物体进行定位的一种有
效方法, 也是应用最广泛的一种方法.

PnP 问题, 文献中有时也称作摄像机外参数的
标定问题. PnP 问题于 1981 年首先由 Fishler 等[1]

提出, 而后很多研究人员对此进行了研究. PnP 问
题是指从 n (2 < n < 6) 组已知空间物体点与其图
像点之间的对应关系来确定空间物体方位的一种方

法. 研究 PnP 问题的重要性在于以下二方面的重要
应用:

1) 由于 PnP 问题仅从一幅图像就可以确定物
体的方位, 不需要知道同一物体在不同图像间的对
应关系, 所以该方法实用性强.

2) 在鲁棒性估计中的重要应用价值. 这主要是
指在实际应用中, 在空间物体与其投影图像之间已
建立的粗匹配中, 一般来说有很大一部分是错误匹
配, 需要使用鲁棒性估计算法 (如计算机视觉界广
泛使用的随机抽样一致性算法 (Random sampling
concenesus, RANSAC))[1] 来精化. 可以证明, 基于
PnP 问题原理的鲁棒性估计算法 (如 RANSAC) 的
计算代价一般来说与匹配点的个数 (即 PnP 问题中
的 n) 成指数规律增长, 所以在实际应用中 n 越小越

好. 所以, P3P 问题是 PnP 问题中最有价值的问题.
从数学上来说, PnP 问题也可以描述为已知一

组空间控制点 {xi} 和图像点 {ui} 之间的对应关系
{xi ↔ ui, i = 1, 2, · · · , n}, 求解下面投影矩阵中旋
转矩阵 R 和平移向量 T 的过程:

siui = K[R T ]

[
xi

1

]
, i = 1, 2, · · · , n (1)

其中, 矩阵 K 称为摄像机的内参数矩阵, 是已知量.
si 称为射影深度因子 (Projective depth), 是未知
量, 不同的控制点对应不同的深度因子, 未知深度因
子的存在是 PnP 问题求解的困难所在.

目前文献中对 PnP 问题的研究主要集中在以
下三个方面:

1) 由于对于任何一种定位方法, 首先要解决的
是解的唯一性问题, 所以, 在 2 < n < 6 时, 关于
PnP 问题多解的研究: 即到底有多少个解？有多解

的条件是什么？解的分布和变化情况是什么？长期

以来一直是 PnP 问题研究的重要内容.
2) PnP 问题的快速高精度求解问题. 在很多问

题中, 如上面所介绍的, PnP 问题一般用在鲁棒性
估计中. 在这些问题中, 大量已知的对应点对中有很
大一部分为外点 (Outliers). 在这些鲁棒性估计方法
中, 如广泛使用的 RANSAC[1], PnP 问题的求解是
反复使用的核心模块, 如何快速求解 PnP 问题, 直
接决定着估计算法总体的效率. 从文献来看, 这方面
的研究又分为以下两种主要途径:

a) 借助绝对姿态估计 (Absolute orientation)
的途径: 正像前面所述, 上面求姿态参数 [R, T ]的过
程中, 未知射影深度因子 si 的存在是主要困难. 所
谓借助绝对姿态估计的途径, 就是指先确定射影深
度因子 si, 然后利用文献中求绝对姿态的方法进行
求解. 这类估计方法一般是一种迭代估计方法, 也就
是说, 先粗略估计一组射影深度因子 si, 然后利用所
估计的 si 再估计姿态参数 [R, T ], 然后利用所估计
的姿态参数 [R, T ] 再反过来估计射影深度因子 si.
如此迭代下去, 直至收敛. 近期, 这类方法得到了人
们的很大关注[2−4].

b) 直接计算相对姿态 (Relative orientation).
所谓相对姿态估计问题, 就是指在上面的求姿态参
数 [R, T ] 的过程中, 先消除掉未知射影深度因子 si,
然后直接求解 [R, T ] 的过程. 这类估计方法的估
计精度一般比较低. 这是因为旋转矩阵 R 有 9 个
参数, 但仅有 3 个独立变量, 如果直接求解独立的
3 个变量, 估计方程是高度非线性方程, 无闭合解
(Closed-solution), 很难得到优化解. 但如果不考虑
R 中的 6 个约束方程, 由于待估计参数间不是独立
的, 估计精度一般比较低[5−8].

3) 解的稳定性分析. 稳定性和高精度是一对矛
盾. 过去, 人们对鲁棒性问题研究的比较多, 主要在
于剔除外点的影响. 当外点被剔除后, 仍然存在解的
精确性和稳定性问题, 文献中关于这个问题过去并
没有引起人们的高度关注. Wu 等[9] 最近报道, 在很
多实际应用场合中, 由于离散误差, 特征点的不同分
布, 稳定解与高精度解对应不同的空间状态 (Point
configuration). Wu 等[10] 对解的稳定姿态问题进

行了系统研究.
总之, 上述三方面的研究是文献中 PnP 问题的

三个主要研究方向. 另外, 文献中对 PnP 问题的应
用也有不少报道.
关于 P3P 多解的必要和充分条件, 首次讨论

该问题的是苏成等[11], 进一步系统讨论该问题的是
Gao 等[12]. 但上述二个研究组均从纯代数的观点进
行了讨论, 最终均归结为对一个一元四次方程系数
应该满足的约束条件的讨论. 由于所得到的一元四
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次方程的系数十分复杂, 系数应该满足的条件就更
加复杂. 从这些系数的约束关系, 很难得到具有几何
意义的直观性结论. 当然, 这些代数结论, 对具体某
个 P3P 问题数值求解时解个数的判定有指导意义.

本文旨在探索 P3P 问题多解的几何分布和
PnP 问题多解性与解的稳定性之间的关系, 研究
结果对于进一步揭示和深入了解 PnP 解的性质具
有一定的参考作用.

1 一些基础知识

1.1 非线性方程组解稳定性的一般性理论及其几何

意义

从数学教课书中可知, 对下面的一般性非线性
方程组:





f1(x1, x2, · · · , xn) = 0
f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

...
fn(x1, x2, · · · , xn) = 0

如果在 (x10, x20, · · · , xn0) 处解是稳定的, 则上述方
程组在 (x10, x20, · · · , xn0) 处的雅可比 (Jacobian)
行列式 J0 不为零.

J0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

· · · ∂f1

∂xn
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

· · · ∂f2

∂xn
...

...
. . .

...
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2

· · · ∂fn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

如果 J0 在 (x10, x20, · · · , xn0) 处的值等于零,
意味着将上述非线性方程组在 (x10, x20, · · · , xn0)
处线性化后, 所得到的 n 个线性方程不是线性独立

的.J0 在 (x10, x20, · · · , xn0) 处的值等于零的几何意
义是: 函数 f1, f2, · · · , fn 在 (x10, x20, · · · , xn0) 处
的切平面至少有二个是相互重合的. 如图 1 所示,
由于两条曲线 f1(x, y) = 0, f2(x, y) = 0 在交点
(x0, y0) 处的切线相互重合, 所以 (x0, y0) 不是一个
稳定解. 相反, 如图 2 所示, 由于在 (x0, y0) 处的切
线不重合, 所以, (x0, y0) 是一个稳定解. 所以, 一般
来说, 如果 J0 对应的雅可比矩阵越近似于一个对角

阵, 则对应的解越稳定.

1.2 P3P问题的三个非线性约束方程

PnP 问题, 当 n = 3 时, 称为 P3P 问题. P3P
问题是 PnP 问题中应用最广泛且文献中研究最多
的问题. 如式 (2) 和图 3 所示, 所谓 P3P 问题, 就是

指求解下面式 (2) 中非线性方程组的三个未知参数
(x, y, z) 的问题1. 其中, (x, y, z) 是指摄像机光心 O

到三个控制点 P1, P2, P3 之间的距离, d1, d2, d3 是控

制点之间的距离, α, β, γ 是射线 OP1, OP2, OP3 之

间的夹角, 在方程组中, 只有 (x, y, z) 是待求的未知
量. 在 P3P 问题中, (x, y, z) 有多少组不同的正解,
就称为 P3P 问题有多少组解.





x2 + y2 − 2xy cos α = d2
1

x2 + z2 − 2xz cos β = d2
2

y2 + z2 − 2yz cos γ = d2
3

(2)

图 1 (x0, y0) 处解不稳定的情况

Fig. 1 A case of unstable solution at (x0, y0)

图 2 (x0, y0) 处解稳定的情况

Fig. 2 A case of stable solution at (x0, y0)

图 3 P3P 问题示意图

Fig. 3 The sketch for the P3P problem

1式 (1) 是基于变换的 PnP 问题的约束方程, 式 (2) 是基于距离的
PnP 问题的约束方程. Wu 等[13] 对两种定义下 PnP 问题约束方程的
等价性进行了详细分析和讨论. 尽管这两种约束形式有一些差别, 但在文
献中经常不加区别地使用.
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1.3 危险圆柱及其上解的多解性和稳定性

危险圆柱 (Danger cylinder) 在 P3P 问题的研
究中具有重要的意义. 如图 4 所示, 所谓危险圆柱,
是指在 P3P 问题中以三个控制点 A,B, C 的外接圆

为底圆的圆柱.

图 4 危险圆柱

Fig. 4 Danger cylinder

危险圆柱是通过对方程组 (2) 的雅可比行列式
等于零得到的[14]. 所以, 根据前面关于方程组解的
稳定性的一般理论, 当摄像机光心位于危险圆柱上
时, 对应的解一定是不稳定的. Zhang 等[15] 又证明,
当摄像机光心位于危险圆柱上时, 对应的 P3P 问题
必然存在三个解. 所以他们当时推测, 危险圆柱上的
多解性可能正是危险圆柱上解不稳定的根源.

2 主要结果

2.1 PnP问题的多解性并不一定意味着解的不稳
定性

我们有下述结论:
1) 如果 P3P 问题的雅可比行列式等于零, 则对

应的光心必然位于危险圆柱上;
2) 如果光心位于危险圆柱上, 则对应的雅可比

行列式一定等于零.
上述结论说明: 雅可比行列式等于零是光心位

于危险圆柱上的充分和必要条件, PnP 解的稳定性
和多解性是两个不同的概念. 尽管当光心位于危险
圆柱上, 此时 P3P 问题有三组解且这些解确实是不
稳定的, 但这仅仅是一种巧合. 当存在光心不位于危
险圆柱上的多解时, 此时对应的雅可比行列式不等
于零, 所以对应的解是稳定的.

关于结论 1), 文献 [14] 已经给出证明. 关于结
论 2), 具体证明见附录. 下面是一个存在 4 组解但
雅可比行列式不为零的具体例子:

令P3P问题的三个控制点为A = (0, 0, 0), B =
(20, 0, 0), C = (10, 10, 0), 则垂直于 AB 边的直线

为 x = 10, 当光心 O 在过 x = 10 的垂面且保持

z = 20, y 坐标从 [−3, 13] 变化时, 对应的雅可比行
列式的值如图 5 所示. 只有当 y = 10 时 (光心位于
危险圆柱上), 此时的雅可比行列式的值为零, 其他
均不为零. 图 5 的结果说明当光心位于其他位置时,
尽管此时 P3P 问题有 4 组解, 由于对应的雅可比行
列式不为零, 说明这些解是稳定的.

图 5 当光心的 y 坐标变化时, 对应的雅可比行列式一般不

为零

Fig. 5 Jacobian is generally non-zero when the

y-coordinate of the optical center changes

2.2 P3P问题解空间的划分和多解的分布

Zhang 等[15−16] 证明, 当摄像机光心位于由
P3P 问题三个控制点构成的三角形的三个垂面 (图
6 中的 πAD, πBE, πCF 三个垂面, 在危险圆柱上的点
除外) 上时, 此时 P3P 问题必有 4 个解. 当光心位
于危险圆柱上时, 对应的 P3P 问题必然存在 3 个解.
如图 6 所示, 三个垂直平面 πAD, πBE, πCF 和危险

圆柱将 P3P 问题的解空间分成了 12 个不同的区域,
我们猜测, 在这些不同的区域和区域边界上, P3P问
题的解的个数和解的稳定性一定存在一些不同之处.

图 6 三个垂面 πAD, πBE , πCF 与危险圆柱将 P3P 的解空

间分成 12 个不同的区域

Fig. 6 The three vertical planes and the danger cylinder

divide the whole space into twelve different subregions

关于多解的分布和变化情况, 本文有如下结论:
如图 7 所示, 每个垂面与危险圆柱交于二条垂线 (为
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清楚起见, 图中只给出一个垂直平面, 其他两个垂直
平面的情况完全相同). 当光心位于垂面且位于危险
圆柱内部 (如 O 点) 时, 在 P3P 的 4 组解中, 一组
为共边解 (指两组解有一条公共边), 另一组为共点
解 (指两组解有一个公共点). 当光心从 O 出发从一

个方向逐渐靠近并最终到达危险圆柱时 (图中从 O

到 O1), 一组共边解重合, 此时 P3P 问题成为 3 组
解. 当光心穿过危险圆柱后, 重合的共边解又分离成
2 组共边解, 此时又成为 4 组解 (如 O3 点). 相反,
当光心从另一个方向逐渐靠近并最终到达危险圆柱

时 (图中从 O 到 O2), 一组共点解重合, 此时成为 3
组解. 当光心穿过危险圆柱后, 重合的共点解又分离
成 2 组共点解, 此时又成为 4 组解 (如 O4 点).

图 7 P3P 问题 4 组解的变化规律

Fig. 7 Different solution configurations of the P3P

problem when the optical center O moves along the line

O1O2

下面是 P3P 解分布的一个具体实例.
情形 1. 光心 O 位于 O1 的左侧 (危险圆柱之

外, 如 O3).
如图 8 所示, 此时的 4 组解为: {O, ABC},

{O, AB′C}, {O, A′′B′′C ′′}, {O, A′B′′C ′}. 其中,
{O, ABC}, {O, AB′C} 为共边解 (共 AC 边),
{O, A′′B′′C ′′}, {O, A′B′′C ′} 为共点解 (共 B′′ 点).
情形 2. 光心 O 与 O1 重合 (危险圆柱上).
如图 9 所示, 此时的 3 组解为: {O, ABC},

{O, A′′B′′C ′′}, {O, A′B′′C ′}, 其中 {O, A′′B′′C ′′},
{O, A′B′′C ′} 为共点解 (共 B′′ 点). 此时, 两个共边
解重合为同一组解.

情形 3. 光心 O 位于线段 O1O2 上 (危险圆柱
之内): 4 组解的分布状况与情形 1 相同.

情形 4. 光心 O 与 O2 重合 (危险圆柱上).
如图 10 所示, 此时的 3 组解为: {O, ABC},

{O, AB′C}, {O, A′B′′C ′}.其中 {O, ABC}, {O,

AB′C} 为共边解 (共 AC 边), 此时两个共点解重合
为同一组解.

图 8 此时的 4 组解为: {O, ABC}, {O, AB′C},
{O, A′′B′′C′′}, {O, A′B′′C′}

Fig. 8 A case of four different solutions: {O, ABC},
{O, AB′C}, {O, A′′B′′C′′}, and {O, A′B′′C′}

图 9 此时的 3 组解为: {O, ABC}, {O, A′′B′′C′′},
{O, A′B′′C′}

Fig. 9 A case of three different solutions: {O, ABC},
{O, A′′B′′C′′}, and {O, A′B′′C′}

情形 5. 光心 O 在 O2 点的右侧 (危险圆柱外):
4 组解的分布状况与情形 1 相同.
关于 PnP 问题解的分布, Gao 等[17] 首次从概

率的观点, 证明 P4P, P5P 存在多解的概率等于 0.
另外, Zhang 等[18] 也研究过类似的问题. 值得指出
的是, 存在多解的概率等于零并不意味着不存在多
解. 关于 P3P 问题, 文献中已经证明, P3P 问题最
多只有 4 组解 (无穷多解的情况除外). 从上面的分
析可以看出, 当 P3P 问题有 4 组解时, 一般都存在
共边解或共点解. 但是否存在既不共点又不共边的
4 组解呢？我们猜测这种可能性不存在, 但目前还无
法给出严格的证明.
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图 10 此时的 3 组解为: {O, ABC}, {O, AB′C},
{O, A′B′′C′}

Fig. 10 A case of three different solutions: {O, ABC},
{O, AB′C}, and {O, A′B′′C′}

最后需要说明的是, 本文 P3P 问题解的稳定性
是指基于第 2.1 节雅可比行列式为零与否的判据而
言的. 事实上, 在某点的雅可比行列式不为零, 也不
见得非线性方程组在该点的解一定是稳定的. 判别
非线性方程组解的稳定性在数学上本身就是一个困

难的问题, 也超出了本文的范围, 这里不再继续讨
论.

3 结论

本文研究表明, P3P 问题的多解性和解的不稳
定性是二个完全不同的概念. 只有当光心位于危险
圆柱上时, P3P问题存在多解且解是不稳定的, 其他
多解均是稳定的. 另外, 本文对三个垂面上解的分布
规律进行了研究, 揭示了当光心趋于危险圆柱上时,
共点解或共边解趋于重合的现象. 这些结果, 对从事
PnP 问题研究的人员可能会提供一些参考作用.

附录

下面证明, 如果光心在危险圆柱上, 则对应的雅可比行

列式一定等于零.

不失一般性, 假定三个控制点 A, B, C 对应的危险圆柱

为圆心在坐标原点, 半径为 R 的圆柱, 光心 O 位于圆柱上:

A =




R cos φ1

R sin φ1

0


 , B =




R cos φ2

R sin φ2

0




C =




R cos φ3

R sin φ3

0


 , O =




R cos θ

R sin θ

Z0




则 P3P 约束方程式 (2) 中的各个量可以表示为:

d2
1 =(R cos φ1 −R cos φ2)

2 + (R sin φ1 −R sin φ2)
2 =

2R2 − 2R2 cos(φ1 − φ2)

d2
2 =(R cos φ1 −R cos φ3)

2 + (R sin φ1 −R sin φ3)
2 =

2R2 − 2R2 cos(φ1 − φ3)

d2
3 =(R cos φ3 −R cos φ2)

2 + (R sin φ3 −R sin φ2)
2 =

2R2 − 2R2 cos(φ2 − φ3)

x2 =(R cos φ1 −R cos θ)2+

(R sin φ1 −R sin θ)2 + Z2
0 =

2R2 + Z2
0 − 2R2 cos(θ − φ1)

y2 =(R cos φ2 −R cos θ)2+

(R sin φ2 −R sin θ)2 + Z2
0 =

2R2 + Z2
0 − 2R2 cos(θ − φ2)

z2 =(R cos φ3 −R cos θ)2+

(R sin φ3 −R sin θ)2 + Z2
0 =

2R2 + Z2
0 − 2R2 cos(θ − φ3)

由文献 [14] 知, 给定三个控制点 (xi, yi, 0), i = 1, 2, 3

和光心坐标 (x0, y0, z0), 对应的雅可比行列式可以表示为:

J =
1

xyz

∣∣∣∣∣∣∣

x0 − x1 y0 − y1 z0

x0 − x2 y0 − y2 z0

x0 − x3 y0 − y3 z0

∣∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣∣

0 x− y cos α y − x cos α

z − y cos β 0 y − z cos β

z − x cos γ x− z cos γ 0

∣∣∣∣∣∣∣

由于

∣∣∣∣∣∣∣

x0 − x1 y0 − y1 z0

x0 − x2 y0 − y2 z0

x0 − x3 y0 − y3 z0

∣∣∣∣∣∣∣
表示三棱锥的体积, 只要光

心 O 不与控制点 A, B, C 共面就不等于 0, 所以只要考虑行

列式

∣∣∣∣∣∣∣

0 x− y cos α y − x cos α

z − y cos β 0 y − z cos β

z − x cos γ x− z cos γ 0

∣∣∣∣∣∣∣
是否为 0即

可. 考虑到

cos α =
x2 + y2 − d2

1

2xy

cos β =
x2 + z2 − d2

2

2xz

cos γ =
y2 + z2 − d2

3

2yz

将上述 cos α, cos β, cos γ 代入, 并经过比较繁琐的化解, 行列

式

J0 =

∣∣∣∣∣∣∣

0 x− y cos α y − x cos α

z − y cos β 0 y − z cos β

z − x cos γ x− z cos γ 0

∣∣∣∣∣∣∣
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可表示为:

J0 = (d1d2d3)
2 + d2

1x
2z2 + d2

1y
2z2 − d2

1z
4−

d2
1x

2y2 + d2
2x

2z2 + d2
2x

2y2 − d2
2x

4 − d2
2y

2z2+

d2
3y

2z2 + d2
3x

2y2 − d2
3y

4 − d2
3x

2z2 (A1)

将上述 d2
1, d2

2, d2
3, x2, y2, z2, 代入式 (A1), 经过比较繁琐的

化简, 可得

J0 = 0 ¤
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